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CAPÍTUIíO  I 
Propiedades  primeras  de  las  curvas  alabeadas 


§1.''     Tangente  y  plano  normal 

1.     Coordenadas  homoc;énas.     Si  en  la  ecuación /(,r,  j,  s)  =  o 

X    y    z 
de  una  superficie  se  cambian  x,  y,  z  por  - ,      ,       y  se  quitan  los 

denominadores,  dicha  ecuación  se  transforma  en  otra  homogénea 
del  mismo  grado  /(.r,  y,  z,  t)  =  o  que  para  /=  o  adquiere  la 
forma  primitiva. 

Los  puntos  en  el  infinito  corresponden  al  valor  /  =  o.  Si  se 
observa  que  toda  ecuación  de  primer  grado,  en  .r,  j,  z,  t  repre- 
senta un  plano,  exceptuada  la  ecuación  que  contiene  tan  solo  /,  se 
podrá  convenir  en  que  aun  en  este  caso  representa  un  plano  en  el 
infinito.  Asi  la  ecuación  /  =  o  es  la  ecuación  límite  hacia  la  que 
converge  la  ecuación  ax  -\-  by  -(-  cz  -\-  dt  =  o,  lo  cual  conviene 
con  el  crecimiento   indefinido  de  las   coordenadas  en   el   origen 

,  —  -T, .  Todos  los  puntos  en  el  infinito  pueden  pues  con- 
siderarse como  pertenecientes  al  plano  analítico  /  =  o. 
Sea  la  recta 

a  b  c  '' 
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Esta  recta  que  pasa  por  el  punto  M  (:ro,  j^,  s^,)  corta  á  una  su- 
perficie f{x,y,  z)  =  o  en  m  puntos,  cuyas  distancias  ?  á  M  están 
determinadas  por  la  ecuación  f{x^f  -j.  ¿ip,  j^  -f.  ¿p,  Sq  -{-  cí)  =  o. 

Si  esta  ecuación  pasa  del  grado  m  al  m  —  i,  se  podrá  decir 
que  tiene  una  raíz  infinita  y  que  uno  de  los  puntos  de  intersección 
con  la  recta  de  la  superficie,  ha  pasado  al  infinito.  Si  se  expresa 
por  ?p  {Xy  j,  js)  el  conjunto  de  los  términos  de  mayor  grado  de 
fi^y  ^y  ^)>  se  ve  que  para  que  una  recta  tal  como  (i)  encuentre 
á  una  superficie  en  el  infinito,  es  necesario  y  suficiente  que  sea 
o  {a,  b,  c)  =  o,  condición  independiente  de  Xq,  ^„,  Zq.  Así  pues, 
diremos  que  toda  recta  paralela  á  una  recta  que  encuentra  á  una 
superficie  en  el  infinito  la  encuentra  también  en  el  infinito. 

Las  rectas  que  encuentran  á  una  superficie  en  el  infinito  son 
recias  asintóticas  y  sus  direcciones  se  llaman  direcciones  asintóticas. 
Las  rectas  asintóticas  que  pasan  por  {x^y^Q,  z^  forman  el  cono  de 
las  direcciones  asintóticas  relativas  á  este  punto,  para  obtener  su 
ecuación,  se  elimina  a,  ¿,  c  entre  ^  (a,  ¿,  ¿:)  =i  o  y  las  ecuaciones 
(i).  El  cono  de  las  direcciones  asintóticas  se-llama  cono  director, 

2.     Tangentes  á  las  curvas  alabeadas.     Sean  las  ecuaciones 

fi'^y  y.    Z)  =  0  ^  {X,  y,    Z)  =  O  (I) 

que  determinan  una  curva  de  doble  curvatura,  Xy  y,  z  las  coorde- 
nadas del  punto  M  y  ^r  -|-  A^r,  ^  +  Aj/,  z  -{-  dz  las  del  punto  M'. 
Las  ecuaciones  de  la  secante  MM'  serán 

Ay  Iz 

^'-■^=¿(^-^)'        Z-^  =  -^(X-.r), 

en  la  que  X,  Y,  Z  expresan  las  coordenadas  generales.  Y  si  M'  se 
aproxima  á  M  indefinidamente,  en  el  límite,  se  tendrá  que  las  ecua- 
ciones de  la  tangente  son 

dy  dz 

^'  - -^  =  ¿  ^^  -  ^ ''      ''-'  =  Tx  ('^  -  ■'^-        '^^ 

Dividiendo  estas  ecuaciones  entre  sí,  se  obtiene  la  ecuación  de 
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la  proyección  de  la  tangente  á  la  cun'a  sobre  el  plano  yz, 

dy 

La  forma  de  estas  ecuaciones  hace  ver  que  la  proyección  de  la 

tangente  sobre  cada  plano  coordenado  es  tangente  á  la  proyección 

de  la  curva  sobre  este  plano. 

dy      dz 
Los  coeficientes  diferenciales  -r"  Y  ~r-  se  obtienen  por  la  dife- 

dx^  dx  ^ 

renciación  de  las  ecuaciones  (i),  lo  que  da 

-hf        V^  ^^^    I    _^  ^  _  ^?         >j(_dy        ^  dz  _ 

'^'^'^dx'^^dx~^'     Vx'^^dx'^'^2dx~^^^^ 

Sacando  los  valores  de  los  coeficientes  diferenciales,  y  sustitu- 
yendo en  (2)  se  obtendrán  las  ecuaciones  de  la  tangente.  Pero  se 
llegará  más  brevemente  á  este  resultado,  deduciendo  de  (2)  que 

7.  —  Z 


dy        Y -y 
dx~  X—x' 

dz 
dx 

y  sustituyendo  en  (3),  lo  que  da 

^cx-')-f<- 

-y)-^- 

g-(--''  +  l}<v- 

-7)4- 

X—x' 


-{Z-z)^o, 

-i-  rz  ~  r)  =  o. 

dz 

Se  obtienen  pues  las  ecuaciones  de  la  tangente,  sustituyendo  en 
las  ecuaciones  diferenciales,  dXy  dy,  dz  por  las  diferencias  X  —  .r, 
Y  —  j/,  Z  -j^. 

Observación.  Para  expresar  que  una  recta,  representada  por 
las  ecuaciones  (i)  del  número  i  es  tangente  á  una  curva  basta,  en 
general,  expresar  que  encuentra  á  la  curva  en  dos  puntos  coinci- 
dentes, es  decir,  que  las  ecuaciones  de  la  recta  y  las  de  la  curva 
tienen  dos  soluciones  comunes  coincidentes,  ó  que  las  ecuaciones 
en  s  obtenidas  sustituyendo  x  -\-  az, por  X , tienen  una 
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solución  doble.  Pero  en  el  caso  de  que  el  punto  sea  singular,  una 
recta  encuentra  á  la  curva  en  dos  puntos  coincidentes;  por  esta 
razón  es  preferible  expresar  que  la  recta  coincide  con  una  tangente, 
identificando  las  fórmulas  (i)  del  número  i  con  las  de  la  tangente. 
Tendremos,  respecto  á  los  planos  xz  éyz, 

dx  a  dy  \  b 

X+(Z-Z)  —  =X,^  (Z  -Z,)  -.y\-{Z  -~Z)  -£=y^  +  (Z      -Z,)  -> 

que  deben  verificarse  independientemente  de  Z,  lo  que  da 

dx        dy        dz 
a  b  c   ' 

3.     Ángulos  de  la  tanoexNte.     Supongamos  que  los  ejes  de 
coordenadas  son  rectangulares.  Por  la  figura  se  ve  que 


eos  y'  = 

Í\x* 

liZ 

i^*' 

eos  y'  = 

\z:M 

\z- 
A/* 

dz 

Figura  1  y  en  el  límite       eos  v  =  ■  _     _   .     ..   

U-r'  +  dy  +  dz^ 

Concluyéndose  para  todos  los  ángulos 

dx  dy  dz 

COSa=-.     ,  C0S3=     7"    ,  COS\  =  -;-, 

ds  '         ds  ds 

como  en  el  caso  de  las  curvas  planas. 

4.     Plano  normal.     Las  ecuaciones  de  un  plano  y  de  la  tan- 
gente á  una  curva,  que  pasan  por  el  punto  M  f.r,  j,  z),  son 

A  (X  -  X)  +  B  (Y     -y)  4-  C  (Z  —  z)  =  o 

dy  dz 
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Para  que  el  plano  sea  perpendicular  á  la  tangente,  se  necesita 
que  se  tenga 

B         dy  C  _dz 


luego  la  ecuación  del  plano  normal  es 

(X  —  .r)  dx  +  (Y  —y)  dy  -\-{Z  —  z)  dz  =  o. 
También  podemos  obtener  este  resultado  sus- 
tituyendo en  la  expresión  conocida 

eos  TMN  =  eos  a  eos  a'  +  eos  p  eos  P' 


^ 


-r 


+  eos  Y  eos  Y  y{        \t 

los  valores  de  los  cosenos  Figura  2 

,       X-;r  \-y  ,        Z-z 

dx  dy  dz 

eos  a  =  -,  - ,  eos  ^=^  -y-  ,  eos  v  =  -j-  . 
ds  ^       ds  ^        ds 

§  2.°     Plano  osculador 

5.  Definición.  Se  llama  p/ano  osculador  de  una  curva  ala- 
beada al  límite  hacia  el  que  tiende  el  plano  que  pasa  por  tres 
puntos  de  una  curva,  que  tienden  indefinidamente  á  reducirse  á 
uno  solo,  ó  lo  que  es  lo  mismo  al  límite  de  las  posiciones  de  un 
plano  que  pasa  por  la  tangente  en  uno  de  los  puntos  M  de  la 
curva,  cuando  pasa  por  otro  punto  ;;/  que  tiende  á  confundirse  con 
el  primero. 

Sea  un  plano  que  pasa  por  el  punto  M(.r,  y,  z) 

/•  A(X-;r)+B(Y->^)   |-C(Z-ir)  =  o.     (l) 
J^\               Si  pasa  además  por  la  tangente  en  M, 
dv  dz 

Figura  3  «-^  «-^ 

dv  dz 

tendremos    AfX  -  ;r)  +  B  ^f^  (X  —  .r)  4-  C  -:t-  (X  --  .r^  =  o 

'        dx  dx 
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Ó  Kdx  +  BtíÍK  +  Cdz  =  o.  (2j 

Puesto  que  dicho  plano  ha  de  pasar  por  el  punto 

M'  {x  +  A.r,  j  -f-  A;/,  s  +  Ae) 

tendremos  AA.r  +  Ba;'  +  C^z  =  o.  (3) 

Considerando  á  x,  y,  z  como  dependientes  de  un  parámetro  /,  será 

dx    ,    A/"  (d\x  .     \  dy   ^    A/*  /¿^j'  ,   ,\ 

de  manera  que  la  ecuación  (3)  se  reducirá  á 

[dx        .    A/^  /í/^;r  .      \1    .       rrfy        .    A/*  (d^y  .  ^\1 

^  \dz  \t*  (d^s   ,     Xl 


que,  en  virtud  de  (2),  y  pasando  al  límite,  se  reduce  á 
Xd^x  -\-  Bdy  +  Cd^'Z  =  o. 


(3) 


X  —  -r 

Y    -j' 

Z  -  z 

rf.r 

rfv 

dz 

d*.v 

rfly 

d*z 

Eliminando  A,  B,  C  entre  (i),  (2)  y  (3)  resulta  la  ecuación  del 
plano  osculador 


=  0.    í4) 


También   habríamos   llegado   á  este 

Figuro  I  resultado  suponiendo  que  el  plano  pasa 

por  los  puntos  x,y,  xr,  ,i-  +  A.r,  y-^-ly, 

z-\'^z  y  x-\-2^x-{-^*x,  y-{-2^y-\-^^y,  i3:  +  2Ajs:+A-£r,  y  haciendo 

tender  á  los  puntos  M'  y  M''  hacia  el  M. 

6.     Ángulos  con  los  planos  coordenados.     Sean  X,  |x,  v  los 
ángulos  que  forma  con  los  ejes  la  perpendicular  PM  al  plano  oscu- 
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lador,  que  se  llama  binormal.  Se  tendrá 

ABC 
eos  '^  =  1^- 1     eos  |x  =  — ,     eos  V  =  -^ 


(U*  =  A»  -f  B*  +  O) 


Haeiendo,  por  brevedad,  dx  =  <j,  dy=^b,  dz  =  c,  d^x  =  a\ 
dy  =  b\  d'Z  =  c\  obtendremos 

D«  =  (de  —  coy  +  {ca'  -  ac'f  +  {ab'  —  baf 

D*  =  {a"  +  A*  +  c")  {a"  +  b'^  -h  c'^)  -   (aa'  +  bb'  +  ce), 

que,  en  virtud  de  ser 

ds^  =  íj*  H-  ¿*  +  e^,         dsd^s  =  aa  -{-  btí  +  ce\ 

se  transforma  en 

1)  =  dsi(d^xY  -h  {d^yf  -V-  id'zf  —  (d^sy 

que  puede  cseribirse  también  bajo  las  formas 


D  =  y  {dsd'x  —  dxd'sf  -(-.  {dsdy  —  dyduy  + 


eos  A  = 


dy 

dz 

ds 

ds 

d^y 

d*s 

dz^ 

ds* 

eos  a 


dz 

dx 

ds 

ds 

d*z  d*y 

ds^ 

ds' 

COSv  = 


dx    dy 

ds     ds 

d*x  d^y 


eos  A  =  ^  {dyd^z  —  dzd^y),     eos  «x  ~  ^~  {dzd^x  —  dxd^z). 


COSv  =  J-^fdxdy  —  dydKr). 


7.  Orden  de  contacto  del  plano  osculador.  Puesto  que  el 
plano  osculador  en  un  punto  M  de  la  eurva,  la  eorta  en  tres  puntos 
confundidos,  puede  decirse  que  tiene  con  ésta  un  contacto  de  se- 
gundo  orden. 

.  Esta  consideración  permite  obtener  la  fórmula  ya  obtenida  del 
plano  osculador,  pues  siendo 
AX  +  BY  +  CZ  +  D  =  o     y     x  =  f(u\    y=^o{u\     z  =  ^{u) 
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las  ecuaciones  de  un  plano  y  una  curva  cualesquiera,  las  condicio- 
nes del  contacto  de  se.^nindo  orden  están  dadas  por  las  ecuaciones 

A/  «,    i-   Hj  tí     i    C^  «.  =  D,  1 

A/'.Wí   i-B/.«    4-cV./r  =  1),  ■  (l) 

Af  u)-\-  B/.//     i    C;',«   =D,  * 

que  son  hts  condiciones  para  que  una  ccuaci<'>n  tenga  una  raíz  triple. 
Tkurkma.  /:/  p/ano  osen/ador  iL  una  íM/i'a  cii  un  punto  M  de 
esta  curva,  es  un  piano  situado  á  una  distancia  infinitamente  pe* 
quciía  de  tercer  orden  de  un  punto  M'  de  la  curva  infinitamente  pró- 
ximo del  M. 

Kn  efecto,  la  distancia  del  punto  .r   |-  A.r,  y  -[-  Ak,  5  +  As  al 
plano  se  expresa  por 

AA.r   1-  BAr  ^-  C\z 
|A^  -i-  B-'  -I    C* 

Y  para  hacer  ver  que  esta  distancia  es  de  tercer  orden,  basta 
sustituir  por  A,r,  Aj,  ^z  sus  expresiones 

dx   \    -d'x  -\-  ....,     dy  -\-  ^-í/ij-f  ....,     dz  -f      rf'rr  +  .... 

é  igualando  á  cero  los  términos  que  contienen  infinitamente  pe- 
queños de  primero  y  de  segundo  orden,  resultan  las  ecuaciones 

(2)y  í3). 

8.  Puntos  kn  ofic  el  plano  oscilxuor  permanece  estacio- 
nario. Pueden  existir  en  una  curva  alabeada  puntos  excepcio- 
nales en  los  que  el  plano  osculador  tenga  7nds  de  tres  puntos 
comunes  confundidos.  Se  dice  que  en  estos  puntos  el  plano  oscu- 
lador es  estacionario,  análogamente  á  la  tangente  de  intlexi('>n  de 
las  curvas  planas.  En  el  caso  de  que  tratamos,  á  las  tres  ecuacio- 
nes arriba  consideradas  hay  que  agregar  una  cuarta 
A/'"  (« )  +  B/-  ( //)  +  c:/"  (//)  =  o. 

Sustituyendo  en  ésta,  valores  proporcionales  á  A,  B,  C  sacados 
de  las  ecuaciones  í  i),  tendremos  la  condición 
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II 


f^yM¡^\Á  a  sí 


Figura  5 


que  determina  los  valores  de  u  correspondientes  á  los  puntos  en 
que  el  plano  osculador  es  sobreosculador  ó  estacionario, 

9.  Disposición  del  plano  osculador  respecto  á  la  curva 
'rEí)REMA. — En  gcfieral,  el  plano  osculador  atraviesa  á  la  curva.  En 
efecto,  si  suponemos  que  un  móvil  al  re- 
correr la  curva,  encuentra  á  los  puntos 
M,,  M,  Mi  en  el  orden  indicado,  antes 
de  llegar  á  M,  describe  un  arco  I  situado 
en  la  parte  inferior  del  plano  {^g,  5  a), 
atraviesa  después  el  plano  en  M,  y  recorre  un  arco  2,  en  la  parte 
superior,  enseguida  el  arco  3  inferior,  y  por  último,  el  arco  4.  Si 
pues  M,  y  M^  tienden  hacia  M,  el  plano  tiende  hacia  el  plano  oscu- 
lador en  M,  los  arcos  2  y  3  se  anulan,  quedando  la  disposición  de 
la  figura  5,  b,  por  la  que  se  ve  que  la  curva  atraviesa  al  plano. 

Excepción,     Cuando  el  plano  osculador  corta  á  la  curva  en 
cuatro  puntos  coincidentes,  no  atraviesa  á  ésta. 

10.  Perspectiva  de  una  curva  alabeada.  Sea  O  un  punto 
fijo,  P  un  plano  fijo  y  C  una  curva  alabeada.  Para  definir  su  pers- 
pectiva, uniremos  O  con  el  punto  M  de  la  curva 
alabeada,  obteniendo  la  traza  m  en  el  plano  P. 
El  lugar  de  los  puntos  ;;/  es  una  curva  plana  c 
llamada  perspectiva  ó  proyección  central  de  C. 
Cuando  el  punto  O  se  aleja  indefinidamente,  la 
perspectiva  se  transforma  en  la  proyección  de  C 
paralela  á  dicha  dirección. 

Se  ve  inmediatamente  que  la  tangente  á  la  curva  perspectiva 
es  la  perspectiva  de  la  tangente  en  M  á  la  curva  C. 

Teorema.  Si  en  una  cwva  C  existe 
un  punto  p  tal,  que  el  plano  osculador  P  en 
este  punto  pasa  por  el  centro  de  perspectiva 
O,  la  perspectiva  p'  de  p  es  un  punto  de 
inflexión  de  la  curva  perspectiva  c.  En 
efecto.  Sea  ab  la  traza  del  plano  osculador 
en  /  sobre  el  plano  de  proyección  Q  y  Figura  7 

Opp'  la  proyectante  de  /  situada  en  el  plano  P.  El  punto  /'  estará 


Figura  G 
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en  ab.  Si  AB  es  la  tangente  en  /  á  la  curva  alabeada  estará  en 
el  plano  osculador  P  y  su  perspectiva  será  ab\  luego  la  curva  pei*s- 
pectiva  será  tangente  en  p'  á  ab.  Además  la  tangente  ab  atraviesa  á 
la  curva  perspectiva  en  /',  pues  en  el  espacio,  la 
curva  C  atraviesa  al  plano  osculador  P,  hallándose 
el  arco  M/  delante  y  el  /M'  detrás;  y  por  consi- 

^       guíente,  ntp'  estará  delante  y  p'm'  detrás  de  ab.  Por 

/    J¿^P^  I    atravesar  la  tangente  ab  á  la  cur\'a  plana  c  en  /', 
este  será  un  punto  de  inflexión, 
i-iguraw  ^^^^  ^^  excepción.     Cuando  la  tangente  AB 

en  /  pasa  por  el  centro  de  perspectiva,  la  perspectiva  de  AB  será  un 
punto  /',  y  la  curva  presentará  en  este  punto  un  retroceso  (fig.  8). 
11.  Plano  osculador  de  la  hélice  cilíndrica.  Supongamos 
que  el  eje  del  cilindro  sea  el  eje  de  las  z.  Puesto  que.  la  ordenada 
de  la  hélice  es  proporcional  al  arco  AP,  llamando  u  al  ángulo  AOP, 
tendremos  para  un  punto  M{x,  y,  z) 

X  =^  a  eos  «,    y  ==i  a  sen  //,     z  -^  ku. 
Diferenciando  dos  veces  será 

¿4r  =  —  a  sen  udu,     dy  ^=  a  eos  u  du,     dz  =í  kdu 
d^x  =  —  a  eos  u  du^y     d^y  =  —  a  sen  u  du^,     d'^z  =  o. 
Para  que  sea  osculador  en  el  punto  M  el  plano 
A(X  —  x)  +  B(Y  —y)  4-  C(Z  —  jgt)  =  o, 
tendremos  que  hacer 

A  =  dyd^z  —  dzd^y  =  ak  sen  udu^ 
B  :=  dzd^x  —  dxd-z  =  —  ak  eos  udu^ 

C  =  dxd\v  -  dyd\r  =  a^du\ 
La  ecuación  del  plano  osculador  será  Figura  9 

(X  —  x)  ak  sen  u  —  (Y  —y)  ak  eos  u  -f  (Z  —  z)  a^  ^=  o 
ó  (X     -  x)ky    -  (Y  — /)  kx  +  (Z  —  2?)  a'  =  o. 
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CAPÍTUErO  II 
Propiedades  descriptivas  de  las  superficies 


§   I.**     Plano  tangente  de  una  superficie 

12.  Teorema.  Las  tangentes  a  todas  las  curvas  que  pasan  por 
un  punto  P  en  una  superficie  se  hallan  contenidas  en  un  plano,  que 
se  llama  el  plano  tangente  á  la  superficie. 

En  efecto,  si  trazamos  en  la  superficie  y  {x,y,  z)  =  o  una  cur- 
va cualquiera,  que  podremos  obtener  considerando  simultáneamen- 
te la  ecuación  /{;r,  j,  xr)  =  o  y  la  de  otra  superficie  ^  {x,  y,  z)  =  o, 
las  ecuaciones  de  las  tangentes  á  la  curva,  intersección  de  dichas 
superficies,  son 

¿(^--)+Í(Y-^)  +  ^(Z-.)  =  o  (I) 

í^>  ?CP  í)l» 

-l(X-.r)-t-^(Y-,<)  +  -{Z-.)  =  o.  (2) 

Pero  dicha  tangente  se  hallará  siempre  en  el  plano  representado 
por  la  ecuación  (l),  cualquiera  que  sea  la  supei-ficie  cp  =  o  que 
pase  por  el  punto  P  de  contacto;  luego  dicho  plano  es  el  lugar  de 
las  tangentes  á  todas  las  intersecciones  ó  curvas  que  pasan  por  P 
en  la  superficie  propuesta. 

Otra  forma  de  la  ecuación  del  plano  tangente.  Dividiendo 
la  ecuación  {i)  del  número  anterior  por  ~  ,  y  sustituyendo  por  los 

os 

coeficientes  que  resultan  sus  valores  p  y  q,  tendremos 
p{X  —  x)  +  q  (Y  -  j;  —  (Z  -  ^)  ^  o. 
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13.     Grado  de  la  kcuación  del  plano  tangenie.     Podemos 
escribir  el  plano  tangente  bajo  la  forma 

^x         '     ^y  ^z  \v       -^   ly    ^        ^z 

y  agrupando  los  términos  de  los  diferentes  grados,  será 

/  (.r,  y,  z)  =  u  -1-  «j  -f  «,  + , 

igualdad  en  la  que  u  expresa  la  suma  de  los  términos  de  grado 
w, «,  la  de  los  términos  de  grado  ;«  --i,y  así  sucesivamente. 
Además,  tendremos 

"íx  ^^x'^'^'^'  '"''^'^'■^  '^  ^~^'  '"''Yz'^'^z'^  '" 
Multiplicando  respectivamente  por  x,  y,zy  sumando,  tendremos 

''lx'^>'-^y+'Vz=Vj:r-^''-^J  +  'Yz) 

\     ^x  ^y  ^z  I 

y  en  virtud  de  una  propiedad  conocida  de  las  funciones  homogé- 
neas, será 

=  mu  -\-  (;//  —  l)  íí,  -f- . 


+/ 

•y 

-1- 

+  y 

+ 

1>Z 

u,  --  -  2«d  —  3«3 

Por  lo  tanto,  la  ecuación  del  plano  tangente  es  del  grado  m  —  i 
con  relación  d  las  coordenadas  del  punto  de  contacto, 

14.  Superficies  podares.  Definición.  Sean  O  un  punto  fijo 
y  S  una  superficie  fija.  El  lugar  de  los  pies  de  las  perpendiculares 
bajadas  desde  el  punto  O  á  los  planos  tangentes  á  la  superficie  se 
llama  Jw/¿7y7í:/V/c?¿/¿ir  de  la  superficie  S  con  relación  al  punto  O. 

15.  Superficies  paralelas.  Definición.  Sea  M  un  punto 
cualquiera  de  una  superficie  S  y  MN  la  normal  en  M.  Si  se  toma 
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MN  =  const.,  el  lugar  de  los  puntos  N  será  una  superficie  il  á  la 
que  se  llama  superficie  paralela  á  la  S.  Los  puntos  M  y  N  se  lla- 
man puntos  correspondientes, 

16.  Teorema.  Los  planos  tangentes  en  dos  puntos  correspon- 
dientes de  dos  superficies  paralelas  son  paralelas. 

En  efecto,  sean  ;r,  j/,  z  las  coordenadas  del  punto  M  situado  en 
S  y  x\y\  z'  las  del  punto  correspondiente  N  de  la  superficie  pa- 
ralela, sea  además  /  la  longitud  constante  cuyos  extremos  son  M  y 
N.  Se  tiene 

y  =  ;r  +  /a,      y  =  j/  +  /p,       ^'  =  ^  +  /y 

expresando  a,  p,  y  los  cosenos  directores  de  la  normal  á  S,  y  di- 
ferenciando tendremos 

dx'  =  dx  +  /rfa,       dy  =  dy  +  Idp,       dz'  ==  dz  +  Idy. 

Multiplicando  respectivamente  por  a,  p,  y,  sumando  y  supri- 
miendo la  parte  que  se  anula,  en  virtud  de  la  relación  conocida  de 
los  cosenos  directores  y  su  derivada,  resultará 

oidx'  +  ?dy  -f  ydz'  =  cLdx  -f  ^dy  +  ydz. 

Pero  el  segundo  miembro  es  nulo,  luego  el  primero  también  lo 
será;  luego  la  dirección  dx\  dy\  dz'  situada  en  el  plano  tangente, 
es  normal  á  a,  ¡3,  y. 

17.  Puntos  singulares.     Cuando  en  la  ecuación /(,r,j/,  j8r)  =  o 

y  ^/  ^/  ...... 

se  venfica  que  -•  =  o,  /  ==  o,  ^  =  o,  deja  de  existir  la  ecua- 
ox  oy  oz 

ción  del  plano  tangente.  Los  valores  de  /  y  ^  se  presentan  bajo  la 
forma  indeterminada  - ,  los  puntos  especiales  que  se  hallan  en 

estas  circunstancias  se  llaman  puntos  singulares. 

Las  tangentes  á  las  curvas  que  pasan  por  él  se  hallan  en  un 
cono  cuyo  grado  puede  ser  más  ó  menos  elevado. 

Observación.  Si  M'  y  M"  son  dos  puntos  infinitamente  próxi- 
mos al  M,  el  plano  M'MM*  tenderá  hacia  límites  distintos,  según 
las  circunstancias.  Así,  cuando  M'  y  M"  tienden  hacia  M  de  ma- 
nera que  las  rectas  MM'  y  iMM"  tienden  hacia  dos  tangentes 
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distintas  á  la  superficie,  el  plano  MM'M'  tiende  hacia  el  plano 
tangente,  porque  su  posición  límite  contiene  dos  tangentes  á  la 
superficie.  Pero  si  los  puntos  M'  y  M*  tienden  hacia  M,  siguiendo 
los  dos  una  misma  curva  trazada  en  la  superficie  que  pasa  por  M, 
dicho  plano  tiende  hacia  el  plano  osculador  á  esta  curva  y  no  hacia 
el  plano  tangente  á  la  superficie. 

18.  Posición  de  una  superficie  con  respecto  al  plano  tan- 
gente." Tomemos  en  la  superficie  z=f{x,y)  un  punto  A(¿i,  b,  c), 
ó  sea  c  =-f{a,  ¿),  cuya  proyección  sobre  el  plano  de  las  xy  es  O'. 
Sea  M  un  punto  próximo  al  A,  cuya  proyección  sobre  el  mismo 
plano  es  P. 

Transportemos  paialelamente  los  ejes  al  punto  O',  y  tendremos 
X  =  a  -\-  x\  y  =^  b  ■{-  y\  conservando  z  el  mismo  valor.  Ten- 
dremos 

z=f{a-\-x\  ^+y), 

ó  desarrollando  según  la  fórmula  de  Taylor. 
z=f{a,  b)  +Ar'  '+  qy  +  J-  (nr  *  +  2sxy  +  //*)  + 


La  ordenada  MP  encuentra  al  plano  tangente  en  A,  en  un 
punto  Mi,  cuya  ordenada  M,  P  designaremos  por  jbTj.  Siendo 

Z  —  c  =  p{X  —  a)  +  qiY  —  b) 

la  ecuación  del  plano  tangente  con  relación  á  los  ejes  primitivos,  y 
X=¿i-f,r',  Y=¿+y  las  coordenadas  de 
P,  la  ordenada  z^  del  plano  tangente  será 
z^=^  c  +  px^  +  qy»  Pero  tenemos  que 


[^ 


z  —  z,  =  -  (rx"  -f-  2sxy .+  //*)  + 


Figura  10 


Ó,  pasando  á  coordenadas  polares 

x'  =  f  eos  cp,    y  =  p  sen  ^        se  tendrá 


z  —  z^=^  -\r eos*  ?  +  2j eos 3. sen íp  +  / sen* ?  +  p/3  (*?)-!-.••  •] 


expresando  f^  (íp)  un  polinomio  homogéneo  de  tercer  grado  en 
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eos  ^  y  sen  ^.  Si  el  valor  de  *  no  anula  al  trinomio,  haciendo  á  p 
suficientemeate  pequeño,  la  diferencia  z  —  Si  tendrá  el  mismo 
signo  que  el  trinomio.  Y  razonando  como  en  el  tomo  primero  (pá- 
gina 254)  veremos  que  en  caso  de  ser  rí  —  j*  >  o,  la  superficie  se 
hallará  totalmente  á  un  mismo  lado  del  plano  tangente,  es  convela 
en  este  punto,  como  sucede  en  la  esfera,  el  elipsoide  y  el  hiperbo- 
loide de  dos  hojas,  y  se  dice  que  tiene  curvatura  total  positiva. 
En  el  caso  de  ser  rt  —  j*  <[  o,  podremos  escribir 

fÁi)  =  eos*  cp  {t  tg'  í  +  2^  tg  ^  +  r) 

que  se  anula  para  dos  valores  tg  ^  =  a,  tg  cp  =  >^'.  Y  se  verá  que 
z  —  £r, ,  cuando  tg  f  no  es  igual  á  X  ni  a',  tiene  el  mismo  signo  que 
el  trinomio  para  valores  suficientemente  pequeños  de  p;  y  puesto 
que  este  trinohiio  tiene  signos  distintos  según  que  tg  i»  se  halle  ó 
no  comprendida  entre  dichas  raíces,  z  —  s^  cambiará  de  signo,  al 
pasar  de  una  región  á  la  otra.  La  superficie  atraviesa  al  plano  tan- 
gente en  la  proximidad  del  punto  A. 

La  proyección  de  la  intersección  de  la  superficie  con  el  plano 
tangente,  será  /v  v^v 

o  =  rx'^  +  2sxy  +  //«  +  ....,  y^I^ítf ' 

y  o  =  rx'^  +  2SXy  +  ty*  Figura  11 

la  ecuación  del  haz  de  tangentes,  que  son  reales.  Luego  el  plano 
tangente  corta  á  la  superficie  según  una  curva,  cuyas  dos  tangen- 
tes se  llaman  las  direcciones  asintóticas  en  el  punto  A. 

Un  hiperboloide  de  una  hoja,  un  paraboloide  hiperbólico  (figu- 
ra 1 1)  son  superficies,  cuya  convexidad  se  cambia  en  concavidad 

á  lo  largo  de  las  dos  direcciones  asintó- 
ticas, lo  que  se  expresa  también  diciendo 
que  cambia  el  signo  de  su  curvatura. 

Cuando  rt  —  ^*  =  o,   el  trinomio  es 
un  cuadrado  perfecto 
wg„„,2  /cos*í,(tgí-X)S- 

cuyo  signo  es  constante  para  cualquier  valor  de  cp. 

Para  p  suficientemente  pequeño,  z  —  z^  tiene  el  signo  del  primer 

2 
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término  de  su  desarrollo  que  no  se  anula  para  /^3»  =  Á;  luego  la 
superficie  se  halla  á  un  mismo  lado  del  plano  tangente,  en  todas 
direcciones  alrededor  de  A,  excepto  en  una 
dirección  AD,  cuya  proyección  es  O'E  y  la  di- 
rección opuesta.  Para  estas  direcciones  Opues- 
tas no  se  puede  afirmar  nada,  sin  estudiar  los 
términos  sucesivos  del  desarrollo  de  z  —  xr, , 
í    cuando  se  hace  cp  =  a. 

El  plano  tangente  en  A  corta  á  la  superficie 
según  la  curva  cuya  proyección  es 


O' 

Figura  13 


rx'^  +  2sx'y'  +  /y*  + 


En  el  caso  actual  esta  curva  tiene  en  O'  un  punto  doble  con 
tangentes  coincidentes  con  O'E.  El  plano  tangente  en  A  corta  pues, 
á  la  superficie  según  una  curva  que  tiene  en  A  un  punto  de  retro- 
ceso cuya  tangente  es  AD,  ó  más  generalmente,  un  punto  singular 
en  el  que  dos  ramas  de  la  curva  son  tangentes  entre  sí  y  á  la  recta 
AD.  Las  dos  direcciones  asintóticas  en  A  están  confundidas  con 
esta  recta  AD. 

Por  ejemplo,  siendo  en  una  superficie  cónica  ó  cilindrica  el 
plano  tangente  en  A,  tangente  á  lo  largo  de  la  generatriz  AD  del 
punto  A,  corta  á  la  superficie  según  dos  rectas  confundidas  con  AD. 
Así,  la  cantidad  rt  —  s^  es  nula  en  todos  los  puntos  de  una  super- 
ficie cónica  ó  cilindrica.  Veremos  más  adelante  que  ésta  es  una 
propiedad  característica  de  las  superficies  desarrollables. 

En  un  toro,  el  plano  tangente  perpendicular  al  eje  es  tangente 
á  la  superficie  á  lo  largo  de  una  circunferencia 
C.  En  un  punto  A  (fig.  12)  de  ésta,  la  curvatura 
es  nula.  La  tangente  AB  á  C  es  la  dirección 
asintótica  en  A.  El  círculo  C  y  su  simétrico  res- 
pecto al  ecuador  del  toro  dividen  á  la  superficie 
en  dos  partes.  En  la  opuesta  al  eje  la  curvatura 
es  positiva,  en  la  vuelta  hacia  el  eje  es  negativa- 

19.     Normal.     La  perpendicular  al  plano 
tangente  en  el  punto  M  de  contacto  (fig.  1 5)  se  llama  normal  á  la 


Figura  14 
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superficie.  Para  obtener  su  ecuación,  observaremos  que  una  recta 

X  —  X  X  —y  Z—z 

a  b  c 

que  pasa  por  el  punto  {x^y^  z)  será  perpendicular  al  plano  tangen- 
te, cuando  los  coeficientes  directores  a,  A,  c,  sean  proporcionales  á 

las  derivadas  parciales  -^  ,  -i-  ,    ~  - 
^x     ^y     ^z 

Las  ecuaciones  de  la  normal  serán  pues 
X  —  x_^—y_Z  —  z 

}^X  ^y  IZ  Figuráis 

y  sustituyendo py  q  por  sus  expresiones  conocidas,  las  ecuaciones 
(I)  se  reducirán  á  las  siguientes:  • 

X  —  x  +p  (Z  —  £r)  =  o,         Y  —y  +  ^  (Z  —  jsr)  =  o. 
Las  expresiones  de  los  ángulos  que  forma  con  los  ejes  son 

COSa= -.--^     — r,  C0SP= — _-^=Í-^^^,  COSY=    -    -rr:_-—    -  — 

ÍP'  +  q'  +  l  Íp'  +  q^  +  l  Íp^  +  q'+l 


§  2.**     Superficies  regladas 

20.     Fórmulas  generales.     Consideremos  la  generatriz  G 

x=^az  +  k,         y=zdz  +  k,  (l) 

en  la  que  a,  ¿,  A,  k  son  funciones  continuas  de  un  parámetro  u. 

Cuando  u  varía,  la  generatriz  G  engendra 
^  yB        una  superficie  reglada,  cuyas  generatri- 

/r  /^g^^y        c®s  son  las  rectas  f  i). 
^  y^  — ^  Tracemos  la  tangente  M/  á  la  inter- 

sección C  de  la  superficie  con  un  plano  P 
paralelo  al  de  las  xy  en  el  punto  M  de 
intersección  de  P  con  la  generatriz  AM. 


Figura  16 

Puesto  que  el  plano  tangente  en  M 
debe  contener  las  tangentes  á  todas  las  curvas  que  pasan  por  M 
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en  la  superficie,  contendrá  á  las  dos  rectas  M/  y  MA,  que  determi- 
nan el  plano  /MA,  cuya  trasca  \t'  con  el  plano  de  las  xy  es  paralela 
á  M/,  que  tiene  por  coeficiente  angular 

dy        sdb  +  dk 
dx       zda-^-  dk' 

siendo  m  también  el  coeficiente  angular  de  A/'. 

Cuando  M  se  mueve  á  lo  largo  de  la  generatriz  AM,  u  perma- 
nece constante,  así  como  da^  db^  dh  y  dk,  mientras  que  z  varía 
desde— '^'oo  hasta  4"  ^  •  Además,  m  varía  con  z  siempre  en  el 
mismo  sentido,  tomando  una  sola  vez  todos  los  valores  posibles 
comprendidos  entre  dichos  límites,  puesto  que  no  cambia  de  signo 
al  variar  «,  la  derivada 

dm  dddk  —  dbdh 


dz  {zda  +  dhy  ' 

Cuando  M  describe  la  generatriz  AM,  de  un  extremo  á  otro,  el 
plano  gira  pues,  en  el  mismo  sentido  alrededor  de  AM  y  adquiere 
una  sola  vez  todas  las  posiciones  posibles,  exceptuándose  cuando  m 
sea  independiente  dea?,  lo  que  se  verificará  cuando  dadk  —dbdk=o^ 
en  cuyo  caso  el  plano  tangente  será  el  mismo  en  todos  los  puntos 
de  la  generatriz. 

21.  Clasificación  de  las  superficies  regladas.  Cuando  se 
verifica  la  condición  última,  del  caso  excepcional,  para  todas  las 
generatrices  de  la  superficie  reglada,  es  decir,  que  se  halla  satis- 
fecha para  cualquier  valor  de  «,  se  dice  que  la  superficie  es  des- 
arrollable. 

En  el  caso  contrario,  la  superficie  reglada  se  llama  alabeada. 
Para  las  superficies  desarrollables,  el  plano  tangente  es  el  mismo  á 
lo  largo  de  cada  generatriz;  para  las  superficies  alabeadas,  el  plano 
tangente  varía,  cuando  el  punto  de  contacto  se  mueve  á  lo  largo 
de  la  generatriz.  En  estas  últimas  existen  generatrices  excepciona- 
les para  las  que  se  verifica  la  condición  dadk  —  dbdk  =  o. 

Observación.  El  plano  tangente  corta  á  la  superficie  desarro- 
llable  según  dos  rectas  coincidentes  con  la  generatriz  de  contacto. 
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como  se  verifica  en  los  conos  y  cilindros;  y  en  las  superficies  alabea- 
das, el  plano  tangente  queda  á  distinto  lado  de  la  superficie,  varian- 
do el  sentido  de  la  curvatura,  como  se  verifica  en  el  hiperboloide 
de  una  hoja,  conforme  expresan  las  condiciones  rt  —  j*  =  o 
y  rt  —  í*  <  o  (casos  de  la  curvatura  total  nula  ó  negativa), 

22.  Teorema.  Dos  superficies  regladas  alabeadas^  que  tienen 
una  generatriz  común,  son,  en  general,  tangentes  a  lo  más  en  dos 
puntos  de  dicha  generatriz]  y  si  son  tangentes  en  más  de  dos  puntos, 
se  ajustan,  es  decir,  son  tangentes  á  lo  largo  de  la  generatriz. 

Sean  las  generatrices  de  las  dos  superficies  (fig.  i6) 

x=^az-\'h,y=^bZ'\-k\       x^=a^z  h  A^ ,  j/  =  ¿^  2?  +  >t, ; 

y  supongamos  que  estas  dos  superficies  tengan  una  generatriz 
común  AB.  Los  coeficientes  angulares  de  las  trazas  de  sus  planos 
tangentes  con  el  xy,  en  el  punto  M  de  la  generatriz  común  AM,  son 

_zdb-\^dk  _  zdi^+dk^ 

^ ~  zdaJ^dk  '       ^*  ""  zda,-^dk,  * 

Y  la  condición  de  coincidencia  de  los  dos  planos  tangentes  es 
la  ecuación  de  segundo  grado  que  resulta  de  igualar  estas  dos 
ecuaciones,  cuando  es  w«  =  m^, 

E  emplo.  Para  construir  un  hiperboloide  que  tenga  el  mismo 
plano  tangente  que  la  superficie  en  M,  consideremos 
tres  puntos  A,  B,  C  de  la  generatriz,  la  tangente  A  A'  á 
la  superficie  en  A,  la  BB'  en  B  y  la  CC  en  C;  y  consi- 
deremos también  el  hiperboloide  engendrado  por  una 
recta  móvil  que  se  apoya  en  las  tres  rectas  AA',  BB',  CC. 
Este  hiperboloide  tiene  común  con  la  superficie  la  gene- 
ratriz ABC  y  el  plano  tangente  en  cada  uno  de  los  tres 
puntos  A,  B  y  C;  luego  tiene  el  mismo  plano  tangente 
que  la  superficie  á  lo  largo  de  ABC,  es  el  hiperboloide  tangente. 

Para  obtener  el  plano  tangente  en  M  de  la  superficie,  basta  tra- 
zar el  plano  tangente  al  hiperboloide  en  M,  es  decir,  construir  la 
generatriz  rectilínea  del  hiperboloide  del  segundo  sistema  MM'.  El 
plano  tangente  buscado  será  AMM'. 
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Definición.  Se  dice  que  una  superficie  reglada  tiene  un  plano 
director,  cuando  sus  generatrices  son  paralelas  á  un  mismo  piano, 
que  es  plano  director. 

Teorema.  Si  dos  superficies  regladas  alabeadas^  con  el  mismo 
plano  director^  tienen  una  generatriz  común,  son  tangentes  en  general 
en  un  solo  punto  a  distancia  finita  en  esta  generatriz.  Y  si  son  tan- 
gentes en  más  de  un  punto  a  distancia  finita  en  la  generatriz,  lo  son 
totalmente  a  lo  largo  de  la  generatriz. 

En  efecto,  suponiendo  que  el  plano  director  común  sea  el  de 
las  yzy  las  ecuaciones  de  una  generatriz  de  cada  superficie  serán 
respectivamente 

X  =  h,    y  =  bz-\-  k\         X  =  h^,    y  =  ó^z  +k^; 

y  la  ecuación  de  segundo  grado  arriba  considerada,  se  reduce  á  la 
de  primero 

zdó  4-  dk         zdb,  +  dk^ 


dh 


dk. 


23.  Punto  central.  Línea  de  estricción.  Parámetro  de 
DISTRIBUCIÓN.  Se  llama  punto  central  de  una  generatriz,  en  una 
superficie  reglada,  al  pie  de  la  perpendicular  común  á  esta  genera- 
triz y  á  la  generatriz  infinitamente  ¡x-óxima.  El  lugar  de  los  puntos 
centrales  forma  una  línea  situada  en  la  superficie,  que  se  llama 
linea  de  estricción. 

Para  estudiar  la  distribución  de  los  planos  tangentes  á  lo  largo 
de  una  generatriz,  tomemos  esta  generatriz 
por  eje  Oz,  por  origen  O  el  punto  central  y 
por  eje  de  las  x  la  perpendicular  común  OA  . 
á  la  generatriz  O0  y  á  la  generatriz  infinita- 
mente próxima  AB  (fig.  18). 

Siendo  AB  perpendicular  á  Ox,  su  pro- 
yección AH  sobre  el  plano  xOz  se  expresará 
por  ;r  =  o  y  su  proyección  sobre  el  yOz  por 
y  =  ztgoL,  siendo  a  el  ángulo  de  AB  con  Oz. 
En  estas  ecuaciones,  S  y  a  representan  la  dis- 
tancia de  las  dos  generatrices  infinitamente  próximas  Oz  y  AB,  y  el 


Figura  18 
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ángulo  que  forman,  las  cuales  son  cantidades  infinitamente  peque- 
ñas. Elijamos  el  sentido  de  Oy  de  modo  que  a  y  5  sean  positivas. 
Si  se  corta  la  superficie  por  un  plano  Q,  paralelo  al  de  las  xy, 
encontrará  kOz  y  AB  en  M  y  M'.  El  plano  tangente  en  M  se  halla 
determinado  por  la  generatriz  Oz  y  por  la  tangente  en  M  á  la  curva 
de  intersección.  Esta  tangente  es  la  recta  MM'  porque  M'  se  halla 
infinitamente  próximo   á  M.   La  traza  horizontal  0/   del   plano 

tangente  en  M  es  pues  paralela  á  MM',  siendo  m  =  -   su  coefi- 

X 

ciente  angular.  Pero  hallándose  el  punto  M'  cuyas  coordenadas 
son  X  éy,  en  AB,  éstas  satisfacen  á  las  ecuaciones 

;r  =  5,    y  ==  z  tg  OL        de  donde         m  =  z  -^  . 

6 

$ 

Y  siendo  ayo  infinitamente  pequeñas,  la  relación  : —  tiene  el 

tga 

mismo  límite  que  -.  Si  pues  se  hace  /&  ==  lim  -,  se  tendrá  m  =  -r. 

Este  coeficiente  k  se  llama  parámetro  de  distribución  á  lo  largo 
de  Oz, 

24.  Ángulo  del  plano  tangente  con  el  plano  central. 
Sean  G  y  G'  dos  generatrices  infinitamente 

próximas  de  una  superficie  reglada.  Trace-     -r f        g 

mos  la  perpendicular  o  o'  (fig.  19)  común  á 
G  y  G'.  El  límite  de  las  posiciones  del  pie  o 
es  el  punto  central  y  el  lugar  de  los  puntos 
centrales  la  línea  de  estricción  de  la  superfi- 
cie reglada.  El  plano  de  G  y  de  la  perpendicular  común  00'  es  el 
plano  central  para  la  generatriz  G. 

Tracemos  por  o'  una  paralela  G,  á  G  y  por  un  punto  a  de 
G  tracemos  un  plano  perpendicular  á  esta  recta.  Este  plano  corta 
á  G,  en  el  punto  ^  y  á  G'  en  el  c.  Siendo  G'  una  generatriz  in- 
finitamente próxima  á  G,  el  punto  c  se  halla  infinitamente  pró- 
ximo del  a  y  la  recta  ac  es  la  tangente  en  a  á  la  línea  de  estric- 
ción de  la  superficie  reglada  y  del  plano  que  hemos  trazado  en  a 
perpendicularmente  á  G.  El  plano  de  G  y  de  o^  es  entonces  el 
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be 
plano  tangente  en  a  de  la  superficie  reglada.  Tenemos  ^g  ^  =  ^• 

Y  siendo  ;r  =  oa  y  <j  el  ángulo  de  G  y  G',  tendremos  tg  O  =  -^-, 
fórmula  en  la  que  ab  expresa  la  longitud  de  la  perpendicular  co- 

XÍQc  X 

mún  á  G  y  G',  que  llamaremos  A  y  será  tg  O  =  — ^5" »  ó  tgO  =  - — , 
sustituyendo  el  ángulo  á  la  tangente.  Representando  por  ¿«el  pará- 

X 

metro  de  distribución,  será  tg  O  =  -r  •  ^'^  tangente  del  ángulo  que  el 

k 

plano  tangente  en  un  punto  de  G  forma  con  el  plano  central^  es  pro- 
porcional á  la  distancia  del  punto  que  se  considera  al  punto  central. 

25.  Superficies  alabeadas.  Si  suponemos  que  a  y  5  son 
infinitamente  pequeños  de  igual  orden,  k  es  finito  y  diferente  de 
cero.  El  plano  tangente  M  varía,  cuando  M  describe  la  generatriz; 
la  superficie  es  alabeada.  En  el  punto  central  O,  ;«  =  o,  el  plano 
tangente  se  confunde  con  zOx.  Cuando  M  va  de  O  al  infinito  posi- 
tivo en  Oáf,  z  varía  desde  o  hasta  +00»  é  igualmente  m.  El  plano 
tangente  gira  alrededor  de  Oz  desde  la  posición  xOz  hasta  la  yOz. 
Cuando  M  va  de  O  al  infinito  negativo,  en  Oz,  z  varía  desde  o 
hasta  —  00,  é  igualmente  m.  El  plano  gira  al  rededor  de  Oz  en 
sentido  contrario  desde  xOz  hasta  y  O0. 

26.  Superficies  desarrollables.  Puede  suceder  que  %  sea 
infinitamente  pequeño  de  un  orden  supererior  á  a.  Entonces  el  pa- 
rámetro de  distribución  k  es  igual  á  cero,  y  para  z  diferente  de  cero 
se  tiene  wí  =  00,  cualquiera  que  sea  z.  El  plano  tangente  es  el  mis- 
mo á  lo  largo  de  la  generatriz  Oz.  Si  esto  se  verifica  para  todas  las 
generatrices  de  la  superficie,  esta  es  desarrolladle . 

El  ejemplo  más  sencillo  es  el  del  cono.  Entonces  3  es  rigorosa- 
mente nulo,  porque  las  dos  generatrices  se  encuentran.  Puede 
suceder  que  también  a  sea  infinitamente  pequeño  de  orden  supe- 
rior á  5,  entonces  ¿  =  00  y  ;«  =  o,  para  cualquier  valor  de  z.  El 
plano  tangente  lo  es  todavía  á  lo  largo  de  Oz.  Así,  en  un  cilindro,  a 
es  nulo,  porque  las  generatrices  son  todas  paralelas;  luego  >t  =  00  . 

27.  Superficie  cónica.     Teorema  i.     Todo  plano  tangente  cU 
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cano  pasa  por  el  vertiee,  y  reciprocamente,  toda  superficie  cuyo  plano 
tangente  pasa  por  un  punto  es  un  cono  cuyo  vértice  es  dicho  punto. 
En  efecto,  siendo 


-^  \z  —  c        z—  c  / 


la  ecuación  de  una  superficie  cónica  (t.  I,  pág.  103),  por  depender  las 

funciones é  — ,  la  una  de  la  otra,  su  determinante  es 

z  —  c       z  —  c 

nulo,  es  decir. 


I  X  —  a  y 

-P7:r:rw.  -P 


z-c      "^(z  —  c)*  "^  {z  —  cy 

X  —  a  I  y  —  b 


—  9 


=  o 


^  {z  —  cy  z  —  c      ^  (z  —  c) 

ó  bien  z  —  c  — p{x  —  a)  —  q  {y  —  b)  =  o. 

Esta  ecuación  expresa  que  el  plano  tangente  en  {x,  y,  z)  pasa 
por  (a,  ¿,  c),  y  fácilmente  se  demostrará  el  recíproco. 

Teorema  11.  El  plano  tangente  aJ  cono  es  el  mismo  á  lo  largo 
de  la  genercUriz.  Este  teorema  que  ya  se  ha  demostrado,  se  puede 
demostrar  también  diferenciando  la  ecuación  de  las  superficies  có- 
nicas respecto  k  x  ky.  Hagamos 

}iz  ^e  X  —  a  y  —  b 

y  resultara  -^  I p ^  I ^  p r-  =  o. 

X  —  a      y  —  b 
Se  ve  que  p  es  función  de  —  —  y ,  lo  mismo  se  verá 

Z  ~~~~  C  Z  "^~"  c 

respecto  á  y;  y  en  virtud  de 

z  —  c  —p  {x  —  a)  —  q{y  —  b)  =  o, 

lo  mismo  sucede  respecto  á  z — px  —  qy.  Los  tres  coeficientes 
p,q,z  — px  —  qy  del  plano  tangente 

Z  —  z  —p  (X  —  ;r)  —  í  (Y  —y)  =  o 
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son  funciones  de  dichas  fracciones,  que  son  las  mismas  á  lo  largo 
de  una  generatriz. 

Para  las  superficies  cilindricas  enunciaremos: 

Teorema  i.  Todo  plano  tangente  a  un  cilindro  contiene  á  la 
generatriz  del  punto  de  contacto. 

Teorema  ii.  Si  el  plano  tangente  a  una  superficie  permanece 
paralelo  a  una  recta  fija,  esta  superficie  es  cilindrica, 

28.  Conos  y  cilindros  circunscritos.  Definición.  Se  dice 
que  dos  superficies  se  hallan  circunscritas  entre  sí  según  una  curva 
común,  llamada  curva  de  contacto,  cuando  tienen  el  mismo  plano 
tangente  en  todos  los  puntos  de  esta  curva. 

Problema  i.  Ti  azar  por  un  punto  dado  un  plano  tangente  á  la 
superficie 

f{x,y,z)  =  0.  (I) 

Este  problema  es,  en  general,  indeterminado,  existiendo  una 
infinidad  de  planos  que  satisfacen  al  enunciado.  Sea 

la  ecuación  de  un  plano  tangente  á  la  superficie  (i);  y  puesto  que 
pasa  por  un  punto  (a,  b,  c),  tendremos 

c  —  z=  p  {a  —  X)  +  q  {b  —y).  (2) 

Las  ecuaciones  (i)  y  (2)  dan  las  coordenadas  x,  y,  z  de  los 
puntos  de  contacto  posibles.  Así  pues, 

Las  ecuaciones  {i)  y  {2)  son  las  de  la  curva  de  contacto  del  cono 
circunscrito  á  la  superficie  represéntenla  por  la  ecuación  f=o  y  cuyo 
vértice  es  (a,  b,  c). 

En  efecto,  la  ecuación  (2)  expresa  que  el  plano  tangente  á  la 
superficie  en  (x,  y,  z\  pasa  por  (a,  ¿,  c)\  y  lo  mismo  sucederá  á  una 
superficie  cónica  cuyo  vértice  sea  (a,  ¿,  c)y  cuya  directriz  es  el  lugar 
de  los  puntos  ix,y,  z),  representado  por  las  ecuaciones  (i)  y  (2),  es 
decir,  que  el  cono  cuyo  vértice  es  (a,  b,  c)  y  cuya  directriz  es  la 
curva  (i)  y  (2)  se  halla  circunscrito  á  la  superficie. 

29.  Polar  de  un  punto.  Teorema.  Si  desde  un  punto  dado 
como  vértice,  se  circunscribe  un  cono  á  una  superficie  algebraica  de 
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grafio  m,  la  curva  de  contacto  se  hallará  en  una  superficie  de  orden 
m  —  I,  pues  siendo  /=  o  de  grado  m,  la  ecuación  (2),  es  algebraica 
de  grado  m  —\,  Dicha  superficie  de  orden  m  —  i  se  llama  \sí polar 
del  punto  (a,  ¿,  c)  con  relación  á  la  superficie  (i). 

Obset vacian.  La  teoría  de  las  superficies  polares  es  análoga  á 
la  de  las  curvas  polares  de  la  geometría  plana. 

Problema  11.  Hallar  la  ecuación  del  cono  circunscrito  a  una 
superficie  dada  por  la  ecuación  f  (x,  y,  z)  =  o,  cuyo  vértice  es  el 
punto  (a,  b,  c). 

Hagamos  pasar  por  el  vértice  (a,  b,  c)  la  recta 

X  —  a        V  —  b        z  —  c 

— ^  =  _— =  f  (a>  +  p.  +  ^.=  i) 

Las  generatrices  del  cono  son  tangentes  á  la  superficie /=  o; 
porque  hallándose  contenidas  en  el  plano  tangente  común  á  las  dos 
superficies,  son  tangentes  á  ambas. 

Para  expresar  que  la  recta  (i)  encuentra  á  la  superficie  en  dos 
puntos  coincidentes,  formemos  la  ecuación  en  c 

f(a  +  ap,  A  +  P?,  ^  +  TP)  =  o, 

y  expresemos  que  tiene  dos  raíces  iguales,  eliminando  o  entre  esta 
ecuación  y  su  derivada 

^  ^b         ^   ^c 

Obtendremos  una  ecuación  de  la  forma    ^  (a,  fi,  y)  =  o        (2). 
Eliminando  a,  p,  \  entre  (1)  y  (2),  se  tendrá  el  lugar  buscado, 
es  decir,  el  cono  circunscrito. 

Ejemplo,     Sea  la  superficie  /=  ^.a^-XiXj  =  o.  Se  tiene 

/(«  +  «?....)  =  f*cp+f(a^^-í-?|  +  rf  )+/(«.*.  í)=0, 

expresando  ^  los  términos  de  segundo  grado  en  /(a,  p,  y).  La  con- 
dición de  tener  raíces  iguales  es 
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Por  ser  homogénea,  eliminaremos  fácilmente  a,  P,  y,  y  tendremos 

Problema  iii.  Trazar  por  una  recta  dada  un  plano  tangente  á 
una  superficie  dada. 

La  ecuación  de  un  plano  tangente  á  la  superficie  /=  o  es 

lix  Jy  3*  y 

Si  J^oi  ^01  '•>  'o  y  X\>  y\>  ^1.  A  son  las  coordenadas  de  dos 
puntos  de  la  recta,  se  tendrá 

3/  3/  3/  3/ 

3/    ,         3/  3/  3/ 

Estas  dos  ecuaciones  con  la  de  la  superficie  determinarán  los 
puntos  de  contacto,  cuyo  número  es  m{m —  i)*  si  la  superficie  es 
algebraica  de  grado  w,  y  se  obtendrán  en  la  intersección  de  las 
curvas  de  contacto  conos  circunscritos  cuyos  vértices  serán  (^ojJ'oj^o) 

y  (^,,;',,^i). 

Definición.  Se  llama  clase  de  una  superficie  al  número  de  pla- 
nos tangentes  que  se  le  pueden  trazar  por  una  recta.  Si  la  superfi- 
cie es  de  orden  m,  la  clase  será  lo  más  m{m  —  i)*. 

Problema  iv.  Trazar  por  un  punto  dado  una  normal  á  una 
superficie  dada. 

Sea  la  ecuación  de  la  superficie 

/(;r,  j/,  z)  =  o.  (I) 

Las  ecuaciones  de  la  normal  serán 

X  — ;r  _  Y  —y  _  Z  —  z 

~fr~'~~7r~  ~T.~' 
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Si  expresamos  que  pasa  esta  normal  por  el  punto  (a,  p,  y), 
tendremos 

/i         ~        /.        ~        /a        •  ^'^ 

Estas  ecuaciones  con  la  (i)  determinarán  el  punto  {x,y^  z)  de 

la  normal  en  la  superficie.  Las  ecuaciones  (i)  y  (2)  son  de  grado  m, 

darán  pues  ni^  soluciones.  Pero  algunas  son  extrañas.  En  efecto, 

si  (*,  P,  y)  ^s*^  ®^  ®^  origen,  las  ecuaciones  (2)  se  reducirán  á 

X       y        z 

7^  =  ^  =  -^ ;  pero  puede  escribirse 

J\         Jt         Jz 

fi^^y.  o)  +  zfÁx.y,  o)  4- =  0. 

Y  estas  dos  últimas  ecuaciones  quedarán  satisfechas  haciendo 

jBr  =  o,    f{x,y,o)  =  o,    /s  =  o. 

Las  iff(i»  —  i)  soluciones  de  estas  ecuaciones  son  extrañas  á 
la  cuestión  (*),  luego:  Por  un  punto  dado  no  se  pueden  trazar  más 
que  w?  —  m'  4-  ni  normales  d  una  superficie  de  grado  m. 


§  4.®     Envolvente  de  una  familia  de  curvas  en  el  espacio 

30.  Condición  para  la  existencia  de  una  envolvente.  Sea 
una  curva  definida  en  el  espacio  por  las  ecuaciones  dependientes 
del  parámetro  a 

f{x,  y,  z,  a)  =  o,       cp  (;r,  ^,  £r,  a)  =  o.  ( l) 

Cuando  se  hace  variar  á  a  de  una  manera  continua,  la  curva 
C  mueve  de  una  manera  continua.  Vamos  á  hallar  las  condiciones 
para  que  exista  una  curva  á  la  que  sean  tangentes  todas  las 
curvas  C. 

Supongamos  que  exista  la  envolvente  E,  y  sea  M  (;r,  y,  z)  un 
punto  de  contacto  de  una  curva  C  con  la  envolvente.  Las  coorde- 
nadas de  un  punto  cualquiera  de  C  son  funciones  de  un  parámetro 


(*)    o.  Terqaem.  Joumal  de  IaouüüU,  1.-  tarie,  I.  IV. 
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u  que  verifica  idénticamente  á  las  dos  ecuaciones  (i),  en  las  que  a 
tiene  un  valor  constante  dado.  Cuando  u  varia,  las  funciones 
/  («^í  y^  ^»  a)  y  íp  (^»  y  y  ^»  »)  permanecen  nulas,  y  por  tanto,  sus 
diferenciales.  Tendremos  pues 

Estas  ecuaciones  definen  las  proyecciones  dxy  dy,  dz  de  un  ele- 
mento infinitesimal  MM'  de  la  curva  C  (fig.  20)  y  dan  valores  deter- 

dy     dz 
minados  ^^  -^ ,  -.-  ,  mientras  que  no  sea 

'bx  '  Ix        'by  '  2y        Iz  '  Iz 
Si  estas  condiciones  se  verifican,  el  punto  es  singular. 
En  el  caso  de  no  ser  M  un  punto  singular^  se  tendrá 

X—x        Y—yZ  —  z 
dx  dy  dz      ' 

Para  obtener  las  proyecciones  d^  x,  d^y,  rf,  z  de  un  elemento 
de  arco  infinitamente  pequeño  MM,  de  la  envolvente  E,  observare- 
mos que  á  lo  largo  de  la  envolvente,  las  coordenadas  Xy  y  y  z  de  uno 
de  sus  puntos,  son  funciones  de  a,  porque  para  cada  valor  de  a 
existe,  en  la  envolvente,  un  punto  de  contacto  con  la  envuelta  C 
correspondiente.  Sean  -^^  =  -f  i  (*)»  y  =  'fs  (*)'  ^  =  'h  (*)• 
Estas  funciones  de  a  verifican  idénticamente  á  las  dos  ecuaciones 

j     (^,7,    JET,     a)     =     o,  ^     (Xyyy     Zy     ^)     =     O. 

Permaneciendo  nulos  los  dos  miembros  de  estas  ecuaciones 
cuando  varia  a,  sus  diferencíales  son  nulas.  Se  tien'e  pues,  expre- 
sando por  rf,r,  d^yy  ¿lirias  diferenciales  ÚQZyyyX  consideradas 
como  funciones  de  a, 

(3) 

-  -^-  d,x  4-  -.-  d,y  -{-  -^  d,z  +    -^"  ^^  =  o.  1 
Ix  ly  c^jsr  ^a  ) 


PROPIEDADES    DESCRIPTIVAS    DE    LAS    SUPERFICIES  3 1 

Las  proyecciones  del  elemento  de  arco  infinitamente  pequeño 
MM,  verifican  estas  dos  relaciones.  Las  ecuaciones  de  la  tangente 
en  M  á  la  envolvente  E  son 


d,x  dj  d^z 

Para  que  esta  tangente  coincida  con  la  de  la  curva  C,  es  nece- 
sario y  suficiente  que  se  tenga 

d,x  ^  dj  _diS  _^ 
dx         dy         dz 

Podemos,  mediante  estas  relaciones,  eliminar  xd^.yd^,  zd^  en  (3) 
y  resultará 

Pero,  según  las  relaciones  (2)  estas  ecuaciones  se  reducen  á 

-^  =  o,         — L  ==  o; 

da  da 

luego,  si  las  curvas  C  tienen  una  envolvente,  las  coordenadas  x,y,z 
de  un  punto  de  esta  envolvente,  consideradas  como  funciones  de  a, 
deben  satisfacer  á  las  cuatro  ecuaciones  simultáneas 

f{x,y,  z,  a)  =  o,         cp  {X,  y,  z\  a)  =  o,  | 

y  dcp  (4) 

-^  =  o,  _I_  =  o.  \ 

da  da  j 

Es  necesario,  por  consiguiente,  que  los  valores  de  x,  y,  z  en 
función  de  a  sacados  de  las  tres  primeras  ecuaciones  (4)  satisfagan 
idénticamente  á  la  cuarta.  Si  esta  condición  no  queda  satisfecha, 
no  hay  envolvente.  • 

Si  queda  satisfecha,  sean 

^  =+,(*)»         J'=+a(a),  ^=4'3W  (5) 
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los  valores  de  x,  y,  z  en  función  de  a  sacados  de  (4).  La  curva  de- 
finida por  las  ecuaciones  (5)  es,  ó  bien  la  envolvente  de  las  curvas 
C,  ó  bien  el  lugar  de  los  puntos  singulares  de  estas  curvas  En 
efecto,  llamando  d^x^  rf^,  d^z  las  diferenciales  de  las  funciones  ;r, 
7,  jBT  de  a  definidas  por  las  relaciones  (5),  estas  funciones  hacen 
idénticamente  nulas  á  las  expresiones  f{x,  j/,  z,  ol)  y  cp  {x,  y,  z,  a). 
Por  consiguiente  hacen  idénticamente  nulas  á  sus  diferenciales,  y 
se  obtiene 

Pero  los  valores  (5)  de  ;r,  ^,  z  anulan  por  hipótesis  á  —  y  — ; 
luego  será 

d  V      d  z 
Estas  relaciones  determinan  las  relaciones  -t~  y  -r—  si  las  de- 

d^x     d^x 

rivadas  parciales  ^, no  son  proporcionales  á  las  ^, es 

úX  ex 

decir,  si  el  punto  considerado  no  es  un  punto  singular  de  la  curva 

C.  Por  ser  estas  relaciones  idénticas  á  las  (2),  se  ve  que  la  curva 

(5)  es  tangente  á  la  curva  C,  con  la  condición  dft  que  el  punto 

'"  considerado  no  sea  singular. 

Aplicación  á  la  recta.     Para  que  las  rectas 

|||  X  =  az-\-  hy      y  ^=^bz  -Y  k 

\  en  las  que  a,  b,  c  son  funciones  del  parámetro  a,  tengan  una  en- 

volvente es  necesario  y  suficiente  que 

dadk  —  dbdh  =  o. 
Esto  resulta  de  considerar  el  sistema  de  ecuaciones  de  la  recta 
y  de  sus  derivadas  respecto  á  a 

da        dh  _  db         dik^  _ 

drL         d^  ^  dd         dd  ^ 
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dh  dk 

obteniéndose  ár  = 7-1      ^  = rr, 

da  db 

que  deben  ser  idénticas  para  que  las  rectas  dadas  tengan  envol- 
ventes, ó  formen  una  superficie  desarrollable.  En  este  caso,  las 
coordenadas  de  un  punto  de  la  envolvente  quedan  definidas  por 

dh  dk 

z^-  —  =  -—,      x  =  az  +  h,      y  =  bz^k. 

Esta  envolvente  se  llama  arista  de  retroceso  de  la  superficie  des- 
arrolladle. 

Tenemos  pues,  nuevamente,  que: 

Si  leu  rectas  móviles  no  tienen  envolvente,  engendran  una  super- 
ñcie  alabeada;  y  si  tienen  una  envolvente,  engendrarán  una  superficie 
desarrollable,  siendo  envolvente  de  ésta  la  arista  de  retroceso. 

Teorema.  El  plano  tangente  á  una  superficie  desarrollable  coin- 
cide con  el  plano  osculador  de  la  arista  de  retroceso. 

En  efecto,  cuando  el  punto  M  representado  por 

describe  la  arista  de  retroceso,  la  tangente  M/  en- 
gendra la  superficie  desarrollable;  y  el  plano  tan- 
gente á  la  superficie  desarrollable  en  un  punto 
cualquiera  M,  de  la  generatriz  M,/  es  el  mismo  ^  ^j  ^^^21 
para  cualquier  posición  del  punto  M, ,  y  coincide 
con  el  plano  osculador  en  M  á  la  arista  de  retroceso.  Para  deter- 
minarlo, observaremos  primeramente  que  un  plano  tangente  á  una 
superficie  se  determina  por  las  tangentes  á  dos  curvas  trazadas  en 
ésta  por  el  punto  M.  Desde  luego  vemos  que  M,  pasa  por  la  genera- 
triz M,M;  luego  el  plano  tangente  en  M,  contiene  á  esta  generatriz. 
En  cuanto  á  la  segunda  curva  Cj  que  pasa  por  M,,  vemos  que 
al  describir  M,  esta  curva,  la  longitud  MM,  de  la  tangente  ala 
arista  de  retroceso  varía  en  función  del  parámetro  u  que  fija  la  po- 
sición del  punto  M,  siendo  las  ecuaciones  de  la  tangente  MM, , 

X  —x  _  Y— ^  _Z   -z 

r(u)  -'  ^'(u)  -  'Y(u) ' 


34  LIBRO     I.** — CAPÍTULO    11 

y  por  hallarse  el  punto  M,  {x^,  _>/, ,  z^)  en  esta  recta,  tenemos 
x^  —  X        y,  —y        z,  — 


f{u)  cp'(«)  ^Y(u) 


=  P» 


y  puesto  que  x^=f{u)y  y=z:^(u)^  5  =  •{/(«),  las  coordenadas  de 
Mi  serán 

En  estas  expresiones  debe  considerarse  á  p  como  una  función 
de  ti  tal,  que  cuando  u  varía,  el  punto  M,  describe  la  curva  C, . 
Esto  sentado,  el  plano  tangente  á  la  superficie  desarrollable  en  M, 
contiene  á  la  generatriz  MM^ ,  y  pasa,  en  virtud  de  lo  dicho,  por  el 
punto  M,  siendo  su  ecuación  de  la  forma  ^ 

A  (X  —  ;r)  +•  B  (Y  —y)  -h  C  (Z  —  5)  =  o.  (i) 

Y  si  expresamos  que  contiene  á  la  recta  MM, ,  tangente  á  la 
arista  de  retroceso,  tendremos 

A/  («)  +  B  í'  («)  +  Cy  («)  =  o.  (2) 

Es  necesario  que  contenga  también  á  la  tangente  M,/j  de  la 
curva  C^.  Pero,  según  las  expresiones  de  las  coordenadas  del 
punto  M, ,  los  cosenos  directores  de  esta  tangente  M,/,  son  pro- 
porcionales á  las  diferenciales  dx^^  dy^^  dz^\  luego 

dx,=f'{u)\du  +  d9\  +  ;,f  {u)du,     dy,=o\u)\du  +  d^]^  ^if'\u)du, 

dz,  =  +'(«)  \du  -i-  rfp]  -h  pK(«) du\ 

y  debe  pues,  verificarse  que 

Adx^  -|-  Brfvi  Cdz^  —=  o. 

Sustituyendo  los  valores  de  las  diferenciales,  y  en  virtud  de  (2), 
se  anula  el  coeficiente  de  du  -\-  rfp,  y  queda 

A/'(«)  +  Bí"(«)  +  Cr(«)  =  o.  (3) 

Las  condiciones  (2)  y  (3)  determinan  los  coeficientes  A,  B,  C 
del  plano  tangente  (i),  que  son  las  ecuaciones  del  plano  osculador 
en  M  d  la  arista  de  retroceso. 
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31.  Consideraciones  geométricas.  Una  serie  continua  de 
planos  engendra  una  superficie  tangente  á  todos  estos  planos  y 
desarroliabie  en  un  piano. 

En  efecto,  los  pianos  E,,  Eg  se  cortan  en  una  recta  ^,,  los  E¿ 
y  Ej  en  otra  recta  gt,  y  así  sucesivamente.  La  superficie  puede 
también  engendrarse  por  la  serie  de  rectas 
^1 »  ^í » • .  •  1  de  manera  que  se  corten  cada  dos 
rectas  consecutivas.  Así,  ^,  es  la  intersección 
de  E,  y  E„  g^  la  de  E,  y  Eg,  etc.  Y  puesto  que 
los  elementos  lineales  de  la  superficie  que  unen 
un  punto  de^i  á  otro  infinitamente  próximo  de 
g.2  se  hallan  en  Ej,  este  es  un  plano  tangente  á 
la  superficie,  lo  mismo  que  el  E^,  etc.  Todos 
estos  planos  tangentes  á  lo  largo  de  cada  recta, 
al  girar  respectivamente,  el  Ei  alrededor  de  ^,, 
el  E3  alrededor  de  ^g, . . .  podrán  colocarse  en 
un  mismo  plano. 

Las  generatrices  de  la  superficie  son  tangentes  á  la  arista  de 
retroceso.  Ert  cada  piano  del  sistema  se  hallan  tres  puntos  conse- 
cutivos de  la  arista  de  retroceso,  por  ejemplo,  en  E,  los  puntos 
P,  P,  y  P,.  Así  pues,  los  planos  tangentes  á  la  superficie  son  los 
planos  osculadores  de  la  arista  de  retroceso.  ^ 

Recíprocamente,  las  tangentes  de  una  curva  alabeada  cualquie- 
ra son  las  generatrices  de  una  superficie  desarroliabie  y  los  planos 
osculadores  de  la  curva  son  tangentes  á  dicha  superficie,  ó  la 
envuelven.  La  superficie  es,  por  tanto,  la  envolvente  del  plano  oscu- 
lador,  quedando  dividida  en  dos  partes  cada  generatriz  en  el  punto 
de  contacto  por  la  arista  de  retroceso,  cada  una  de  las  cuales 
engendra  una  de  las  dos  hojas  de  la  superficie,  que  son  tangentes 
en  la  arista  de  retroceso. 

Podemos  concluir  brevemente  que:  Una  superficie  desarroliabie 
puede  aplicarse  exactamente  sobre  un  plano,  pues  si  consideramos 

la  arista  de  retroceso  como  un  polígono  ABC (fig.  23)  de  un 

número  infinitamente  grande  de  lados  infinitamente  pequeños,  las 
tangentes  sucesivas  serán  las  prolongaciones  de  los  lados  del  poli- 
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gono.  Una  primera  tangente  es  ABB',  la  segunda  BCC,  etc.  Las 
tangentes  definen  una  superficie  poliedral  formada  por  los  ángu- 
los B'BC,  C'CD',  ,  y  cuyo  limite  es  la  superficie  desarro- 

llable,  cuando  el  polígono  ABC se  reduce  á  una 

curva. 

Haciendo  girar  el  plano  de  la  primera  cara  alre- 
dedor de  BCC,  hasta  que  se  halle  en  la  prolongación 
^      de  la  segunda,  y  así  sucesivarftente,  se  habrá  efec- 
Figura  23         tuado  el  dcsarrollo  de  la  superficie  en  el  plano. 

§  4.°     Superficies  envolventes 

32.     Definición.     Sea  /('^,  J'»  z,  a)  =  o  (l) 

una  ecuación  de  tres  variables  con  un  parámetro  variable  a.  Al  va- 
riar a,  se  obtendrá  una  serie  de  superficies  que  forman  una.  fami/ia. 

Supongamos  que  se  da  á  a  un  incremento  rfa;  tendremos  otra 

superficie  fi^yj^^  z^  ol  -\-  da.)  =  o  (2) 

que  cortará  á  la  primera  según  una  curva,  que  para  d'X  =  o  adqui- 
rirá una  forma  límite  llamada  característica.  Las  ecuaciones  de  la 

característica  son  (i)  y  (2)  ó  (i)  y  -li-  =  o.  (3) 

Si  se  elimina  a  entre  /  =  o  y  —  =  o,  se  obtendrá  el  lugar  de 

las  características  ó  la  envolvente  úq  la  superficie  (i).  La  envolvente 
puede  representarse  también  por  las  dos  ecuaciones  simultáneas 
(i)  y  (3)  á  condición  de  considerar  a  como  función  de  x,  y,  xr,  dedu- 
cida de  una  de  las  dos  ecuaciones. 

Teorema.  Las  superficies  de  la  familia  (i)  son  tangentes  á  la 
envolvente  á  lo  largo  de  una  misma  característica. 

En  efecto,  /  (;r,  y,  z,  a)  =  o  representa  á  voluntad  una  envol- 
vente ó  una  envuelta,  según  que  se  considere  á  a  como  una  cons- 
tante ó  como  una  función  de  x,  y,  z  deducida  de 
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Vamos  ahora  á  demostrar  que   -  y  -r-ó py  q  son  las  mismas 

para  la  envolvente  y  para  la  envuelta.  Para  ello  calcularemos  estos 
valores; 

Diferenciemos /=  o  con  relación  á  x  y  tendremos: 

Tix 


ecuación  de  la  que  se  deduce/,  y  derivando  con  relación  ky  se 
obtendrá  la.  ecuación  análoga  por  la  que  deduce  q.  Pero  —  es  nula, 

porque  la  ecuación  _  ==  o  sirve  de  definición  á  a;  y  la  ecuación  (i) 

se  reduce  á  ----  +  -—  /  =  o,  resultado  que  se  habría  obtenido 
'bx         iz  ^  ^ 

considerando  á  a  como  constante;  y  lo  mismo  se  habría  llegado  á 

sy    .    V  ,  ':íz       iz        ^        . 

-^ — I — ^  ^  =  o;  luego  —  y  -  -  son  las  mismas  para  la  envolven- 
'íy         Iz  dx       cy 

te  y  la  envuelta  á  lo  largo  de  una  característica,  sus  planos  tangen- 
tes son  pues  los  mismos,  y  dichas  superficies  se  hallan  circunscrita 
la  una  á  la  otra. 

Recíprocamente  Si  una  superficie  móvil  f  (x,  y,  z,  a)  =  o  se 
halla  siempre  circunscrita  á  otra  fíja  F  =  o,  ésta  es  su  envolvente. 

En  efecto,  toda  superficie  fija  F  =  o  puede  representarse  por 
la  ecuación  y  {x^  y,  5,  9)  =  o,  siempre  que  tp  se  halle  determinada 
por  la  identidad  /  {x,  y,  z,  ^)  =  F. 

Resolvamos  estas  dos  ecuaciones,  la  una  con  relación  á  a  y  la 
otra  con  relación  á  íp.  Los  valores  de  a  y  de  :p  serán  idénticos,  y  se 
tendrá  a  ==  qp.  Las  fórmulas 

y  (X,  y,  JBT,  a)  =  o  (5)  y         f  {x,  y,  z,  ^)  =  o  (6) 

no  podrán  verificarse  simultáneamente,  más  que  siendo  ^  =r  a. 
Esto  sentado,  calculemos/  en  la  superficie  (6)  y  tendremos 

'^  ~^  iz^  '^  l^Klx'^   Iz  ^)~  ^V 


38  LIBRO   I.° — CAPÍTULO  II 

La     -  de  la  superficie  (5)  esta  dada  por  la  ecuación 
bx 

p  =  o. 

ix    ^    iz  ^ 

Para  que  los  valores  de  p  sacados  de  estas  ecuaciones  sean 
iguales,  es  necesario  que 


^(^  +  11^)=.  o. 

^  \ix  '  iz  ^ / 


Igualmente,  para  que  los  valores  de  q  sean  iguales,  es  necesa- 
rio que 


Pero  las  cantidades 

Ix         Iz  *^       Ix     ^     by  '^  bz  ^        ly 

no  pueden  anularse  á  la  vez  sin  que  rf^  sea  nula  ó  *  una  constante, 
en  cuyo  caso  la  superficie  F  =  o  se  confundiría  con  una  de  las 

envueltas;  luego  es  necesario  que  se  tenga  —  =0,  para  cada  pun- 
to en  el  que  es  tangente  la  superficie  F  =  o  á  una  de  las  superfi- 
cies de  la  familia,  es  decir,  en  cada  punto  de  F  =  o;  luego  f  se 
determina  por  medio  de  la  misma  ecuación  que  la  envolvente  pro- 
piamente dicha  de  las  superficies  de  la  familia  considerada. 

33.  Teorema.  Todas  las  características  son  tangentes  á  una 
misma  curva  real  ó  imaginaria. 

Desde  luego  podemos  ver  que  dos  características  sucesivas  se 
encuentran,  cuando  se  prescinde  de  los  términos  de  segundo  or- 
den, pues  siendo 

/  (a  +  ¿/a)  =  o         y        /'  (a  +  rfa)  =  o 

ó  y  (^)  +/'(a)da  =  o,      /'(a)  -h/-'(a)rfa  =  o, 

la  primera  de  estas  ecuaciones  es  una  combinación  de  las  ecua- 
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ciones  f{x,  j/,  jsr,  a)  =  o  y  ^  =/'  (a)  =  o,   lo   que  conduce  á 

/'(«)  =  o. 

Por  otra  parte,  las  ecuaciones  de  las  dos  caracteríscas  son 

m  =  0.   /'(a)  =  0,   y(a)+/(a)rfa  =  0,   /'(«) +y'(a)rfa  =  o, 

que  se  reducen  á 

y(«)  =  o,      /'(«)  =  o.      y'(a)  =  o. 

La  curva  obtenida  eliminando  a,  es  decir,  el  lugar  de  los  puntos 
de  intersección  de  dos  características  próximas,  es  la  arista  de  re- 
troceso de  la  envolvente;  y  á  esta  curva  es  tangente  cada  una  de  las 
características,  pues  /  =  o  y  /'  =  o  representarán  á  voluntad 
una  característica  ó  la  envolvente,  según  que  a  sea  constante  ó  se 
determine  por  medio  de  /"  =  o. 

Diferenciando  /=  o  y  /'  =  o  respecto  á  jet,  tendremos,  supo- 
niendo á  a  variable, 

f^  +  Mly+^X..^ =, 

Las  derivadas  x^  é  jl  áe  x  é  j^,  respecto  á  ¿r,  tendrán  los  mismos 
valores  en  el  punto  común  de  la  característica  y  la  arista  de  retro- 
ceso, porque  J-  y  J-  ó /*{(£)  y /"(a)  son  nulas  en  cada  uno  de  di- 
chos  puntos;  y  para  obtener  la  x'  y  la  y  de  la  característica  será 
preciso  suponer  que  sean  nulos  los  coeficientes  de  -^  y   -^ ,  lo  que 

conduce  al  mismo  resultado.  Los  coeficientes  directores  de  las  tan- 
gentes en  los  puntos  comunes  á  las  dos  curvas  son  ¡guales;  por 
consiguiente  estas  curvas  son  tangentes. 

34.  Teorema.  La  arista  de  retroceso  es  el  lugar  de  las  intei  - 
secciones  sucesivas  de  tres  superficies  próximas  de  la  familia. 

En  efecto,  las  ecuacianes  de  las  tres  superficies  próximas  son 

y(a)  =  o,      /(a  +  A)  =  o,      /(a  +  >fe)  =  o 
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ó  y(«)  =  o,  y(a)  +  */'(«)  +  ...  =  o,  y(a)  +  >&/•(«)  +  ...  =  o, 

que  equivalen  á 

Estas  ecuaciones  determinan  un  punto  de  la  arista  de  retroceso. 
Ejemplo  i.°     Envolvente  de  un  plano  móvil  con  un  parámetro. 

Sea  hx  +  Bj/  -j-  C^  +  D  =  o  (i) 

la  ecuación  de  un  plano  móvil,  cuyos  coeficientes  A,  B,  C,  D  son 
funciones  de  un  parámetro  a. 

Primeramente  obtendremos  la  característica  según  la  que  este 
plano  es  tangente  á  su  envolvente,  adjuntando  á  la  ecuación  (i)  la 
que  se  obtiene  derivando  esta  con  relación  á  a, 

Mx  -f-  B>  +  Cz  +  D'  =  o.  (2) 

La  característica  es  por  tanto  una  recta^  y  la  envolvente  será 
una  superficie  reglada,  que  será  desarrollable,  porque  al  ser  tan- 
gente el  plano  móvil  á  su  envolvente  á  lo  largo  de  la  característica, 
el  plano  tangente  á  la  superficie  reglada  es  el  mismo  á  lo  largo  de 
la  generatriz.  Además  las  características  (generatrices  rectilíneas  de 
las  superficies)  tienen  una  envolvente  Á,  cuyos  puntos  se  hallan  de- 
finidos por  las  ecuaciones 

A,tr  +  B/  +  Car  +  D  =  o,     Mx  +  B>  -\-  Cz  +  D'  =  o, 

\''x  +  B>  4-  Cz  +  D'  ^  o,  (3) 

que  determinan  k  x,  y,  z  en  función  de  a,  y  cuando  varia  a,  el 
punto  así  definido,  describe  la  envolvente  de  las  generatrices  de  la 
superficie  desarrollable,  es  decir,  la  arista  de  retroceso  de  la  su- 
perficie. 

Hemos  visto  que  el  plano  tangente  á  una  superficie  desarrolla- 
ble  es  el  plano  osculador  á  la  arista  de  retroceso  definida  por  las 
tres  ecuaciones  (3),  de  manera  que  un  plano  móvil,  con  un  pará- 
metro, envuelve  una  superficie  desarrollable,  siendo  osculador  á  la 
arista  de  retroceso  de  la  superficie. 

Recíprocamente,  toda  superficie  desarrollable  puede  considerarse 
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como  envolvente  de  un  plano  móvil  de  un  parámetro,  puesto  que 
es  la  envolvente  de  su  plano  tangente,  es  decir,  del  plano  osculador 
de  su  arista  de  retroceso. 

Problema  2.**  Hallar  la  envolvente  de  una  esjera  de  radio  cons- 
tante  R,  cuyo  centro  describe  una  curva  dada^  es  decir,  hallar  una 
superficie  canal. 

Expresando  a,  p,  y  las  coordenadas  de  un 
punto  de  esta  curva,  la  ecuación  de  la  super- 
ficie será 


(.r  -  a)«  +  {y-^r  +  (r  -  it  =  R*, 

,   ,  .  Figura  !24 

a  la  que  uniremos 

expresando  a',  p',  y'  las  derivadas  de  a,  p,  y  con  relación  á  un  pa- 
rámetro /. 

Diferenciemos  la  ecuación  (i),  y  será 

(ir— a)  (4r-a'¿/)  +  (>^-fS)  (dy—'^'dt)  +  (r-y)  (rf^r— y'rf/)=  o, 

que,  en  virtud  de  la  (2),  se  reduce  á 

{x  —  a)  dx  -{-  {y  —  p)  dy  +  {z  —  y)  dz  =  o; 

luego  la  dirección  jr  —  a,  ^  —  p,  ^  —  y  es  perpendicular  á  la  direc- 
ción dxy  dy,  dz.  La  recta  que  une  los  puntos  (;r,  y,  z)  y  (a,  p,  y)  es 
normal  á  la  superficie;  luego:  En  las  superficies  canales,  la  normal 
encuentra  á  la  curva  fija  descrita  por  el  centro  de  la  esfera  envuelta. 
Caso  de  dos  parámetros.     Sea  la  ecuación 

}  {x,y,  z,  a,  p)  =  o. 

Las  tres  superficies  infinitamente  próximas 

/(a,P)  =  0,     /(a  +  rf«,P)  =  0,    /(a,p  +  rfp)  =  0 

se  cortan  en  cierto  punto,  que  tiene  una  posición  determinada  para 
rfa  =  o  y  rfp  =  o.  En  efecto,  la  intersección  de  dichas  superficies 
es  la  misma  que  la  de  las  tres  siguientes: 

■/  =  «'    /  +  -¿da  +  ...  =  o,    y  +  -|rf?  +  ...  =  o 
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Si  se  eliminan  a  y  í^  entre  estas  tres  ecuaciones,  se  tendrá  el 
lugar  de  las  intersecciones  de  tres  superficies  consecutivas,  que  se 
llama  la  envolvente  de  la  superficie  /  =  o. 

Se  demuestra  repitiendo  el  razonamiento  ^a  empleado: 

i.°  Que  caia  envolvente  es  tangente  á  la  envuelta  y  recíproca- 
mente, si  una  superfície  es  tangente  á  todas  las  de  una  familia,  lo  es 
á  su  envolvente. 

2.°  Ijis  supeificies  envolventes  que  resultan  de  eliminar  tan  solo 
OLÓ^  tienen  por  envolvente  á  la  envolvente  fija,  y  dos  envolventes  de 
familias  distintas  son  tangentes  entre  si. 

Ejemplo.     Hallar  la  envolvente  del  plano 

X;r  +  fi^  +  £r  +  Xfi.  =  o. 

Eliminaremos  X  y  (jl  entre  esta  ecuación  y  sus  derivadas  parcia- 
les  ;ir  "4-  H^  =  o»  7  -f-  5^  =  o»  y  obtendremos  el  paraboloide 

z  —  jr^  =  o. 


§    5.**       Des  ARROLLADLES    ISÓTROPAS 

35.  Definiciones.  Si  empleamos  coordenadas  rectangulares, 
la  ecuación  de  las  esferas  de  radio  nulo  y  cuyo  centro  es  el  punto 
(a,  p,  y)  se  expresará  por 

{x  -  a/)*  +{y-  |3/)«  +  (íT  -  yO*  =  o  (/=i). 

Esta  ecuación  puede  considerarse  como  representación  de  un 
cono  imaginario  cuyo  vértice  es  (a,  P,  y).  Este  cono  asintótico  á 
todas  las  esferas  cuyo  centro  es  (a,  p,  y,)  se  llama  cono  isótropo;  sus 
generatrices  son  lo  que  se  llama  rectas  isótropas.  Si  se  represen- 
tan por  a,  b,  c  los  coeficientes  directores  de  una  recta  isótropa, 
tendremos 

¿r«  _j_  ¿«  _f-  ¿:*  =  o; 

esta  ecuación  caracteriza  á  las  rectas  isótropas  que,  en  virtud  de 
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la  misma  ecuación,  son  perpendiculares  á  sí  mismas.  Si  se  supone 
c=io  se  tendrá  a*  -f  ¿*  =  o,  y  se  ve  que  de  los  coeficientes  an- 
gulares de  las  rectas  isótropas  del  plano  x}  son  ±  ]/ —  i. 

Un  p/ano  isótropo  es  un  plano  asintótico  de  la  esfera,  ó  tan- 
gente al  cono  isótropo.  Dos  planos  isótropos,  infinitamente  próxi- 
mos, se  cortan  según  una  recta  isótropa,  y  dos  rectas  isótropas, 
infinitamente  próximas,  que  se  cortan  en  un  punto  (a,  p,  v),  deter- 
minan un  plano  isótropo. 

Todas  las  esferas  pasan  por  una  cónica  fija  situada  en  el  plano 
del  infinito,  que  es  imaginada,  y  se  llama  la  umbilical  (Laguerre)  ó 
el  círculo  imaginario  del  infinito.  Esta  cónica  es  el  lugar  de  los 
umbílicos  de  todos  los  planos  del  espacio. 

Todas  las  rectas  isótropas,  que  pasan  por  un  punto  del  espacio, 
forman  un  cono  isótropo  ó  esfera  de  radio  nulo^  cuyo  centro  es  este 
punto. 

Por  una  recta  cualquiera  pasan  dos  planos,  cuyas  trazas  sobre 
el  plano  del  infinito  son  tangentes  á  la  umbilical  ó  círculo  imagina- 
rio del  infinito,  que  son  los  planos  isótropos  relativos  á  esta  recta. 

Se  llaman  desarrolladles  isótropcLs  aquéllas  cuyas  generatrices 
son  isótropas;  son  por  tanto,  las  envolventes  de  los  planos  isótropos. 

A  toda  superficie  se  le  puede  circunscribir  una  desarrollable 
isótropa  que  se  llamará  la  desarrollable  isótropa  de  esta  superficie. 

Teorema.  Las  normales  de  las  desarrollables  isótropas  son  sus 
generatrices. 

En  efecto,  siendo  una  recta  isótropa  generatriz  del  cono 

(^-«)'  +  (>.-P)'  +  (ir-Y)*  =  o, 

se  la  puede  representar  por 

X  —  a        y  —  P         z  —  Y 

— —  =  ^—j^  =  -—^  =  p  a»  +  ¿*  +  í'  =  o. 

a  o  c 

Para  que  esta  recta  engendre  una  desarrollable,  es  necesario  que 
encuentre  en  cada  una  de  sus  posiciones  á  la  generatriz  próxima. 
Siendo  pues, 

;r  =  a  +  ap,       ^  =  p  +  ¿o,       ¿r  =  y  -f  ¿:p 

^  =  a  +  á(x  +  («  -|-  ^)  ?  +  (P  +  ^?)  ^»     
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las  ecuaciones  de  dichas  rectas,  deberemos  eliminar  x,  j,  ¿r,  c,  do 
entre  las  mismas,  para  obtener  dicha  condición.  Obtendremos,  eli- 
minando Xy  y,  Zy 

o  =  t/a  +  ad^  -(-  P^»     o  =  rfp  +  ¿rfp  +  prf¿,     o  =  rfy  -f  .... 

Se  eliminarán  p  y  d%  multiplicando  estas  ecuaciones  respectiva- 
mente por  a.byCy  sumahdo;  y  por  sor  además 

^í  _l_  ¿<  _[_  ¿r»  =  o       y       ada  +  bdb  -f-  ¿rdi:  =  o, 

se  tendrá  ad^  +  ¿rfp  -h  ^rfy  =  o. 

La  dirección  ¿r,  ¿,  ^  de  la  generatriz  es,  por  consiguiente,  per- 
pendicular á  la  de  la  recta  ¿a,  d%  ¿/y  trazada  en  la  superficie.  Pero 
la  dirección  ¿x,  ¿,  c  es  ya  perpendicular  á  sí  misma;  luego  la  gene- 
ratriz de  una  desarrollable  isótropa  es  normal  á  la  superficie.  Esta 

^z  ^z 

desarrollable  debe  ser  tal,  que  si  se  hace/=  -  ,  y  =  --,  se  tenga 

/'  +  ^*  +  I  =  o; 

lo  que  expresa  que  la  normal  á  la  superficie  es  normal  á  sí  misma. 
Recíprocamente:  Esta  ecuación  es  la  de  una  desarrollable.  Para 
tener  la  ecuación  finita  de  ésta,  basta  buscar  la  envolvente  de  un 
plano  representado  por 


siendo /(^)  cualquiera  y  q  =i^i  -\- p*^ — i.  La  característica,  ó 
la  generatriz  de  la  envolvente  quedará  determinada  por  la  ecuación 
anterior  y  su  derivada 

Los  coeficientes  de  esta  recta  son  — / )—  i,  —  qi  —  i,  i —  i , 
siendp  la  suma  de  sus  cuadrados  nula.  Luego  la  generatriz  es  isó- 
tropa. Por  consiguiente  la  ecuación  /*  +  y*  4-  i  =  o  caracteriza 
á  las  desarrollables  isótropas. 
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§    6.°       Focos    Y    FOCALES    DE    LAS    SUPERFICIES 

36.  Definiciones.  Se  llama  foco  de  una  superficie  al  centro 
de  una  esfera  de  radio  nulo  doblemente  tangente  á  la  superficie. 

Dicho  punto  tiene  con  la  superficie  dos  secciones  planas  comu- 
nes. Los  planos  de  estas  secciones  son  los  dos  reales  ó  los  dos 
imaginarios.  En  ambos  casos  se  cortan  según  una  recta  real,  que 
se  llama  la  directriz  correspondiente  al  foco,  y  es  la  recta  de  los 
contactos. 

La  esfera  de  radio  nulo  es  un  cono.  Podremos  pues  decir  tam- 
bién que  foco  de  una  superficie  es  el  vértice  de  un  cono  isótropo 
doblemente  tangente  á  la  superficie. 

Un  foco  es,  por  consiguiente,  uri  punto  por  el  que  se  puede 
trazar  á  la  superfice  dos  planos  tangentes  isótropos  á  la  superficie. 

Unamos  el  foco  F  á  los  puntos  de  contacto  M  y  M'  con  la  su- 
perficie del  cono  isótropo,  cuyo  vértice  es  F.  Entonces  serán  FM 
y  YVi!  dos  generatrices  del  cono  isótropo  bitangente,  que  serán  dos 
rectas  isótropas  tangentes  á  la  superficie. 

Esto  sentado,  se  llama  focal  de  una  superficie  al  lugar  de  sus 
focos. 

37.  Existencia  de  las  focales.  Sujetar  á  una  esfera  ser 
tangente  á  una  superficie  es  sujetarla  á  una  condición.  Sujetarla  á 
ser  doblemente  tangente  es  sujetarla  á  dos  condiciones;  y  sujetaria 
á  tener  un  radio  nulo  es  sujetarla  á  una  tercera  condición.  Luego, 
en  general,  existirá  un  lugar  de  focos  que  será  una  línea. 

38.  Nueva  definición.  La  focal  de  una  superficie  es  la  línea 
doble  de  la  desarrollable  isótropa  ciicunscrita  á  la  superficie.  Esta 
definición  resulta  de  que  por  todos  los  puntos  F  de  la  focal  *K  de  la 
superficie  S  podemos  suponer  trazados  conos  bitangentes;  y  si  FM 
y  FM'  son  las  generatrices  de  contacto  y  P,  P'  los  planos  tangentes 
correspondientes,  el  plano  P  cortará  al  plano  infinitamente  próximo 
según  una  recta  isótropa  que  pasa  por  F,  y  que  sólo  puede  ser  una 
generatriz  del  cono  isótropo,  cuyo  vértice  está  en  F.  Esta  recta  es 
FM.  Las  generatrices  de  contacto  F^M  y  FM'  son  pues  las  genera- 
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trices  de  la  desarrollable  isótropa  circunscrita  á  la  superficie  S. 
Pero  esta  desarrollable  se  halla  determinada,  porque  siendo 

/  +  y'  +  I  =  o 

su  ecuación  diferencial,  es  también  la  ecuación  de  la  curva  de 
contacto  con  la  superficie.  Esta  desarrollable  se  corta  á  sí  misma, 
porque  dos  de  sus  generatrices  pasan  por  un  mismo  punto  (sin 
formar  ángulo  infinitamente  pequeño).  Tiene  pues  una  línea,  según 
la  que  se  corta,  ó  una  linea  doble  ó  singular^  lo  que  justifica  la 
anterior  definición. 

39.  Focales  y  focos  de  las  superficies  de  segundo  orden. 
Se  obtienen  las  focales  de  las  superficies  de  segundo  orden,  obser- 
vando que  si  S  =  o  es  una  superficie  de  este  orden,  S  +  XPQ  =  o, 
expresando  P  y  Q  dos  polinomios  de  primer  grado,  representa 
la  ecuación  de  las  superficies  de  segundo  orden  bitangentes  á  la 
primera.  Si  expresamos  que  esta  superficie  es  una  esfera  de  radio 
nulo 

(ir  — a)' +  (^  — p)' +  (í?  — Y)»  =  o, 
a,  p,  Y  representarán  los  focos.  Se  deberá  tener  pues  idénticamente 

S  +  X  PQ  =  ^[(:r  -  a)*  -h  (jK  -  P)*  +  (^-  r)*] 
siendo  \¡.  un  factor  constante,  ó 

S  _  ^  [(^r  -  a)' +  (jv  _  ?)*  +  (ir  -  Y)*]  =  X  PQ. 

El  primer  miembro  de  esta  ecuación  deberá  pues  reducirse  á 
una  suma  de  dos  cuadrados.  Sea  la  ecuación  dada, 

S  =  A  ;r*  +  ey  +  Car*  —  H  =  o. 

Debiendo  ser 

A;r*+-By  +  C£r«-j.[(;r  — a)«+(jy  — p)*  +  (^-rri  — H 

una  suma  de  dos  cuadrados,  es  necesario  que  desaparezca  una  de 
las  variables.  Luego  a  =  o  y  fi  =  A;  luego 

W  +  Cz^  -  A  [( j  —  ^y  +  [z  —  Y)^J  -  H 
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debe  ser  una  suma  de  dos  cuadrados  que  puede  escribirse 
(B_A)y +  (C  — A)£r*  +  2Afi>r+2AY^  — A(P*  4  f)  —  ^ 

^       [(B  -  A)j^  +  App  +  p;-^  [(c_  A)  ir  +  A^J* 


B  — A^'         -v^    .   ^-rj    '    c  —  A 
A*  P«  A*  Y* 


B  — A       C  —A 


_A(|5*  +  f)-H. 


Esta  ecuación,  unida  con  a  =  o,  representa  la  focal.  Hay  pues 
tres  cónicas  focales,  una  en  cada  plano  principal.  Cuando  H  =  o> 
las  cónicas  se  reducen  á  rectas..  Así,  las  focales  de  los  conos  son 
líneas  rectas. 

Supongamos  que  se  trate  de  un  elipsoide  cuyos  ejes  sean 
2¿z  >  2¿  >  2¿:,  las  ecuaciones  de  las  focales  serán 

?*                 Y»                                Y*                 a* 
li T±  +    í  — 5  -f  I  =  o,     T^'— I  4-  7¡ \  -4-  I  =  o, 

¿Tz:^*  +  ^r^Ti  +  1  =  0. 

La  primera  es  imaginaria,  la  segunda  es  una  hipérbola,  la  ter- 
cera una  elipse. 

Se  ve  que  estas  ecuaciones  dependen  tan  solo  de  las  diferencias 
de  los  ejes. 

Las  superficies  comprendidas  en  la  fórmula 

A "^ 1 =  I 


son  pues  homofocales;  las  secciones  principales  tienen  los  mismos 
focos. 

Para  hallar  la  focal  del  paraboloide 

se  deberá  hacer  de  modo  que 

Pir«   hQr*-2£r-X[(;r-a)*+(^-P)»-|-(£:-yrj 
sea  una  suma  de  dos  cuadrados.  Es  necesario  pues  que  X  =  P  ó  Q 
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y  que  a  ó  fJ  sea  nulo.  Por  consiguiente,  es  necesario  que  descom- 
poniendo 

en  cuadrados,  no  se  obtengan  más  que  dos,  lo  que  exige  que 
PQa»        2Qy— I 


=  o. 


Q-P  Q 

E  emplo.     Para  el  paraboloide 

se  tienen  las  dos  focales 

que  son  dos  parábolas. 

40.     Superficies  con  centro.     Sea  la  superficie 

Vamos  á  razonar,  con  pocas  variantes,  como  lo  hemos  hecho. 
Para  obtener  los  focos  de  la  superficie  identificaremos  esta  ecua- 
ción con  la  ecuación  S  —  LM=o,  en  la  que  S  representa  el  punto- 
esfera  siendo  L=o,  M  =  o  las  ecuaciones  de  dos  planos.  Resulta, 
de  que  esta  ecuación  debe  poder  identificarse  con  la  (i),  que  el 
producto  LM  no  debe  contener  términos  rectangulares  de  las  va- 
riables. Será  pues  de  la  forma 

ax"  H-  a! y"  +  oTz^  +  bx  4-  b'y  -\-b"z  -\-  c, 

ó  lo  que  es  lo  mismo 

a{x-^r  ^-b{y-  ^f  +  ^(^  -  y)*  +  rf. 

Debiendo  poder  descomponerse  en  factores,  es  necesario  que 
soa  rf=o  y  que  una  de  las  tres  cantidades  a,  b,  c  sea  nula.  Supon- 
gamos c=o.  Identificando  la  ecuación  (i)  con 

ix  -  x'Y  +  {y  -yy  +  (^  -  ^y  +  a{x  —  a)«  +  ¿(j/  -  p)*  =  o 
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tendremos 

jsr'  =  o,     4/4.  a%  =  0,    y  -|-  ¿?  =  o 

C  =  A  (I  +  ^)  =  B  (I  +  *)  =        ^-^    ^  H^ ^-^^ 

De  estas  ecuaciones  se  deduce,  eliminando  a,  ¿,  a,  ^, 

La  hipótesis  adoptada  corresponde  á  una  focal  situada  en  el 
plano  de  las  xy. 

Los  dos  planos  L  y  M,  correspondientes  á  un  foco,  representa- 
dos por  las  ecuaciones 

Gr-a)V'^+(7-3)F^=o, 

{X  -  f£)U  —  {y  -^)íb  =  o, 

son  perpendiculares  al  plano  principal,  en  el  que  se  halla  el  foco; 
y  por  consiguiente  lo  mismo  sucede  á  la  directriz  correspondiente 
á  este  foco. 

41.     Caso  de  las  superficies  con  centro.     Sea  la  ecuación 

x^       y*        z* 
A+¥+C  =  »- 

Teorema  L  El  plano  que  pasa  por  un  foco  y  la  directriz  co- 
rrespondiente  es  normal  á  la  focal,  y  corta  d  la  superficie  según  una 
cónica,  de  la  que  son  foco  y  directriz  este  punto  y  esta  recta. 

En  efecto,  la  ecuación  de  la  normal  en  un  punto  x\  y  de  la 
focal  situada  en  el  plano  de  las  xy  es 

(A-C)(;r-y)  _  (B-^C)(j^-/) 
X  y 

{h-C)x  (B  -  C)y 

o  ; A  =  ; B, 

X  .  y 

ecuación  que  queda  satisfecha  por  las  coordenadas  a  y  P  del  pie 
de  la  directriz. 


50 


LIBRO     I."—  CAPÍTULO    II 


Así  el  plano  normal  á  la  línea  focal  en  el  punto  F  pasa  por  la 
directriz  D.  Este  plano  corta  á  la  superficie  según  una  cónica  y  al 
punto-esfera,  según  un  punto-círculo  F,  que  tiene  con  la  cónica  un 
doble  contacto  según  la  recta  D. 

Teorema  II.  El  pie  de  la  directriz  correspondiente  á  un  foco  es 
el  polo,  con  relación  á  la  sección  principal,  de  la  tangente  a  la  focal 
trazada  por  el  foco  considerado. 

En  efecto,  el  punto  a,  p  tiene  por  polar,  respecto  á  la  sección 
principal,  la  recta  cuya  ecuación  es 

-A +¥=»• 

Sustituyendo  a  y  P  por  sus  valores  en  función  de  las  coorde- 
nadas del  foco  correspondiente,  esta  ecuación  se  reduce  á  la  de  la 
tangente  á  la  línea  focal  en  este  punto, 


XX 


-h 


yy 


B 


=  H. 


42.  Naturaleza  de  las  líneas  focales. 
Caso  i.''  Elipsoide.  Sea  A  >  B  >  C.  En  el  plano  xy,  la  focal 
es  una  elipse  interior  á  la  superficie.  En  el  plano  yz  es  una  elipse 
imaginaria.  En  el  plano  zx  es  una  hipérbola,  cu- 
yos vértices  reales  están  en  el  eje  de  las  ;r  á  una 
distancia  del  centro  menor  que  la  de  los  vértices 
de  la  elipse  focal  en  el  plano  de  las  xy,  situados 
en  este  mismo  eje. 

Caso  2.'*     Hiperboloide  de  una  Aoja,     Sea 

C  <^  o  y  A  >  B.  La  focal  en  el  plano  de  las  xy 

es  una  elipse  exterior  á  la  superficie.  En  el  plano 

de  las  yz  es  una  elipse  imaginaria.  En  el  plano  dé 

las  zx  es  una  hipérbola  cuyos  vértices  se  hallan 

en  el  eje  de  las  x,  interior  á  la  superficie  (fig.  25). 

Caso  3.°     Hiperboloide  de  dos  hojas.     Sea  G>o  y  A*>B*.  La 

focal  en  el  plano  de  las  xy  es  una  elipse  imaginaria,  en  el  plano  de 

las/£:  es  una  elipse  cuyos  vértices  en  el  eje  de  las  z  son  interiores  á 


Figura  25 
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la  superficie;  en  el  plano  de  las  zx  es  una  hipérbola  cuyos  vértices 
reales  en  el  eje  de  las  z,  están  más  próximos  que  los  de  la  elipse  focal. 

Caso  4.**  Cono,  Las  focales,  en  el  cono,  se  re- 
ducen á  sistemas  de  rectas,  de  las  que  son  reales 
únicamente,  las  situadas  en  el  plano  del  ángulo  ma- 
yor del  cono. 

Teorema  III.  Las  focales  de  un  cono  son  perpen- 
diculares á  ¡os  planos  cíclicos  del  cono  reciproco.  En 
efecto,  si  las  ecuaciones  del  cono  propuesto  y  de  su 
recíproco  son 


A  "^  B 


+  C=°' 


A;tr«  +  B;^  +  C¿^  =  o. 

Figura  26 

la  ecuación  de  las  focales  del  primer  cono,  situadas  en  el  plano  xy,  es 

r 


A  — C       B 


=  o; 


y  las  trazas  de  los  planos  cíclicos  del  segundo,  perpendiculares 
al  plano  de  las  xy,  están  representadas  por  la 
ecuación 


(A  —  C)x^'  +  (B  —  C)/  =  o. 

Estas  ecuaciones  representan  dos  sistemas 
Figura  27  de  rcctas  perpendiculares,  respectivamente. 

43.  Focales  en  las  superficies  sin  centro.  Empleando  el 
mismo  método,  obtendremos  que  el  paraboloide  elíptico  admite  dos 
focales  parabólicas.  La  situada  en  el  plano  de 
la  parábola  principal  del  mayor  parámetro  es  in- 
terior á  la  superficie;  la  situada  en  el  otro  plano 
principal,  tiene  sus  ramas  infinitas  dirigidas  al 
otro  lado  y  es,  parcialmente,  interior  á  la  super- 
^cie  ffig.  27). 

El  paraboloide  hiperbólico  admite  dos  focales 
parabólicas  situadas  en  los  dos  planos  principales; 
y  presenta  sus  ramas  infinitas  en  el  mismo  sentido  Figura  28 

que  la  sección  principal,  en  el  plano  en  que  se  encuentra  cada 
una  (flg.  28). 


$2  libro  i.** — capítulo  ii 

§  7.*'     Superficies  homofocales  de  secundo  grado 
44.     Definición.     Sea  la  superficie  de  segundo  grado 

y  hagamos  variar  á  p  desde  —  00  hasta  -f  00  .  Para  cada  valor  d^ 
este  parámetro,  obtenemos  una  supeiücie  de  segundo  grado;  y  el 
conjunto  de  todas  éstas  se  llama  un  sistmta  de  superficies  hotnofo- 
cales,  porque  cada  uno  de  los  tres  planos  de  simetría  de  las  super- 
ficies, se  cortan  según  una  serie  de  cónicas  homofocales. 

Teorema.     Estas  superficies  son  tales,  que  sus  secciones  princi 
pales  tienen  los  mismos  focos  que  los  del  elipsoide 

a^^  b^^  c' 

y,  por  cada  punto  real  del  espacio  pasan  tres  superficies  reales  de  la 
familia,  sietido  una  de  ellas  un  elipsoide  y  las  otras  hiperboloides  de 
una  y  de  dos  hojas. 

En  efecto,  podemos  considerar,  en  la  variación  de  p  los  siguien- 
tes intervalos: 

p  ==  —  00  ,     p  =  —  ^»  —  £,     p  =  —  «*  +  *i     P  =  —  **^» 

p  =  —  **  +  £,     p=— ¿:'  — 6,     p  =  — ¿r^-fc,     p=oo, 

siendo  e  una  cantidad  positiva  muy  pequeña. 

i.°  En  el  intervalo  ( —  a^  —  00),  los  denominadores  son  nega- 
tivos. Todas  las  superficies  son  imaginarias. 

2.°  En  el  intervalo  (—  b^  —  a^),  los  denominadores  de  ^  y 
de  z^  son  negativos.  Los  dos  ejes  principales  situados  en  los  ejes 
de  las  y  de  las  z  son  imaginarios.  Todas  las  superficies  del  se- 
gundo intervalo  son  hiperboloides  de  dos  hojas,  de  los  que  el  eje  de 
las  X  es  el  eje  real. 

3.''  En  el  intervalo  ( — ¿:^  —  b^),  el  denominador  de  jet*  es 
ahora  negativo,  y  el  eje  principal,  que  se  halla  en  el  de  las  z,  es 
imaginario.  Las  superficies  son  hiperboloides  de  una  hoja. 
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4.**  En  el  intervalo  ( —  ¿r*  +  oo)  son  positivos  los  denomina- 
dores de  ;r*,  y,  z^.  Las  superficies  correspondientes  á  este  intervalo 
son  elipsoides. 

Para  los  valores  de  p  comprendidos  en  dichos  intervalos,  el  pri- 
mer miembro  de  la  ecuación  (i)  adquiere  los  signos  siguientes: 

Hay  pues,  una  raíz  entre  —  ¿i*  y  —  ^S  otra  entre  —  ¿*  y  —  c^ 
y  otra  en  —  ^'  y  -|-  oo  .  Expresándolas  por  \  jx,  y,  tendremos  las 
ecuaciones  de  las  tres  superficies  que  pasan  por  4r,^,£r  bajo  la 
forma 

r^  y*  £r«  1 


a*  +  X    '    ¿«  +  X    '    ¿:'  +  X 


x^  / 


+  7;rT-:  +  :T-i-:  =  i»  /  (2) 


+  ir-rT  +  ~rT^=  ^ 


y  suponiendo  —  ^'  <C  ^  <C  —  *^  "^  H^  <^  —  ¿r*  <^  v,  la  primera  super- 
ficie es,  como  hemos  visto,  un  hiperboloide  de  djos  hojas,  la  se- 
gunda un  hiperboloide  de  una  hoja  y  la  tercera  un  elipsoide. 

Problema.     Dados  X,  pi,  v,  calcular  x,  y,  z. 

Siendo  a,  [x,  v  raíces  de  la  ecuación  (i),  podemos  escribir 

;r«  v^  z^ 

_-J I- I f =  I 

u^  u-\-b^  --a'^  u-^-c^  —  a^ 
haciendo  p  =  «  —  a*,  tendremos: 

4r'  («+**— tf*)  («4  c^—a^)  +...  —  «  iuJ^b^—a^)  (íí+¿:«— a^)  =  o. 
El  producto  de  las  raíces  es  x^  {b*  —  a*)  {c-  —  a^)\  y  puesto  que 
las  raíces  son  X  +  a*,  a  +  tf^,  v  -|-  a*,  se  tendrá 

x^  (¿*  —  a«)  {c^  —  a*)  =  (X  +  a»)  ((X  +  a«)  (v  4-  a«) 

(X  +  a«)((x+^(v  +  a*) 
o  ;r*=  


{a'-d^){a^-c')  1^^^ 


(X  +  **)  (h^  +  ^')  (-  +  b')      ,       (X  +  O  (!-  +  ^*)  (v  + 


■^     /A«  >.»\  /Al  /.íx  '    ^ 


.9  . 


(¿'  —  a*)  (¿'  —  f*)       '  (c*  —  a*)  (f* 
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Teorema.  Las  superficies  homofocales  (2)  se  cortan  ortogonal- 
mente ^  es  decir ^  que  sus  planos  tangentes  ó  sus  normales  en  los  puntos 
comunes  se  cortan  asly  ó  bien  las  superficies  homojocales  tie  segundo 
grado  forman  un  sistema  triplemente  ortogonal. 

En  efecto,  si  se  restan  unas  de  otras  las  fórmulas  (2),  tendremos 

+ =  0 


a2  -f-  A       a*  -h  IX 


=  o, 


(a}  +  a)  {a^  +  a) 


pero,  ya  que 


X^'  (tx  —  X)  x' 


0,2 


(a*+v)  {a^\\) 


=0; 


(4) 


(a^  +  \)  [a^  +  u.)        a*  +  X       a*  +  a ' 


podremos  escribir  la  ecuación  anterior  así: 

XX  y         y  ^ 


a-  +  X  a^  -h  (X 
Las  direcciones 
X  y 


+ 


b"  -f  X  ^*  ^  {X    '    ¿:«  +  X  ¿:*  +  |x 


=  o. 


de  las  normales  á  las  superficies  (2}  en  ;t:,  ^,  z  son  pues,  rectan- 
gulares. 

45.  Coordenadas  elípticas.  Las  tres  ecuaciones  (2),  repre- 
sentan un  elipsoide,  un  hiperboloide  de  una  hoja  y  uno  de  dos,  que 
pasan  por  un  punto  P  (.r,  j/,  z). 

En  vez  de  determinar  el  punto  P  por  medio  de  las  coordenadas 
rectilíneas  x,y,  z,  podemos  determinado  por  medio  de  los  paráme- 
tros X,  u.,  V  de  las  tres  superficies  (2)  que  pasan  por  P.  Dichos  pa- 
rámetros se  llaman  las  coordenadas  elípticas  del  punto  P. 

Ya  que  a,  jx,  v  son  las  raíces  de  la  ecuación  (i)  cuando  se  dan 
x,y^  z,  tendremos  la  identidad 


x^  y 


\- 


.^+; 


— I = 


(5  -  X)  (5  -  tiL)  (S  -  y) 

■(a*+S)(¿*  +  3){t*-|-3) 


.  (I) 


PROPIEDADES    DESCRIPTIVAS    DE    LAS    SUPERFICIES  55 

puesto  que  los  dos  miembros  se  anulan  para  2r  =  x,  2r  =  jx,  Sr  =  v 
y  el  coeficiente  de  2?^  es  también  igual  á  —  i,  como  en  el  segundo 
miembro,  después  de  haber  multiplicado  por  (a^  +  Sr)  (d^  -j-  2r) 
(c'  +  S). 

La  identidad  (i)  queda  satisfecha  para  todos  los  valores  de  2r, 
y  haciendo  2r  =  —  a*,  Sr  =  —  ¿*,  Sr  =  —  c\  obtendremos  las 
fórmulas  (3)  pág.  53. 

Las  ecuaciones  (3)  (pág.  53)  quedan  tan  solo  satisfechas,  cuando 
se  hallan  X,  ji,  v  en  los  intervalos  considerados. 

Dividiendo  las  (3)  por  (a*  -f  X)«  (a*  -h  a)*  (a*  +.v)*  y  sumando, 
se  obtiene 

^,         X^ (X  --  il)  (X  —  y) 

^  (a*  +  1)'  ~  {a'  +  a)  {d*  -h  \)  ic'  +  K)  (^^ 

y  sus  análogas  por  permutación  circular. 

Y  de  estas  y  las  (4)  (página  54),  obtenemos  por  sustracción 
fácilmente 


{a'  +  >)^  (a'  +  v)       {a^  +  X)  (¿*  +  X)  (.*  +  X} 

y  sus  análogas  por  permutación  circular. 

Para  obtener  el  elemento  lineal  ¿r,  se  toman  los  logaritmos  en 
(3)  y»  por  diferenciación  resulta 

xdX  xd\x  xd>t 

2dx  =     ,   ,   ,    4-  1—7—  + 


yd\  ydik  yd^ 


2¿X  zd<i.  c<h 

Elevando  al  cuadrado,  sumando  y  haciendo  reducciones,  se 
obtiene  finalmente 

.,      ,.     rfxM>--tx)(x-^v) 


(a^  +  X)(¿*  +  X)(^*  +  X) 
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46.     Paraboloides  homokocales.     Las  focales  de  los  parabo- 
loides 

(I)  -   +  ^  =  2Z,  — — T  +  -~-^  =  2Z  +  h  (2) 

p  q  p  +  n         q  +  k 


son  respectivamente 


2s  +  q  =  o, 2e  +  p  =  Oj 


q  •    -  ^      p-g 

—  2S  +  {q  +  k)  —  k  =  o, 


KÍ 


(/  +  *)  —  (q  +  k) 

Los  paraboloides 

x^  y 


p  j^  h    '     q  +  h 

son  pues  homofocales,  y  se  tiene  que 

I  .**     Las  coordenadas  de  los  focos  de  las  secciones  principales  son 

z  =  - ,  z  =  - .  Estos  focos  son  pues  los  mismos  para  todas  las  su- 
z  z 

perjicies  consideradas. 

2.°  Por  cada  punto  real  del  espacio  pasan  tres  parcü>oloides  de 
la  familia  (i),  dos  elípticos^  inversamente  semejantes ^  y  uno  hiperbó- 
lico, pues  si  se  dan  x,  y,  z,  la  ecuación  (2)  será  de  tercer  grado  en 
h,  y  si  se  hace,  suponiendo  p  <^q  y  t  positivo  é  infinitamente 
pequeño, 

A=  — 00,      A  =  — p  —  e,      // =  — /  +  *»      A -=  —  y  —  s, 

la  cantidad  i~~\~~z  +  1 — i —  —  ^r  —  h 

h+p         k+q 

tomará  los  signos  +,  — -,  -h,  --.  Habrá  pues  una  raíz  de  (2)  entre 
—  00  y  — /,  otra  entre  —/y  —  y  y  una  tercera  entre  ^  y  -f-  00. 


PROPIEDADES    DESCRIPTIVAS    DE    LAS    SUPERFICIES  $J 

Sean  X,  jx,  v  estas  raíces.  Las  ecuaciones  de  los  paraboloides  ho- 
mofocales  que  pasan  por  x,  y,  z  serán 

+  r^  =  2^  +  ^'    r-r— +  rT-  =  2i?  +  f^, 


p  j^\     y  +  x  •    '   p\  ^     ^  4-jjL 


x^    ,    y 


+  -^  =  2^  + 


/+V  J-f-V 


V. 


La  primera  y  la  última  representan  paraboloides  elípticos  y  la 
segunda  un  paraboloide  hiperbólico. 


§  8.®     Rectas  mínimas 

47.     Definición.     La  ecuación 

[X  -  a/)*  +  (^  -  p/)*  +  (ir  -  Y/)«  =  o  (/  =  l)         (i) 

manifiesta  que  la  distancia  de  cualquier  punto  del  cono  isótropo  á 
su  vértice  es  nula.  Las  generatrices  del  cono  se  llaman,  por  lo 
tanto,  rectas  de  longitud  mínima  ó  rectas  mínimas.  Tenemos  pues 

Teorema  L  Por  todo  punto  del  espacio  Xq,  y^,  z^  pasan  infini- 
dad delectas  mínimas  que  cortan  al  círculo  del  infinito^  y  son  las  ge- 
neratrices  del  cono  isótropo  que  proyectan  el  círculo  del  infinito  desde 
el  punto  (Xo,  yo,  z©).  Las  rectas  mínimas  son  todas  imaginarias. 

Teorema  IL  La^  generatrices  imaginarias  de  la  esfera  son  rec- 
tas mínimcLs.  Las  paralelas  trazadas  por  un  punto  cualquiera  del 
espacio  a  dichas  generatrices  proyectan  el  círculo  imaginario,  y  deter- 
minan un  cono  de  segundo  orden  (cono  director)',  sus  generatrices  son 
rectas  mínimas,  pues  si  v  es  un  parámetro  variable,  las  ecuaciones 

x  =  x^-^av,     y=y^-^bv,      z  =  Zo  +  cv  (2) 

representan  una  recta  mínima  que  pasa  por  el  punto  (xo^yo,  ^o)» 
cuando  satisfacen  las  cantidades  a,  p,  y  á  la  ecuación 

a*  +  |3«  +  y«  =  o,  (3) 

puesto  que  la  ecuación  (i)  queda  satisfecha  por  todos  los  valores 
de  V,  cuando  se  sustituyen  por  x,  y,  z  sus  valores  (2). 
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También  podemos  considerar  engendrada  cada  superficie  de 
segundo  orden  por  dos  sistemas  de  generatrices,  aun  en  el  caso  de 
ser  imaginarias,  reales  para  el  hiperboloide  de  una  hoja,  imaginarias 
para  el  elipsoide  y  especialmente  para  la  esfera.  Los  puntos  en  el 
infinito  de  éstas  forman  el  círculo  imaginario. 

48.  Expresión  analítica.  Para  expresar  analíticamente  las 
rectas  mínimas,  consideremos  la  esfera 

x'+}^  +  2'  =  i,  (4) 

puesto  que  es  indiferente  la  elección  del  centro  y  del  radio. 

Para  obtener  la  ecuación  de  las  generatrices,  escribamos  en  vez 
de  la  ecuación  (4)  las  siguientes: 

(5) =  r  =  «,         =  :— 7-  =  —  -  (6) 

Las  ecuaciones  (5)  representan,  para  cada  valor  de  «,  una  recta 
situada  en  la  esfera,  así  como  las  (6)  para  cada  valor  de  v.  Cada 
una  de  estas  ecuaciones  define  un  sistema  de  generatrices  imagi- 
narias. Además  se  ve  que  son  sistemas  de  rectas  mínimas,  porque 
la  ecuación  de  las  paralelas  trazadas  por  el  origen  al  sistema  (5)  es 

y  estas  rectas  se  hallan  en  el  cono  x^  -\-y'^  +  z^  =  o,  lo  mismo  que 
sucede  para  la  serie  (6).  De  las  ecuaciones  (7)  resulta 

I  _  «»    /  (I  4-  u*) 
x:y:z  = :     ^    ^     ^  :  u  (8) 


ó  x=  —  {l~u^),      y  =  —  {i-\-u%       z  =  wu, 

siendo  iv  el  factor  de  proporcionalidad. 

Estas  ecuaciones  son  equivalentes  á  la  (4).  Así  pues,  son  ¡as  ecua- 
ciones de  las  rectas  mínimas  que  pasan  por  el  origen,  A  cada  valor 
de  u  corresponde  en  (12)  una  recta  mínima.  Las  ecuaciones  de  las 
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rectas  mínimas  que  pasan  por  el  punto  (x^  y^  z^  son 

w  iw 

-'«^  =  ^0+  — (!—«*)»    ^=^^0  +  — (l  +  «)'  ^==^o  +  ^«^«     (9) 

pues  la  ecuación  (i)  queda  satisfecha  idénticamente  por  los  valores 
(9)  de  ¿r,  y^  z,  A  cada  valor  de  u  corresponde  en  (9)  una  sola 
recta  mínima,  siendo  w  el  parámetro. 

Observación,  De  las  ecuaciones  (5)  y  (6)  de  las  generatrices  de 
la  esfera,  resulta  la  expresión  siguiente  de  las  coordenadas  x,  y  y  z 
de  la  esfera  como  funciones  de  los  parámetros  u  y  v 

I  —  uv               ^  (i  +  ^^)               u  -^r  V 
4r  = ,    ^  =  ,     z  = .  (lo) 

U  —  V  U  —  V  U  —  V 

Kstos  valores  satisfacen  á  la  ecuación  (4)  para  todos  los  valores 
de  «  y  de  v.  Las  ecuaciones  (10)  representan  pues  la  esfera  (4). 
Cuando  u  es  constante  y  v  variable,  el  punto  ;r,  y,  z  recorre  una 
generatriz  del  primer  sistema  y  viceversa. 

49.  Curvas  mínimas.  Se  llaman  así  las  curvas  cuyas  tan- 
gentes engendran  rectas  mínimas  ó  que  cortan  al  círculo  imagina- 
rio. Para  obtener  su  ecuación,  debemos  hallar  la  condición  á  que 
han  de  satisfacer  las  coordenadas  x.y^  z  de  uno  de  sus  puntos,  como 
función  de  uno  de  sus  parámetros. 

Las  ecuaciones  de  la  tangente  son 

X  =  x-\-vaL,       Y=>/  +  z;?,       Z  =  z  ^  v^. 
Por  ser  esta  tangente  una  recta  mínima,  se  tendrá 
a«  +  p*  +  y«  =  o 
y         ¿r«  =  dx*  -^  dy*  -^  dz^  =^  o        es  decir  ds  =  o 

I^as  curvas  mínimas  son  pues  curvas  de  longitud  nula. 
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CAPÍTUDO  III 
Propiedades  métricas  de  las  curvas  alabeadas 


§  I.**     Longitud  de  un  arco  de  curva 

50.  Definición.  La  definición  que  se  dio  en  el  tomo  III  (pá- 
gina 64)  de  la  longitud  del  arco  de  curva  plana  se  aplica  á  las 
curvas  alabeadas.  Así:  La  longitud  de  un  arco  de  curva  alabeada  es 
el  limite  hacia  el  que  tiende  el  polígono  inscrito^  cuyos  lados  se  hacen 
cada  vez  más  pequeños,  cuando  su  número  crece  indefinidamente. 

Sean  x,  y,  z  las  coordenadas  rectangulares  de  un  punto  cual- 
quiera del  arco.  La  expresión  de  la  longitud  L  de 


cs^ 


un  polígono  inscrito  CEF D  (fig.  30),  será 


1/  Ay'        Aju*' 

-f'+Mr-ls=j/.í(i-)'-(¿)*+- 

siendo  c  una  cantidad  que  se  anula  con  \x.  Tendremos  pues 

Si  suponemos  que  x  sea  la  variable  independiente,  entonces 

dy     dz        t/  ~dy^        dz"^ 

^,-j— ,yl/  ^+^<  +  ^ii  podrán  considerarse  como  funcio- 
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nes  de  x;  y  si  consideramos,  en  un  sistema  de  ejes  rectangulares, 
la  curva  e/{ñg.  31)  cuya  ecuación  es 


suponiendo  que  x  varíe  desde  x  =  a  hasta  x  =  d,  resultará 

Pero  S  (Y¿ix)  tiene  por  límite  el  área  efgk;  luego  el  límite  de  L 
y  el  área  ef^k  se  hallan  expresados  por  los  mismos  números. 

Se  representará,  por  consiguiente,  el  arco  comprendido  entre 
dos  puntos  Po  y  P|  cuyos  parámetros  son  /^  y  /», 


'^ 


mediante  la  integral 

suponiendo     ^  =/(/),    y  =  ^{t\    -^  =  •}(/).  ^^J^Tai 

Tenemos  para  la  hélice  que 
dx  =  —  a  sen  tdt,    dy  =  a  eos  tdt,     ds  =  madt     (w  =  cotB) 

ds  =  ai  i  +  w*  dt,     s  =  a  J^T-P^*  «» 

§  2.°     Primera  curvatura 

51.     Ángulo  de  contingencia.     Se  llama  así  al  ángulo  dr  que 

forman  entre  sí  dos  tangentes  infinitamente  próximas,  ó  con  más 

precisión,  una  cantidad  cuya  relación  al  incremento  de  la  variable 

independiente  es  igual  al  límite  de  la  relación  del 

ángulo  de  dichas  tangentes  á  este  incremento. 

Para  valuar  ¿/t,  tracemos  por  O  las  rectas  ON 

N  ^  y  ON'  iguales  á  la  unidad  y  respectivamente  pa- 

^^ y      ralelas  á  las  tangentes  MT  y  M'T'  (fig.  32).  Sean 

"^    Figura  32  dx      .         dv  dz   ^  ,      ,         . 

^  =  ^-,  ^  =  ^-,  ^  =  -r-  los  cosenos  de  los  an- 
as  as  as 

gulos  que  MT  ú  ON  forman  con  los  ejes  y  a\  b\  c'  los  ángulos 
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análogos  de  la  tangente  M'  T'  ó  de  la  recta  ON',  y  teadremos 

rft        , '. 

NN'  =  2ON  sen  —  =  ^{a'  —  ay  -f  (¿'  —  6y  +  {c'  —  cy\ 

y,  puesto  que  ON  =^  i , 


2  sen  -  rfT  =  ^l^ar  -\-  A**  -j-  A¿:«^ 
2 

que,  pasando  al  límite  se  reduce  á 

¿T  =  Ídár+  'W^'dc\ 

52.     Curvatura.     Expresando  por  p  el  radio  de  curvatura,  se 
tiene  como  para  las  curvas  planas 

¿T  _  I  _  xída'        ~dd^         dr 
^         ds~  ^^~)  ds'  "*■  ds"  "*"   ds' ' 

y  sustituyendo  por  a,  b,  c  sus  valores 


,  podremoi 

ds* 


Y,  puesto  que  ;  =  —  ,  podremos  escribir  las  dos  expresiones  de  j 


\(d'xy  ■■{■  {dyy  +  {d*ey  —  {d*s)*  • 


('(rfjrf*^  —  dzdyf+  '{dzd*x  —  rfxrf'jí)*  +  (dxdy  —  rfy¿*jr)« 

53.     Normal  principal.     Se  llama  normal  principal,  á  la  nor- 
mal situada  en  el  plano  oscuiador.  De  la  identidad 

'dyV 


mHihm= 


dx      dx        dy     dy        dz     dz 
se  deduce  -1-  d    .-    -V  -r  d  —  +  —  d  —  =^  o,  (i) 

as      ds        ds     ds        ds     as 

Además  la  ecuación  Ad^X'\-  hd*y-\-Cd^z  =  o  puede  escribirse  así 

dx  dy  dz 

\d  -j-  -\-Bd  -f  +  Cd-j-  =  o.  {2) 

ds  ds  ds  ^ 
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Las  ecuaciones  (i)  y  (2)  establecen  la  perpendicularidad  de  la 
recta,  cuyos  cosenos  directores  son  proporcionales  á 

.dx  dy  dz 

^^^     ^^»     ^di^ 

con  la  tangente  MT  y  la  binormal  MP. 

Las  ecuaciones  de  la  normal  principal  son 

X  —  ;ir_  \  —y  _   ^  —  ^ 

,   d—    ~     d—    ~     d  — 
ds  ds  ds 

Los  cosenos  de  los  ángulos  ;,  t„  ¡^  que  forma  la  normal  principal 
con  los  ejes,  se  expresan  por  las  fórmulas 

d^x  d'y  ^  d'z 

eos ;  =  ?  ^ ,     eos  r,  =  p  — ,     eos  !;  =  ?  -^  . 

Llamando  R  á  la  distancia  de  un  punto  M  cualquiera  de  la 
normal  al  pie  de  ésta,  podremos  escribir  sus  ecuaciones  de  la  ma- 
nera siguiente 

d^x  dy  ^   dy 

X  —  x  =  Ro—-,      Y  ~-y=^  Rs-TT,     Z  — ;^=R?-7T• 
*   í/í*  '  -^  '   ds*  '  '    ds* 

La  normal  principal  MN'  (fig.  33),  definida  por  los  cosenos  di- 
rectores a',  (3',  y',  está  situada  al  lado  de  la  concavi- 
dad de  la  curva. 

Para  cerciorarnos  de  esto,  debemos  demostrar 
que  si  M,  (fig.  33)  es  un  punto  infinitamente  próxi- 
mo del  M,  la  proyección  del  segmento  MMj  sobre  la 
dirección  MN'  es  positiva.  ^*«"'"  ^ 

En  efecto,  siendo  x^y,  z  las  coordenadas  del  punto  M  y  .r,  ,^^ ,  £r^ 
las  del  M,,  las  proyecciones  del  segmento  MM,  sobre  los  ejes  serán 
4r,  —  X,  y^  — y,  z^  —  z\y  tendremos,  en  la  dirección  MN' 

P  =  a'  ix,  -x)^V  (y,  -y)  +  y'  (z,  -  z),  (i) 

Sean  x  —  f(s),    y=  ^(s),    z=  i/  (s). 


fi' 
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Tendremos    x^=f{s■{-k),    ^,  =  ;¡>  (j  +  A)»     

f{s  +  h)  =f{s)  +  ^/'  (í)  +  -^Z"  (í)  + 

y       f(s)  =  x,  ns)==^,  /•(í)  =  ^  =  -|,  

y  en  virtud  de  ser 

«*' +  P?' +  rr' =  o,    a'*  +  p"  +  Y"=i, 

sustituyendo  en  (i)  los  valores  de  x  —  x^^  y  — y^.z  —  ^i, 

A*  a' 
x,-x  =  h^  +  ^-+ 

y.-y  =  k^  +  -^  + 

.,_.  =  Ay  +  _i+ 

resultará  P  =  --  + ,  cantidad  positiva  para  k  infinitamente 

2K 
pequeño 

54.  Círculo  osculador.  En  las  curvas  de  alabeadas,  como 
en  las  planas,  llamaremos  círculo  osculador  al  límite  del  círculo  que 
pasa  por  tres  puntos  infinitamente  próximos.  Las  ecuaciones  gene- 
rales de  un  círculo  son 

(X-a)«  +  (Y-?)»  +  (Z-y)*  =  p* 

A{X-a)  +  B(Y-?)  +  C(Z-Y)  =  o, 

siendo  a,  p,  y  las  coordenadas  del  centro  y  R  el  radio.  Y  podremos 

B    C 
determinar  los  seis  parámetros  a,  p,  y,  o,  -  ,  —  ,  de  modo  que  se 

Pí.     A 

tenga  un  contacto  de  segundo  orden  en  el  punto  (a,  P,  y)i  pues  ten- 
dremos las  ecuaciones 

(^-*r  +  (>'-?)*  +  («-r)'--f'  =  o  (I) 

x'{x-rL)-\-y{y  —  ^)+z'{z--í)  =  0  (2) 

x'(x  -  a)  +f{y  -  P)  +  «"(^  -  r)  +  ^"  +/'  +  »"  =  o,     (3) 
A(4r-a)-HA(j'-p)-|-C(5-r)  =  0, 
A X'  +  By'  +  Cz'  =  o,     Avr'  -|-  By "  +  Cz"  =  o, 
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deduciéndose  de  las  tres  últimas 

X  —  d        y  —  p         z  —  y 

dx  dy  dz       =  o 

d'x  d"y  dTz 

ó  A(,r-a)  +  B(^-íi)  +  C(5-Y)  =  ü. 

Esta  ecuación  manifiesta  que  el  punto  (a,  P,  y)  está  en  el  plano 
osculador. 

La  segunda  y  la  tercera  manifiestan  que  este  punto  se  encuen- 

tra  en  los  dos  planos  N  =  o  (plano  normal),    . ^   =  o,  cuya  inter- 

sección  es  el  eje  del  plano  osculador.  Así  pues:  El  centro  del  circulo 
osculador  se  encuentra  en  la  intersección  di  este  eje  con  el  plano  oscu- 
lador. 

Para  calcular  a,  ^,  y  y  p,  resolveremos  las  ecuaciones  (i),  (2) 
y  (3)  con  relación  k  x  —  ^,y  —  P,  xr  —  y;  y  siendo 
x'      y      z' 

=  A*  +  B*  +  C*, 


X 

A 


y 

B 


z 
C 


se  obtendrá 


X  —  a  = 


(cy  — B/X^^^+y-f-^'^) 


A*  -h  B*  +  C- 


3  = 


(A^'-C4r')(.r'*+y*+^'0 


,  etc. 


A*  4  B*  +  C* 
y  sustituyendo  en  (i) 

^*  =  [Im-b'VcI' ^^^^'~  ^^^'"'" ^^'''~  ^""^^ "^ ^^"^  '  '^■^^'' 

y  siendo  la  cantidad  comprendida  en  el  paréntesis  igual  á 

(A*  -\-W-\-  C*)  (.r'  +/*  +  2")  —  (A.r'  +  B/  +  C^')'; 
por  ser  Ax'   1-  By  +  Ca'  =  o,  se  tendrá 

'  ~     i  A'  +  B'TC« 
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55.  Propiedades  del  centro  y  radio  de  curvatura.  Teo- 
rema i.  E/  radio  del  circulo  osculador  en  el  punto  M  es  igual  al 
radio  de  cuivatura  en  este  punto. 

En  efecto,  la  ecuación  de  la  perpendicular  á  la  cuerda  MM'  en 
su  punto  medio,  es 


A;r(x--4:-^)-|-A^(Y-j-^)  +  ...=o 


(X-4r)A.r  +  (Y-^)Ay  + 


=  i(A4:»+A>'«+A£rO 


Eliminado  X  —  .r,  Y  -  j,  Z  —  z  entre  esta  ecuación  y  las  de 
la  normal  principal,  se  tendrá 

^   dx  ,    Aí2  (d'^x  ,     \       ,  dy   ^  (d^x  ,   -\ 

Sustituyendo  en  la  ecuación  precedente,  y  suprimiendo  los  tér- 
minos multiplicados  por  Aj,  cuya  suma  es  nula,  se  tendrá 

V  en  el  limite       c  .  — -  .  lim  K  ==  i       ó       lim  K  =  p. 

Teorema  h.  [.a  intersección  de  la  normal  principal  MN  con  el 
plano  normal  a  la  curva  que  pasa  por  el  punto  M'  es  y  en  el  limite,  el 
punto  K  ó  el  cetttro  de  curvatura. 

En  efecto,  la  ecuación  de  este  plano  normal  es 

(--  +  .f^-),x-,-M+(|  +  .|)(V-,-.„ 

/  dz  dz\ 

Sustituyendo  X  —  Xy  Y — y^  Z — z  por  sus  valores  en  la 
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ecuación  de  la  normal  principal,  se  tendrá 

^   [d^x /dx    ,       dx\        dy /dy  dy\  1 

^     dx    ^    ^     dy    ^    ^     dz    ^    ^        dx        ^        dy    ^ 

=  ^^  +  ^>'^+'^^^  +  ^^^  +  ^-^^^  + 

Simplificando  resulta 

.  dx 
A  — 
id^x      ds  \        ^x  dx  A^      dx 

'  \d^  "¿r  + )^~^s'd¡^ +  a7"^+ 

y  teniendo  presente  el  valor  de  —-  en  función  de  las  derivadas  se- 
gundas,  se  llega  á 

—Jim  R  =  I       ó       lim  R  =  p. 

P 

Corolario.  El  centro  de  curvatura  puede  considerarse  como  la 
intersección  del  plano  osculador  en  M  con  el  plano  normal  en  este 
punto  y  un  plano  normal  en  otro  punto  infinitamente  próximo  al  M. 

Para  obtener  las  coordenadas  ;,  r„  l^  del  centro  de  curvatura  K, 
se  sustituirá  en  las  ecuaciones  de  la  normal  X,  Y,  Z  por  5,  r„  J;. 
Entonces  R  se  hará  igual  á  p,y  se  tendrá 

d^x  d^y  dH 


§  i!^     Torsión  ó  segunda  curvatura 

56.  Definición.  Consideremos  cuatro  puntos  P,  P',  P",  P'" 
tan  próximos  como  se  quiera  de  una  curva  alabeada.  El  plano 
que  pasa  por  P',  P'  y  P**,  es  decir,  los  planos  osculadores  de  la 
curva  en  P  y  P'  se  cortan  según  una  recta  y  forman  un  ángulo  4>. 
Y  razonando  como  anteriormente,  tendremos  que 

2  sen  -  <l>  =  ^^  A¿* +"a^^"+  A¿:* , 
2  ' 
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Si  se  pasa  al  límite,  expresando  con  ¿/r  el  limite  de  *^,  es  decir, 
el  ángulo  de  dos  planos  osculadores  infinitamente  próximos,  se 
tendrá 


d^  =  f/  da^  +  ^¿2  _^  ¿¿i  ó  dT  =  I'  {d  eos  X)2  +  (,/  eos  a)2  +  {d  cos^^ 

siendo  >M  |x,  V  los  ángulos  que  forma  con  los  ejes  la  perpendicular 
al  plano  osculador  de  la  curva  en  M,  y  tendremos 

dyj'^z  —  dzd^y                     dzd'^x  —  dxd'^z 
eos  A  = r— ,  eos  tx  = _ , 

dxd'^y  —  dyd^x 


eos  V  = 


D 


VA  ángulo  infinitamente  pequeño  ¿t  formado  por  dos  planos 
osculadores  consecutivos  se  llama  ángulo  de  torsión  y  se  llama 
segunda  curvatura  ó  torsión  á  la  relación  de  ¿/t  á  ds.  Si  se  toma  ds 
constante,  esta  curvatura  será  proporcional  al  ángulo  ¿t. 

Por  analogía  con  lo  expuesto  al  tratar  de  la  primera  curvatura, 

se  representa  la  relación  -y  por      ,  de  manera  que  T  =  ^  ;   y   se 

^  jf^ ^        dice  que  T  es  el  radio  de  la  segunda  cur- 

y^\^, —       fl¡  vatura  ó  radio  de  torsión. 

\\\  \  En  la  fig.  35  PB  y  P'B, ,  perpendiculares 

i   li  \        respectivamente  á  los  planos  que  pasan  por 

/-•ÍL_---d\        ios  puntos  P,  P,  P'  y  P',  P',  P",  son  las 

y  /v^        rectas  cuyos  ángulos  determinan  los  de  los 

\5í!l ^/^^  dos  planos  osculadores  infinitamente  pro- 

Figura  35  xímos,  cn  los  puntos  P  y  P',  las  cuales  se 

llaman  binorviales. 
Tkorkma.     l.a  intersección  de  dos  planos  osculadores  infinita- 
mente próximos  es  una  tangcfite  á  la  cwva. 

En  efecto,  si  P  =  o  es  la  ecuación  del  plano  osculador  en  el 
punto  {x,y,  z),  la  del  plano  osculador  en  x  -\-dx,  y-\-dyy  z-\-dz 
será  P  +  í/P  =  o,  puede  sustituirse  por  dP  =  o.  üe  manera  que 
la  intersección  de  ambos  se  representará  por  las  dos  ecuaciones 

A  (X  -  .r)  +  B  (Y     -y)  +  C  [Z  —  z)  =  o,  (i) 


PROPIEDADES  MÉTRICAS   DE  LAS  CURVAS  ALADEADAS  ÓQ 

dA{X  —  x)  +  dB(Y—j^)  +  dC(Z  —c)  —  {Adx+Bd}^+Cd2)  =  o, 
que  se  reduce  á 

rfA  fX  —  x)+  dB  (Y  —7)  4-  ¿C  (Z  —  ¿r)  =  o.  (2) 

Combinándola  con  (i),  resultará 

X  —  ;r 1^^_ Z  — r 

BdC  —  CdB  "~  CdA^AdC  ~  AdB  —  BdA'  ^^^ 

ecuaciones  que  expresan  la  intersección  de  los  planos  osculadores 
infinitamente  próximos.  Pero  haciendo 

A  =  (dyd^z  —  dzd^y)  d^x  -f  {dzdy      dyd^z)  dy 

+  {dxdy  -  dyd^x)  d'% 

se  tiene         BrfC  ~  CdB  =  dx.  A,       CdA  -  AdC  =  dy.  A, 

ArfB  —  BrfA  =  dz.  A. 

Las  ecuaciones  (3)  se  reducen  pues,  á 

X  —  X        Y— y         7.—Z 
dx  dy  dz      ^ 

que  son  las  ecuaciones  de  la  tangente. 

Corolario.  Iji  envolvente  de  los  planos  osculadores  de  una 
curva  alabeada  es  el  lugar  de  sus  tangentes]  luego: 

El  lugar  de  las  tangentes  de  una  curva  alabeada  es  una  supeiji- 
cié  desarrolladle  cuyos  planos  tangentes  son  osculadores  á  la  arista 
de  retroceso. 

El  punto  en  que  la  característica  encuentra  á  la  arista  de  retro- 
ceso se  halla  definido  por  las  ecuaciones  (i)  y  (2)  juntamente  con 
la  diferencial  de  la  ecuación  (2)  que  se  reduce  á 

rf*A  (X  —  X)  +  rf^B  (Y  —y)  +  rf*C  (Z  —  xr)  =  o.  (4) 

Las  ecuaciones  (i),  (2)  y  (4)  combinadas,  conducen  á  X  —  x, 
Y  — y  y  Z  —  z\  luego: 

Iji  superficie  envolvente  de  los  planos  osculadores  tiene  por  carac- 
teristicas  las  tangentes  a  la  curva  propuesta  y  por  arista  de  retroceso 
esta  curva. 
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57.  Envolvente  de  los  planos  normales.  Sea  la  ecuación 
del  plano  normal  en  (x,  y,  z)  que  contiene  el  parámetro  /, 

N  =  dx  (X  —  x)  ^dy{^  ^y)  +  dz  {Z—z)=  o. 

•  La  característica  de  esta  superficie  es  el  eje  del  plano  osculador. 
Sus  ecuaciones  son 

•   N  =  o,     d^  =  {X  —  x)d^x  +  {Y  -y)d^ 
+  {Z  —  z)  d^z  —  dx^  -f  dy"  —  dz"  =  o. 

Es  perpendicular  al  plano  osculador,  en  virtud  de  las  ecuacio- 
nes (2)  y  (3)  de  la  pág.  8.  La  arista  de  retroceso  se  halla  expresada 
por  las  ecuaciones  N  =  o,  ¿N  ==  o,  rf'^N  =  o. 

Ángulo  de  los  planos  osculadores.  Sea  •]/  el  ángulo  que  for- 
man los  dos  planos  osculadores  P  y  Pi  para  los  valores  t  y  t  +  dt 
de  la  variable  independiente;  tendremos  la  fórmula  análoga  á  la 
(2)  pág.  76. 

_        (AAC  —  CAB)^  -4   (CAÁ  —  AAC)*  + 

sen*  ^  —  ^^-,  .^-B^qrc*)  [(ÁT+T  A  A)*~+(B"+  AB)*  + ] 

Podemos  despreciar  en  el  denominador  AA,  AB,  AC  y  sustituir- 
los en  el  numerador  por  sus  valores  aproximados 

dA  =  (y  r'"  -  z'y")  di,  dB  =  (z  x'"  —  xz'")  dt, 

x'      y       z 
X'      y"      z" 

X*"      y***        z"" 

BAC  —  CAB  =  D.r'rf/,       CAÁ  —  AAC  =  D/ rf/,  

y  por  consiguiente 

_  D*  {x'^  +y*  +  £r'í)  dt^  _  D^  ds^ 

sen* .];  =  --^----^-^-^^^^—  =  ^^i  _i_  B«  +  Cy  ' 

y  sustituyendo  el  seno  por  el  arco 

D  .        ,      •{/  D 


y  haciendo 


D  = 


se  obtendrá 


•)'=■ 


-t'^s, 


A*  +  B«  +  C*      '  ds 

nueva  forma  de  la  torsión  de  la  curva. 


A«  +  B*  +  C» ' 
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58.  Arista  de  retroceso  de  los  planos  normales.  Ante 
todo  observaremos,  que  se  puede  establecer  un  contacto  de  tercer 
orden  entre  una  curva  alabeada  y  una  esfera,  por  tener  cuatro 
parámetros  la  ecuación  de  ésta 

(X  —  ay  +  (Y  —  by  +  (z  —  cy  =  r* 

Para  lo  que  se  deberá  satisfacer  á  esta  ecuación  y  á  las 
yí  =  x  {x  —  a)  +y  (y  —  b)  +  z  {z  —  c)  =  o, 

-  =  o,  —  =  0. 

Teorema.     B¿  lugar  de  los  centros  de  las  esferas  osculatrices  es" 
la  arista  de  retroceso  de  la  envolvente  de  los  planos  normales,  porque 
se  obtiene  este  lugar,  eliminando  /  entre  las  tres  últimas  ecuaciones; 

y  la  arista  de  retroceso,  eliminando  /  entre  N  =  o,  — -  =  o,  ♦^—  =  o, 

"^t  ot* 

no  difiriendo  M  de  N  más  que  por  el  signo  y  por  la  denominación 
de  las  coordenadas  generales  {a,  ¿,  c  en  vez  de  X,  Y,  Z). 

Tomemos,  para  simplificar,  por  variable  independiente  el  arco  s, 
de  manera  que  /  =  j,  y 

dt  =  ds=^l^'*+y'+  z'^  dt     y     ,r'*+/*  +  i?''»=i. 
Derivando  la  última  ecuación,  se  tendrá 

x'x'  +  y  y  -f  z'z"  =  o, 

y,  en  virtud  de  estas  relaciones,  será 

o  =  }A  =  (X'-'a)x'  +  (y  —b)y  -^  (z  —  c)  z\ 
M  d^x  d^y  d^z 

3«M  d^x    ,  ,    dy  d^z 


y  haciendo  D  = 


x'    y    z' 
x"   y    z" 

x'^    y     xr*' 


deduciremos 
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y'z"  -  z'y- 
D 

A' 

A' 

B' 

C 

=  -^-D' 

'  =  '-D 

R  _  rt. -«>  +  ..... -í*-±|-+-<^"-. 

Observación,  Las  conclusiones  obtenidas  se  hacen  visibles 
por  medio  de  la  fig.  36;  AB,  BC,  CD  son  tres  lados  consecutivos 
de  un  polígono  infinitesimal.  La  intersección  de  dos  planos  per- 
pendiculares en  los  puntos  medios  de  dos  lados 
AB  y  BC  es  el  eje  de  curvatura  aW,  siendo  a  el 
centro  y  ?  =  Ea  el  radio  de  curvatura.  El  ángulo 
EaF  de  dos  normales  consecutivas  es  el  ángulo  de 
contingencia  ¿/t;  el  plano  normal  en  F  contiene 
dos  ejes  de  curvatura  consecutivos,  que  se  cortan 
en  el  centro  H  de  la  esfera  osculatriz. 

Como  sabemos,  las  coordenadas  de  H  se  ob- 
tienen buscando  la  intersección  de  tres  planos 
Figura  36  normalcs  consecutivos 

(;  —  x)  dx  -|-  (r,  —  y)dy  -{-((^    -  z]  dz  =  o, 
($  —  X)  d\x  -f  (t)  —y)  d^y  +  (C  —  z)  d^z  =  ds\ 
iX  —  X)  d\x  -f  ÍY,  —  j)  rf>  -\-{t  —  z)  d^z  =  i^dsd'^s, 
obteniéndose 


ds-^      A 


dr      B  d^'      C 


§  4."*     Problemas  sobre  distancias  y   ání.ulos 


L     Hallar  el  distancia  mínima  de  un  punto  á  una  recta. 
Sean  a,,  a,,  a.,  las  coordenadas  del  punto,  a,,  a^,  a^^  las  de  un 
punto  arbitrariamente  tomado  en  la  recta,  ^,,  ^^,  A.,  sus  cosenos  di- 
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rectores.  Las  coordenadas  x,  y,  z  de  un  punto  situado  en  la  recta, 
á  la  distancia  /  del  punto  (¿z, ,  a^,  a^),  serán 

X  =^  a  +  bt,      ^  =  ¿z,  +  bj,       z  =  a^  -\-  b^t\ 

y  su  distancia  5  al  punto  P  estará  expresada  por 

o«=(a4-A/— a)*H-(tf,  +  ¿/  — a,)«-}-a,+  ¿.^/--aj)«==i;(tít-hA/-a)*. 

Para  que  esta  distancia  sea  mínima,  se  igualará  su  derivada  á 

cero,  y  será 

S¿  (a  —  a) 
v¿  {a  —  %)-\-  ^bH  =  o,         de  donde        /  =  — Vt;^ — - . 

'  Sustituyendo  en  la  expresión 

o*  =  S  (tf  -I-  ¿/    -  a)«  =  1  (a  —  a)-  +  2t)Lb  (a  —  a)  +  /*í:^^ 
resultará 

í'  =  í:  («  -  a)«  -  2  f^^^"-"^^^  +  \^^-'^l 

—  ^  («  —  «)*  ^:^*-|2:¿(a  -  g)]^ 

—  "  "'  "Sí* 

^  [a   -  g.)  ¿,  -  (a.  —  a.)  ¿]*  +  [(a,  —  «.)  ^¿  -  (a,  —  «,)  ¿.  j' 

¿*  +  ¿.*  +  ¿/ 

+  [(a,  -  g,)  ¿  -  (a  -  «  )¿,]« 
¿*  +  ¿.«  +  ¿/ 
Esta  expresión  representa  un  mínimo,  porque  su  derivada  se- 

ganda  —r—  =  21.6*  es  positiva. 

II.     Hallar  la  mínima  distancia  de  Jos  rectas.  Sean 
x  =  a  +  bt,      y.=  a,-^  b^t,       s  =  a^  +  bj 

f  =  a  +  pT.      -/i  =  g,  +  ?,T,       ¡:  =  g,  +  P,T 

las  coordenadas  de  un  punto  de  cada  una  de  las  rectas.  La  expre- 
sión de  la  distancia  de  estos  puntos  será 

«*  =  {X  -  X)*  +{y-  r,)*  +{z—  O*  =  (a     -  g  +  ¿/  —  P^Y 

+  («,  —  g,  +  ¿,/  —  [á.T)*  +  («í  —  X,  4-  ¿,/    -  p,T)«.      . 
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Vamos  á  determinar  las  variables  /  y  t,  de  manera  que  esta  ex- 
presión sea  un  mínimo.  Tendremos 


I  38' 

_  _  ^  ¿(^  _  a  ^  ¿/  _  pT)  4-  ¿,  (tfi 


i  +  b,t  —  ?,t) 
+  ¿,  (tf,  —  o,  +  b^t  —  P,t)  =  o. 

Eliminando  sucesivamente  las  cantidades  entre  paréntesis,  y 
escribiendo  por  brevedad 

*iP,-  *tP,  =  A,       ¿,P  -  b\  =  A„       ¿?,  -  ¿,p  =  A,, 
tendremos 

a  —  9.-{'bt  —  ^'z  _  g,  —  ttj  -f-  b^t  —  P^T  _  g^— OgH- V—  Pa-f 
a"  ""  A^  ~  A, 

Sea  X  el  valor  común  de  estas  relaciones.  Tendremos  para  de- 
terminar /,  T  y  X  las  tres  ecuaciones  lineales 

AX  +  P*^  —  ¿^  =  ^  —  a, 
A,X  +  p,T  —  ¿,/  =  tf,  —  aj, 
A,X  +  p,T  —  b^t  =  a^  —  a„ 
de  las  que  se  deduce 


^=D'     ^ 


M 
D' 


N 
D" 


expresando  L,  M,  N  y  D  los  determinantes 
a  _a     p      —b 
a,  —  »,    P,     —  ¿, 
«1  —  *i    Pí     —  *a 
A       a   —  a       —  6 


L  = 


=  A  (a  —  a)  +  A,  (a,  —  a,) 


M  = 


A,  a,  —  a, 
A,  «í  — «s 
A       P 


-¿. 


N: 


A  P  a  —  a 
A,  ?,  a,  —  a, 
Ai     P»      a,  — «, 


D  = 


—  ¿ 
A,  P.  -¿, 
A,     P,      -^ 


=  A«  +  A,«  +  A,'. 
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Por  Último  se  tiene 

5  =  j^A^M^"  VX^'-fAgí^T*  = "^-^ . 

Observación.     Las  derivadas  segundas  son 
I  ^n* 

I  m* 

ÍSS iO-*,!»,-*.?, 

La  cantidad  AC  —  B*  es  igual  á 

4  (**  +  ¿t*  +  V)  (?^  +  P/  +  ?.*)  -  4  (¿?  +  *.Pi  +  A,P,)* 
=  4  (A*  +  A,*  +  V). 

III.     Hallar  la  distancia  minima  de  un  punto  a  un  plano.  Sean 
a^  b,  c  las  coordenadas  del  punto  y 

mx  ■\-  ny  -^^  pz  -{■  q  ^=  o 

la  ecuación  del  plano.  Para  que  sea  un  mínimo  la  expresión 

l^  =  {x-  af+{y  -  by  +  {z-  c)\ 

según  las  reglas  para  la  obtención  de  los  mínimos  relativos,  debe- 
mos igualar  á  cero  las  derivadas  parciales  de  la  expresión 

{x  —  af-^iy  —  by  +  {z^cy  +  \  {mx  +  ny+pz  +  g); 

y  tendremos  las  ecuaciones 

2{x  —  a)-{''Km  =  o,     2  {y  —  ¿)  -|-  X«  =  o,     2{z  —  c)  -{-  lp  =  o, 

á  las  qué  será  necesario  agregar  la  siguiente: 
o  =  mx  -j-,  ny  '\'  pz  -{-  q 
:=m{x  —  a)-\-niy  —  ¿)  +  ^  (^  —  c)  -{-ma-j-nb  -^  pe -\-q\ 
y  obtendremos 

"km  ,  In  \p 

2       -^  2  2 
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I  tna  -\-  nd  -{-  pe  -\- q 

'2^'^      «'  +  «'+/•      • 

Para  verificar  que  esta  expresión  representa  un  mínimo,  halle- 
mos las  derivadas  parciales  de  o*,  siendo  .r,  y  las  variables  inde- 
pendientes, y  tendremos 

—  -  =  2  (x  —  a  4-  2  {z  —  c)   ~  =  {2x  —  a)  —  —--  (z     -  c\ 
}^x  '   }^x        ^  p 

íi*í«  2m  Dr  2w* 

^*S*  2m  Dr        2w« 


Y  se  obtendrá  igualmente,  — ^  =  2  +  —j- . 

Las  expresiones  AC  —  B*  y  A  de  la  teoría  general  son 

que  son  positivas.  Habrá  pues,  un  mínimo. 

IV.  Ángulo  de  dos  tangentes.  Sea  ;p  el  ángulo  de  dos  rec- 
tas cuyos  cosenos  directores  son  respectivamente  proporcionales  á 
a,  b,  c,  y  á  ¿X,,  b^,  r,,  que  se  expresa  por  la  fórmula 

aa^  -|-  bb^  -f-  cc^ 

eos  *  =  p -,  r^_>— ---r^.^;.v¿v-_^  ,;.•  (I) 

De  esta  se  deduce 

,  (a^  +  ¿*  +  g*)  {a\  +  ¿*.  +  g.«)  -  (gfl.  +  ¿¿,  +  cc,r 

s«"  ?  -  («»  +  ¿*  +  c*)  (a\  +  ¿»,  +  f',) 

^  (¿c.  —  /:¿,)*  +  (ca,  -  g^.)*  +  (a¿.  —  ba,Y 

(cfi  +  ¿*  +  c')  {a\  +  ¿*.  --I-  c")  •  •  ' 

Para  aplicar  esta  fórmula  á  dos  puntos  P  {x, y,  z) y  P,  (x\ y\  z) 


*:d/*. 
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correspondientes  á  los  valores  /  y  í-\-dt  de  la  variable,  sustituiremos 
a,  dy  c,  tf ,,  A,,  c^  por  sus  valores  actuales  x\y\  z\  x'  +  ^\y  +  *\/, 
z'  +  Axr',  lo  que  dará 

(y  A^'  —  z'  V)*  +  («'  A^'  —  ;r'  Ar')*  +  . . . 

con*  2i  ^—  " 

^^"  •     (y"  +y* + ir")  [(^r'  +  n^y  +  (y  +  a/)]*  + ... 

Podemos  despreciar  en  el  denominador  las  cantidades  infinita- 
mente pequeñas  '^x,  Ay,  Aí  y  sustituirlas  en  el  numerador  por  sus 
valores  aproximados,  x'dt,y"dt,  z'dt,  lo  que  dará  (7). 

.V  +  B*  +  C' 

Y  puesto  que  2»  y  sen  3»  difieren  en  un  infinitamente  pequeño 
de  tercer  orden,  tendremos 

_F.V+_B*3-C'» 

*  ~  x'-'-^y^^-z'^ 

Observación,  De  esta  fórmula  resulta  la  expresión  de  la  curva- 
tura bajo  la  forma 

^  _     f.V  +  B*  +  C*    ^  I 

~  títy  ~  U'*  +  y*  +  é:'*V  =  *  ~  7 

designando  s  el  radio  del  círculo  osculador. 

V.  Ángulo  de  un  plano  con  una  tangente.  Sean  el  plano 
osculador  en  {Xy  y,  z)  correspondiente  al  valor  t  de  la  variable  in- 
dependiente y  la  tangente  correspondiente  al  valor  /  -|-  dt. 

Llamando  í)  á  dicho  ángulo,  tenemos 

A_(:r'  +  A^r')  +  B  (y  +  Ay)_+  C  (r'  +  A^') 


Podemos  despreciar  A-r',  Ay,  Ajsr'  en  el  denominador  y  sustituir 
estas  cantidades  en  el  numerador  por  sus  valores  aproximados 

x"dt-\--x'^d^y    fdtJ^-fdCy 
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y  observando  que  se  tiene 

Ax'  +  By  +  Ce'  =  o,     Ax"  +  ...  =  o,     Ax''  +  ...  =  D, 
resultará 

_l_ D  xkds* 

^  ~  2  /a»'+b"*4-'c«  /P»"+7''-h7*     ~  ~2~' 

siendo  i  =  — ,  siendo  ^  el  ángulo  límite  de  las  dos  rectas  conside- 
radas en  el  problema  anterior. 

VI.     Distancia  de  un  punto  á  una  tangente.     Este  problema 
es  el  I,  resuelto  para  el  punto  («j,  a,,  Og)  y  la  recta 

Pero  actualmente  el  punto  es  {x,  j/,  z)  y  la  recta  corresponde, 
como  el  punto,  al  valor  /  de  la  variable.  Tendremos  pues 

y  la  fórmula  se  reduce  á 


:=i/-^: 


^x—^  e'  ^yy  +  {z'^x  —  x'^y  +  {x'  £sy—y^xy 
sustituyendo  A;r,  A^  xrA  por  sus  valores 


sera 


,=  |/.a;+^+4'?-'_1í^.. 

[^  ;ir'* +y  * -f  ¿r'*  1.2        2 


VII.  Distancia  de  un  punto  al  plano  osculador.  Conside- 
ramos el  plano  osculador  en  x,  y,  z  y  el  punto  correspondiente  á 
/  +  ^d.  Dicha  distancia  será 

_      ^  ^^_+  ^^  —  ^  +  ^J:^  +3^  ~  -^-^  +  - 


PROPIEDADES  MÉTRICAS  DE  LAS  CURVAS  ALABEADAS  79 

Sustituyendo  A^r,  ^y,  ^  por  sus  valores  aproximados 
x'  +  dt  +  -  x"dt^  +  ^  x'^dt^  + ,   etc., 


se  tendrá 


l  =  +  -:f 


D 


á^  = 


^kds' 


2  J^  A*  +  B*  +  C* ' 

VIIL  Distancia  de  dos  tangentes.  Se  trata  de  las  dos  tan- 
gentes que  corresponden  k  t  y  k  t  -\-  dt. 

Aplicando  la  fórmula  ya  obtenida  para  la  distancia  de  dos  rectas 
(prob.  IV),  tendremos  que  sustituir 

a,  dt„  a„  A,  b,,  ¿„  a,  ttp  a„  S,  p„  Ji, 

por  sus  valores  actuales 

x\  y,  z\  X  -[-  A.r,  y  +  Ay,  ^,  +  Ajj,  ;r'  +  A^:',  /  +  A/,  jsr'  +  As:', 

y  tendremos 

^^ ±L  

(^(TAí?^:-  ¿'A7)*~+"(7A;r'  —  VÍ~¿f-^\xí!^^^y^x'y 

\x     ^x      —  x' 
de  donde  L  =     Aj/     Ay      — y 

Axr      Ajer'      —  jet' 

El  valor  principal  del  denominador  es  fÁ^  +  B*  +  C'*  dt.  Des- 
arrollando en  L,  tendremos  el  nuevo  determinante  L 

dt^                                      dt^ 
x'dt  +  x"  —  + x^'dt  ■\-x'^ h —  X' 

dt^  dt* 

ydt^r  —  + rdt  +  y-~  + -y 


2  ^         2     ' 


Y  sumando  á  los  términos  de  la  primera  columna  los  de  la  se- 
gunda y  de  la  tercera,  multiplicados  respectivamente  por dt  y 


8o  LIBRO     I.*'       CAPÍTULO    IM 

por  dt,  se  tendrá  para  L  el  valor  de 


Z'dt  +2'^  + 


Y  reduciendo  cada  término  á  su  valor  principal 

XXX 

y     y      y 


I 


h  =  —  dt' 

12 


Z 


D 


=  —  _r_  dt\ 

12 


.  ^         .  ±  D  dt'  _  ^  J^ds^  (i,. 


12 


—  y 


§  5.**     Problemas  sobre  distancias  y  ángulos 

59.  Teorema  de  Bououet.  .SV  /a  distancia  mas  corta  de  dos 
rectas  que  contienen  en  su  ecuación  un  parámetro,  es  de  orden  supe^ 
rior  al  primero,  es  por  lo  únenos  de  tercero. 

Sea  la  recta  móvil 

X  =  azJ^p,      y  =  bz-\-  q  (O 

que  depende  de  un  solo  parámetro,  y  sean 

.r  =  (^  +  A^)  £:  +  /r  4.  AA    y=(b-\-  lb)Z-^q^íiq     (2) 

las  ecuaciones,  de  una  recta  infinitamente  próxima.  La  distancia 
más  corta  se  expresa  por 


//  = 


A¿xA^  —  AAA/ 


\\a^  +  tJ)"  +  (atJ)  +  bt¡iaf 


(*)    C.  Jordán   Cour»  d'Analjfte,  t.  I,  pags.  462-06. 
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Sustituyendo  por  ^a  y  \&  sus  valores 


la  =  da  +  -d*a  + ,     A*  =  d*  +  -  rf«*  + 

'2  2  ' 


tendremos 

(dadq  —  dbdq)  4-  -  {d^adq  -f  dad^q  —  d^bdp  — • 

~  fd^"^W^la<^^'ddf 

Si  h  es  de  orden  superior  al  primero,  dadq  —  dodp  es  nulo. 
Pero  el  segundo  grupo  escrito  entre  paréntesis,  en  el  numerador, 
es  la  diferencial  del  primero,  que  será  nulo  al  mismo  tiempo  que 
éste;  luego  //  es  de  orden  superior  al  segundo. 

Recíprocamente:  5/  la  distancia  más  corta  de  dos  generatrices 
de  una  superficie  reglcula  es  de  orden  superior  al  primero^  estas  gene- 
ratrices serán  tangentes  á  una  misma  curva. 

Si  identificamos  las  ecuaciones  (i)  con  una  tangente 

dx  dy 

tendremos 

dx  dy  dx  dy 

Para  que  estas  ecuaciones  sean  compatibles,  se  necesita  que 
exista  entre  ellas  una  condición  independiente  ^^  -,-  y  ^ ;  y  eli- 
minando estas  cantidades,  se  tendrá 

p=z  X  —  az,       q  =^y  —  bz 

ó  dp  =^  dx  —  cuiz  —  zda^       dq=^dy  —  bdz  —  zbd, 

Pero  dx^=adz,       dy  =  ddz\  luego 

dp,db  —  da,dq^=  o. 

Esta  es  la  condición  para  que  la  distancia  de  dos  generatrices  sea 
de  orden  superior  al  primero. 

Observación.  El  plano  que  pasa  por  una  tangente  paralela- 
mente á  una  tangente  infinitamente  próxima,  se  halla  siempre  á 

6 
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una  distancia  de  segundo  orden  de  esta  generatriz;  y  por  consi- 
guiente toca  al  lugar  de  las  tangentes  á  lo  largo  de  una  de  ellas. 

60.  Serie  DE  RECTAS.  Podemos  establecer  geométricamente  que 
I ."     Si  la  distancia  w  de  dos  rectas  consecutivas  cualesquiera  de 

una  serie  es  un  infinitametite  pequeño  de  orden  superior  al  primero,  las 
rectas  de  esta  serie  son  las  tangentes  de  una  misma  linea  del  espacio. 
En  efecto,  considerando  la  superficie  reglada  S,  cuyas  genera- 
trices son  las  rectas  de  la  serie  dada;  siendo  el  ángulo  w  de  dos 
generatrices  consecutivas  de  primer  orden,  y  su  distancia  más  corta 
de  orden  superior  al  primero,  el  parámetro  de  distribución  de  los 

planos  tangentes  á  lo  largo  de  cada  generatriz  k  =  \\m  —  es  infinito. 

La  superficie  tiene  el  mismo  plano  tangente  á  lo  largo  de  cada 
generatriz,  y  coincide  con  la  superficie  desarrollable  que  sería  la 
envolvente  de  estos  planos  tangentes.  Además,  las  rectas  de  la  serie 
dada,  cada  una  contenida  totalmente  en  la  superficie,  coinciden  con 
las  tangentes  de  su  arista  de  retroceso. 

También  podemos  considerar  la  línea  de  estricción  00'  de  S, 

considerando  las  dos  generatrices  infinitamente  próximas  que  cortan 

á  esta  línea  en  O,  O';  y  sea  00,  su  menor  dis- 

N^ ^     tancia.  Por  ser  esta  última  línea,  al  menos  de  se- 

"'l  ^  gundo  orden,  se  concluye  mediante  el  triángulo 

{Vj^r^^^I^I^""',    rectángulo  00,0',  ó  que  la  cuerda  00'  de  la 

Figura  37  ^^TíQdi  de  cstricción  cs  de  segundo  orden,  ó  que 

permaneciendo  de  primero,  el  ángulo  que  forma 

en   O'  con  la  generatriz  O'G'  es  infinitamente  pequeño.  De  esta 

segunda  hipótesis  se  deduce  inmediatamente  que  las  generatrices 

son  tangentes  á  la  linea  de  estricción  00',  que  se  convierte  en  la 

arista  de  retroceso  de  la  superficie.  La  primera  hipótesis  conduce  á 

que  la  línea  de  estricción  se  reduce  á  un  punto,  y  la  superficie  á  un 

cono  cuyo  vértice  es  este  punto. 

61.  Aplicación  A  las  tangentes  á  una  curva.    Sean  las  ecua- 
ciones de  una  tangente  cualquiera  á  una  curva 

X  -  X  =  ^-  (Z  -  ir ),       Y  -y  ^  -J-  (X  -  x\ 
dz  dx 
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Tendremos  en  este  caso 

dx  dy  dx  dy 

dz  dz  dz       ^      -^  dz 

Tomemos  z  por  la  constante  que  determina  la  posición  de  la 
recta  y  de  la  cual  son  x  k  y  funciones.  Esto  sentado,  tendremos 


da       d'x 

dz  ~  dz*  ' 

db  -     d*y 

dz  ~  dz*  • 

rfa              d*x 
dz            ^  dz*' 

¿P            .   d*y 
dz~      ^  dz* 

luego  dadt.  —  dbd^  =  o; 

luego:  Por  lo  general^  en  toda  curva  alabeada  la  distancia  más  corta 
de  dos  tangentes  y  infinitamente  próximas  es  un  infinitamente  pequeño 
de  tercer  ordcn^  si  la  distancia  de  los  dos  puntos  de  contacto  es  de 
primero, 

§  6.**     Órdenes  de  contactos 

62.  Contacto  de  las  curvas  alabeadas.  Definición.  Dos 
cui'vas  alabeadas  que  pasan  por  un  punto  M  tienen  en  este  punto 
un  contacto  de  orden  «,  si  considerando  una  secante  PP'  común  á 
estas  dos  curvas,  trazada  en  la  proximidad  de  M,  la  parte  PP'  de 
secante  comprendida  entre  las  dos  curvas  es  de  orden  n  +  i  con 
relación  á  las  distancias  MP  ó  MP'. 

Suponerse  que  MP  y  MP'  son  de  igual  orden,  equivale  á  supo- 
ner que  PP'  no  es  paralela  á  la  tangente  en  M  á  una  de  las  dos 
curvas.  Y  como  se  vio  en  Geometría  plana,  el  orden  de  PP'  no  de- 
pende de  su  orientación. 

Sean  x,y,  z  ó  x^,  y^,  jsr,  las  coordenadas  del  punto  M,  según 
que  se  le  considere  en  la  primera  ó  en  la  segunda  curva.  Las  coor- 
denadas de  un  punto  P  próximo  al  M,  serán 

X  +  ^x,  y  +  ^y,  z  +  ^z,  ,..,    x,  +A;r,,  ^,  +  V»,  jsr,  +  A^,,  ... 

Y  para  que  exista  un  contacto  de  orden  «,  será  necesario  que 
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PP'  Ó  SUS  proyecciones  ^x  —  A;r,, sean  por  lo  menos  de 

orden  n-\-  i  (ó  una  de  ellas  por  lo  menos). 

Pero  es  necesario,  en  estas  condiciones,  que  la  variable  inde- 
pendiente sea  tal,  que  PP'  no  sea  paralela  á  la  tangente  á  una  de 
las  dos  curvas.  Se  podrá  tomar,  por  ejemplo,  x  =  x^  por  variable 
independiente  y  los  puntos  P  y  P'  se  obtendrán  cortando  á  las  dos 
curvas  por  un  plano  paralelo  al  yz.  Y  puesto  que 

^x  —  A;r,  =  dx  —  dx^  +  -  {d*x  —  d''x^)  + , 

^y  -  ^y^  =  dy  —  dy^  +-  {dy  —  rf*j/,)  + , 

\z  —  AáTj  =  dz  —  tífár,  -\ —  {d^z  —  d*Zi)  + , 

las  condiciones  de  un  contacto  de  orden  n  serán 

dx  —  dx^  =  o,     d^x  —  d^x^  =  0,     ,     (í^x  —  (í^x^  =  o, 

dy  —  dy^  =  o,     d^y  —  rf*j/,  =  o,     ,     d^y  —  d^y^  =  o, 

dz  —  ¿8r,  =  o,     d^z  —  d^z^  =  o,     ,     d^z  —  ¿**£r,  =  o. 

Cuando  se  toma  x  =  x^  por  variable  independiente,  se  tiene 

dx  =  o,  ¿r,  =  0,     ,     tíf*.r  =  o,     d'*x^  =  o; 

y  las  condiciones  escritas  en  la  primera  línea  quedan  satisfechas; 
luego  son  necesarias  2«  condiciones  para  que  exista  el  contacto  de 
de  orden  n. 

Teorema  1.  Dos  curvas  tienen  un  contacto  de  orden  n,  cuando  sus 
proyecciones  sobre  un  plano  cualquiera  tienen  un  contacto  de  orden  n, 
y  reciprocamente. 

En  efftcto,  la  distancia  PP'  an-iba  considerada,  es  de  igual  orden 
que  su  proyección,  siempre  que  ésta  no  se  efectúe  sobre  un  plano 
normal  á  las  dos  curvas. 

Teorema  II.  Dos  curvas  tienen  un  contacto  de  orden  n  cuando 
son  limites  de  dos  curvas  variables  que  se  cortan  en  n-^-  \  puntos 
coincidentes. 
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En  efecto,  las  proyecciones  de  las  dos  curvas  tienen  un  con- 
tacto de  orden  «,  teniendo  MP  y  MP'  la  misma  posición  límite, 

sen  M      sen  P 
puesto  que  en  el  triángulo  MPM'  se  tiene:  —¿^7-  =  irrsr  >  siendo 

rr  Mr 

P  finito  por  hipótesis  y  M  nulo  en  el  límite,  cuando  PP'  es  de  se- 
gundo orden. 

63.  Contacto  de  las  curvas  y  de  las  superficies.  Una 
curva  tiene  con  una  superficie  un  contacto  de  orden  n  en  el  punto 
común  M,  cuando  una  recta  PP',  próxima  á  M,  encuentra  á  la  su- 
pei-ficie  en  puntos  P  y  P'  tales,  que  PP'  sea  de  orden  «  -{-  i.  Supo- 
niendo que  PP  no  sea  en  el  límite,  ni  tangente  á  la  curva  ni  á  la 
superficie,  se  prueba  que  esta  definición  es  independiente  de  la 
orientación  de  PP'. 

Para  hallar  las  condiciones  de  contacto  de  orden  n  de  una 
curva  y  de  una  superficie,  supondremos  que  el  eje  de  las  z  no  sea 
paralelo  ni  á  la  tangente  en  M  á  la  curva,  ni  al  plano  tangente  en 
M  á  la  superficie.  El  cilindro  que  proyecta  la  curva  sobre  el  plano 
xy,  corta  á  la  superficie  según  una  curva  que  debe  tener  con  la 
propuesta  un  contacto  de  orden  n,  porque  la  distancia  de  dos 
puntos  de  estas  curvas,  contada  paralelamente  al  eje  de  las  xr,  es  de 
orden  «  -(-  i,  y  recíprocamente.  Sean  pues 

x  =  ^{z),      ^=^(£r),      /(^,^)  =  o  (I) 

las  ecuaciones  de  la  curva,  y 

F  (;r,  ^,  ^)  =  o  (2) 

la  de  la  superficie.  Para  asegurar  el  contacto  de  orden  «,  bastará 
expresar  que  las  curvas 

F  =  o,    /=o        y        X  =  ^  (x),    y  =  ^\  {x) 

tienen  un  contacto  de  orden  «.  Con  este  objeto,  se  expresará  que 

los  valores  de  dx,  dy^dz, ,  deducidos  de  las  ecuaciones  de  la 

curva,  propuesta  son  los  mismos  que  los  que  se  deducirían  de 
F  =  o  y  /=  o.  Para  expresar  estas  condiciones,  se  puede  dife- 
renciar n  veces  F  =  o  y  /=  o,  sustituyendo  x,y,  z,  dxy  dy, 

por  sus  valores  sacados  de  ,r  =  cp  {z),  ^^  =  •}  (z)\  pero  entonces 
/=  o,  df=^  o, dan  identidades;  y  las  condiciones  de  contacto 
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de  orden  ;/  son  que  las  ecuaciones 

K  =  o,    //F  =  o,     rf"F  =  o 

se  verifiquen  cuando  se  sustituyan  x^y^  z  por  sus  valores  deduci- 
dos de    X  =  yí.r),  J'=  'l{^^^- 

'Wa  >kkm a.  Si  una  cur-ca  variable  defonna^  encuentra  á  una  su- 
perficie en  n  4-  í  puntos^  y  tetiictido  en  cuenta  la  variación  de  ciertos 
parámetros,  dichos  puntos  llegan  á  confundirse  en  uno  solOy  la  curva 
y  la  superficie  tendrán  un  contacto  de  ordeti  n. 

ICn  efecto,  si  se  proyecta  la  curva  sobre  la  superficie,  con  auxi- 
lio de  proyectantes  pándelas  á  una  dirección  fija,  se  obtendrá  una 
curvíi,  que  en  el  límite,  tendrá  un  contacto  de  orden  n  con  la  pro- 
puesta, porque  tiene  evidentemente  con  ésta  n-^-  i  puntos  comu- 
nes que,  en  el  limite,  terminan  por  confundirse  con  uno  solo  si- 
tuado en  la  superílcie. 

64.  Osn  i.Ac 'h')N.  Dos  curvas  son  osculatrices  y  una  curva 
es  osculatriz  de  una  superficie,  cuando  el  orden  de  su  contacto  es 
lo  niíis  elevado  posible,  según  el  número  de  parámetros  arbitrarios 
que  contienen  sus  ecuaciones  respectivas. 

Pueden  además  dos  curvas  i)  una  curva  y  una  superficie  tener 
accidentalmente  un  contíicto  más  elevado  que  el  que  se  debiera  es- 
perar, según  el  número  de  parámetros.  Entonces  hay  sobreosculcLción. 

65.  \'am:aci(')n  dk  ai.ounos  infinitamente  pequeños.  DiS' 
tanda  de  un  punto  de  una  curva  á  la  tange^ite  trazada  por  un  punto 
infinitamente  próximo.  Siendo 

X  —^  ^  Y  -_y  _  Z  —  z 
dx  dy  dz 

las  ecuaciones  de  la  tangente,  la  distancia  //  del  punto  Lv  -(-  \x, 
y  -j-  Ar,  z  A  z'\  á  ésta  será 

.  \{í^zdy  —  ü^ydzf  4-  {Lxdz  —  ^zdx)^  -f- 

""  \dx^^dy''-\-dz' 

Sustituyamos  Ar,  A/,  A¿r  por 

d^x   ,    d'x    ,  ,         d^y  ^         d^z  "^ 
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y  despreciando  los  términos  de  orden  superior,  tendremos 

1  ds^ 

es  decir,  //  =  — —\  la  cantidad  A  es  de  segundo  orden. 

2  K 

Distancia  de  un  punto  de  una  curva  al  plano  osculador  trazado 
por  un  punto  infinitamente  próximo.  Tenemos 

(X  —  x)  [dzd^y  —  dyd^z)  + 

ó  A  (X  —  x)  +  B  (Y  —y)  -\-C(Z  —  z)  =  o. 

La  distancia  del  punto  x  -}-  Ar,  y  -\-  ^y,  z  -\-  Iz  al  plano  se 
expresa  por  la  fórmula 

^^  AA-r  +  BAj  +  CAi? 
""     r  A^  +  B*  +  C* 

y  siendo  \dx  +  ^dy  -}-...  =  o,  \d*x  +  l^d^y  +  . . .  =  o,  si  susti- 

dKx 

tuímos  ^x  por  dx  -^   -    +  •  ••  >  ^tc,  se  tendrá 

_  \d^x+^d^y^  Cd^z 
~     6  f^V  +  B"* +"0"»    ' 

y  en  virtud  de  expresiones  conocidas  será  íinalmentc 

A  ^_   ds^ 


6  ds"       6TR 

66.  Diferencia  entre  un  arco  v  su  cuerda.  Empleando  las 
mismas  notaciones  y  expresiones  de  Ar,  A/,  Axr,  llamando  c  á  la 
cuerda,  y  sumando  los  cuadrados  de  las  tres  diferencias,  será 

c«=  rfjí  _|_  {dxd^  't-+ ...)  +  -  {dxd'x  4-  . . .)  4-  -  {d^x-  +  ...}, 

prescindiendo  de  los  términos  superiores  al  cuarto  orden.  Diferen- 
ciando dos  veces  la  expresión 

dx'  '\'dy^  +  dz'-  =  df\ 
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y  haciendo  sustituciones,  se  llegará  á 

i   ds*  ,  ,  I   ds* 

c«-rfí»  =  ~~—     ó      {c-{-ds){c  —  ds)=-  —  -^,. 

Sustituyendo  C  +  ds  por  2ds,  llegaremos  á 

I   ds* 

La  diferencia  buscada  es  por  consiguiente  de  tercer  orden. 


§  7.**     Fórmulas  de  Serret  ó  de  Frenet 

67.  Triedro  móvil.  La  tangente,  la  normal  principal  y  la 
binormal  forman  un  triedro  trirectángulo.  El  eje  de  las  x  se  podrá 
considerar  como  fijando  la  dirección  de  la  tangente  en  sentido  po- 
sitivo, así  como  el  eje  de  las  j/  y  el  de  la  normal  principal  y  el  eje 
de  las  z  representará  en  sentido  también  positivo  la  dirección  de  la 
binormal.  Este  triedro  se  considerará  en  cada  punto  de  la  curva, 
y  el  triedro  móvil  podrá  siempre  llevar  á  la  coincidencia  con.  el 
triedro  fijo  (fig.  35). 

Los  ejes  móviles  se  determinan  por  los  cosenos  de  los  ángulos 
que  forman  con  los  ejes  fijos.  Las  relaciones  de  los  nueve  cosenos 
se  reducen  á 


a^j^a'^  +  a''^  i 


aa'  +  bb'  +  cc'  =  0 
ab  +  a'b'-^-a'b'^^o 


abe 
a'  b'  c' 
a"     b"     c" 


juntamente  con  las  que  pueden  obtenerse  mediante  las  permuta- 
ciones circulares  efectuadas  sobre  las  letras  ó  sobre  los  índices. 

68.     FóRxMULAS  de  Serret-Frenet.     Vamos  á  establecer  las 
fórmulas  que  expresan  las  derivadas  de  los 'cosenos  de  las  tres 
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direcciones  principales  mediante  los  mismos  cosenos  y  los  radios 
P  y  T  de  primera  y  de  segunda  curvatura. 

Expresemos  por  a,  P,  y,  por  /,  i«,  «  y  por  ^,  u.  y  v  los  ángulos 
que  forman  respectivamente  con  los  ejes  la  tangente,  la  normal 
principal  y  la  binormal.  Y  veremos  que,  desde  luego,  tres  de  las 
■fórmulas  resultan  de  las  (i),  pág.  89.  Así  tenemos 

rfcosa      eos/      rfcosP       eos  w      ¿eos y       eos;/ 

ds  p'         ds  p*        ds  z     '      ^ 

Derivando  con  relación  á  j  la  ecuación 

COSaCOSX-{-COSPcOSu.-f-COSYCOS^  =  0  y  COS'^X-f  COS*(JL-|-COS*v=I 

tendremos 

d  eos  X  d  eos  UL  d  eos  v 

^^^ ""  ~dr~  "^ ^^^^  ""¿T"  "*"  ^"^^ ^  ~dr  ^  ^'    ^^^ 

d  eos  A  d  eos  fx  d  eos  v 

eos  X  — j h  eos  a  — j h  eos  V  — - —  =  o.       (3) 

ds  '       ds  ds  ^ 

Combinando  la  (2)  y  (3),  resulta 

d  eos  X    d  eos  \l    d  eos  v 


ds     '      ds      '     ds 
Por  consiguiente 
rfcosX 


=  eos  / :  eos  m  :  eos  n. 


ds 

d  eos  fi 
ds 

d 


=  ±  eos  / 


=  -f  eos  m 


-1  ¡id  eos  X\*        fd  eos  [jl\*    ,    (d  eos  vV 

r^l~¿7";  +l-rfr"v  +l~^~j 

-1  fideos  X\*    ,    /rf  eos  !x\«        /rf  eos  v\* 


^-  =  .  COS.  |/(í--)-  +  (^^--f  +  f-^)- 

y,  dejando  por  ahora  indeterminado  el  signo,  tendremos 

¿eos  X       eos  /      d  eos  p.       eos  m      d  eos  v       eos  n 
"¿T"  ^  ~Y~'    ~dr^  ^  "T~'    ~d~  ^  T~     ^"^^ 
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Completaremos  las  fórmulas  (i)  y  (4)  con  las  relativas  á  los 
cosenos  de  la  normal  principal,  observando  que  se  tiene 
eos  /  =  eos  Y  eos  —  jjL  eos  p  eos  V. 

Si  derivamos  esta  ecuación  con  respecto  á  s,  en  virtud  de  (i) 
y  (4)  resultará 


d  eos  /       I 

— 3 —  =  -  (eos  n  eos  a  —  eos  m  eos  v) 
as            z 

-p  ~  (eos  y  eos  ni  —  eos  ^  eos  n)  = 

eos  a 

eos  \ 

p 

T     • 

Heuni.omos  las  fórmulas  en  el  siguiente 

cuadro: 

d  eos  a       eos  /     d  eos  ^       eos  m 

d  eos  Y 
ds 

eos  w 

ds      ~     r            ds      ~      ^,      ' 

■        s      ' 

d  eos  /       eos  a       eos  X       d  eos  m 

eos  p 

eos  ji. 

ds     ~      ^^             T    '          ds      ~~ 

? 

T    ' 

d  eos  k       eos  /      d  eos  jx       eos  m 

rf  eos  V 

eos  n 

ds  T    '        ds  T     '        ds  T     ' 

que  son  las  fórmulas  de  Frenet,  más  conocidas  con  el  nombre  de 
Serret. 

69.  Empleo  de  la  representación  esférica.  Estas  investi- 
gaciones se  facilitan  empleando  la  representación  esférica  de  Gauss, 
como  lo  hace  el  Sr.  Apell  en  su  obra  Eiemcnts  d'Analyse. 

Así,  para  valuar  la  variación  continua  de  la  dirección  de  la  tan- 
gente M/  considera  la  esfera  de  radio  i  cuyo  centro  es  el  origen 
de  coordenadas,  trazando  por  O  un  radio  O  A,  pa- 
ralelo á  MA  Al  describr  el  punto  M  la  curva  ala- 
beada en  el  sentido  de  los  arcos  de  M,  la  recta 
describe  el  cono  director  de  las  tangentes  y  el 
extremo  del  radio  OA  describe  en  la  esfera  una 
curva  A„A,  cuyo  arco  a,  tomado  en  sentido  posi- 
tivo, es  la  dirección  de  A^A,;  y  este  arco  medirá 
la  variación  continua  de  la  tangente  desde  M^/^ 
At  =  are  MM ,  en  la  curvea  alabeada  corresponde 
A^j  ==  are  A  A,  en  la  curva  esférica.  Y  tendremos  que  la  cuiTatura 


PROPIEDADES  MÉTRICAS  DE  LAS  CURVAS  ALABEADAS  Ql 

media  es  — ,  la  curvatura  en  M  es  -7-  \'  el  radio  de  curvatura  en 
\s  as 

dicho  punto  R  =      . 
a<s 

Para  obtener  la  torsión  y  el  radio  de  torsión  se  repite  la  cons- 
trucción con  la  variante  de  que  los  radios  de  la  esfera  sean  parale- 
los á  la  binormal.  Correspondiendo  á  la  curva  alabeada  la  curva 
esférica  t. 

70.  Propiedades  geométricas  de  las  curvas  <j  v  a.  Para 
llegar  sencillamente  á  las  fórmulas  que  dan  la  cur\'atura  y  la  torsión, 
podemos  hacer  las  construcciones  geométricas  siguientes: 

Sea  A  F  la  tangente  á  la  curva  esférica  d  en  el  sentido  de  las  f: 
positivas.  Esta  recta  es  paralela  á  la  normal  principal  MN'  (fig.  39). 

En  efecto,  el  cono  engendrado  por  las  rec- 
tas OA  es  el  cono  director  de  las  tangentes  á 
la  curva.  El  plano  tangente  OAF  es  paralelo 
al  plano  osculador  en  M  á  la  curva.  Y  por 
hallarse  AF  en  un  plano  paralelo  al  osculador 
y  ser  perpendicular  á  la  recta  OA,  que  es  para- 
lela á  Mt,  será  paralela  á  la  normal  principal  MN'. 
Podemos  elegir  como  sentido  positivo  en  la  Figura  39 

normal  principal  el  sentido  AF. 

Consideremos  ahora  el  cono  engendrado  por  las  paralelas  B'OB 
á  las  binormales  y  á  las  curvas  esféricas,  lugares  de  los  puntos  B 
y  B'  á  las  que  trazaremos  las  tangentes  BH  y  B'  H'  en  el  sentido 
en  que  se  ha  descrito  cada  una.  Y  puesto  que  el  plano  tangente 
OAF  al  cono  <i  es  paralelo  al  plano  osculador  en  M,  la  recta  B'OB, 
paralela  á  la  binormal,  será  perpendicular  al  plano  OAF.  Se  obtiene 
pues,  el  cono  descrito  por  las  rectas  B'OB,  trazando  las  pei*pen- 
diculares  en  O  á  los  planos  tangentes  OAP"  del  cono  t. 

El  cono  obtenido  ó  cono  t,  se  llama  cono  suplementario  del 
cono  <j,  y  recíprocamente,  pues  siendo  los  planos  tangentes  próxi- 
mos OAF  y  OA,P\  del  cono  a  perpendiculares  á  las  generatrices 
OB  y  OBj,  del  cono  t,  su  intersección  01  es  perpendicular  al  plano 
BOB|.  Cuando  OA,  tiende  hacia  OA,  la  intersección  01  de  los  dos 
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planos  tangentes  tiende  también  hacia  OA;  el  plano  BOB,  tiende 
hacia  el  plano  tangente  OBH  al  cono  t;  y  puesto  que  BOB^  es  per- 
pendicular á  01,  el  plano  tangente  OBH  es  perpendicular  al  límite 
de  01,  es  decir,  á  OA. 

Las  tangentes  AF  y  BH  de  las  curvas  esféricas  <j  y  t  son  para- 
lelas, pues  AF  es  perpendicular  al  radio  OA  de  la  esfera  y  á  la  recta 
OB,  perpendicular  al  plano  OAF;  luego  AF  es  perpendicular,  asi 
como  BH  al  plano  AOB.  Dichas  rectas  son  pues,  paralelas.  Podemos 
en  fin  suponer  que  son  de  igual  sentido,  habiéndose  trazado  4as 
tangentes  en  el  mismo  sentido  de  descripción  de  las  curvas.  Siendo 
B  y  B'  simétricos  con  relación  á  O,  las  dos  tangentes  BH  y  B'H' 
son  paralelas  y  de  sentidos  contrarios. 


§  8.°     Aplicaciones  de  las  fórmulas  de  Serret 

71.  Envolvente  de  los  planos  osculadores.  Designaremos, 
para  mayor  sencillez,  por  ¿z,  ¿,  c\  a\  b\  c'\  a",  b",  c"  los  cosenos  di- 
rectores de  la  tangente,  normal  principal  y  binormal  de  una  curva 
alabeada.  Podremos  representar  el  plano  osculador  por 

a"  (X  —  x)  +  b"  (Y  —y)  +  c"  iZ  —  z)  =  o.  (D 

Para  obtener  su  envolvente  diferenciaremos,  y  tendremos 

da"  f^         .        dx         , 

-.-  (X  —  ^)  —  —  ^"  4. =  0. 

ds  ds         ' 

dx 
Sustituyendo  —  por  ¿z,  . .  . . ,  y  en  virtud  de  las  fórmulas  de 

da'        a' 
Serret  que  dan    -j-  =  ;^ ,  ;  y  por  ser  aa"  -\-  bb"  -\-  ce"  =  o, 

tendremos 

a!  (X  —  x)  +  b'  (Y  —y)  +  c  {Z    -  c)  =  o,  (2) 

ecuación  de  un  plano  perpendicular  á  la  normal  principal,  que  corta 
al  plano  osculador  según  la  tangente  á  la  curva,  que  es  la  caracte- 
rística de  la  envolvente. 
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Diferenciando  la  ecuación  (2),  se  tendrá  la  arista  de  retroceso 
de  la  envolvente 

da*                      dx 
_(X_.)_-«'  + =  0. 

dx  da 

Y  por  ser,  —=^a,     aa*  -\-  bb'  -h  00'^=-  o,  si  se  sustituye  -7-  por 

(a       a"\ 
su  valor  —  I  p  **"  t"  j»  deducida  de  las  formulas  de  Serret,  tendremos 

(a        ar\  (b         b'X 

que,  en  virtud  de  (i),  se  reduce  á  la  ecuación  del  plano  normal 
a  (X  —  X)  +  b  í:S  —  y)  +  c{Z  —  z)  =  o. 

Las  fórmulas  (i),  (2)  y  (3)  dan  X  =  ;r,  Y  =^,  Z  =  ¿r.  La 
arista  de  retroceso  de  la  superficie  envolvente  de  los  planos  osculado- 
res  es  esta  misma  curva, 

72.  Envolvente  de  los  planos  normales  ó  superficie  po- 
lar. Conservando  las  mismas  notaciones,  la  ecuación  del  plano 
normal  será 

tf  (X  —  ;r)  4-  ¿  (Y  — ^)  +  ^  (Z  —  £r)  =  o.  (l) 

La  característica  de  su  envolvente  estará  dada  por  esta  ecua- 
ción y  su  diferencial 

da                          dx 
_(X-^)-^-  + =  0; 

(da       a'  \ 

y,  en  virtud  de  las  formulas  de  Serret,  I  "T"  ^^  "^  > ) 

a:  (X  —  ;r)  -f  V  (Y  -^  y)  •{•  c  {Z  -  z)  =  R,  (2) 

ecuación  de  un  plano  perpendicular  á  la  normal  principal,  situada 
á  una  distancia  R  del  punto  (x^y,  2).  Las  fórmulas  (i)  y  (2)  repre- 
sentan el  eje  del  círculo  osculador. 

Eliminando  s  entre  las  ecuaciones  (i)  y  (2),  se  obtendrá  la 
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envolvente  de  los  planos  normales,  que  se  llama  superficie  polar 
cuya  arista  de  retroceso  se  obtiene  diferenciando  la  ecuación  (2) 
lo  que  da 


T^--'^-''%- 

rfR 

ds' 

y  por  las  fórmulas  de  Serret, 

« 

(I+t)^^^-'^-'+-- 

rfR 

y  en  virtud  de  la  (i) 

a- {X  -  X) -\- b- {\  -  y)  ^- c' 

(Z 

—  Z)  =  

=  — T 


rfR 
ds' 


Figura  40 


Teorema.  Las  nxtas  polates  relativas  á 
los  diferentes  puntos  de  una  curva  alabeada 
son  las  generatrices  de  la  superficie  desarro- 
lladle llamada  superficie  polar.  La  arista 
de  retroceso  de  esta  superficie  es  el  lugar  de  los 
centros  de  las  esferas  osculatrices  de  la 
linea  primitiva,  Y  pasa  por  cada  punto  de 
la  superficie  polar  una  evoluta  de  la  linea 
primitiva,  formando  la  serie  de  estas  evo- 
lutas  una  serie  de  lineas  geodésicas  de  la 
superficie  polar. 

Considerando  una  línea  alabeada,  inscribamos  en  ésta  una  línea 
poligonal  ajiyo ...  de  lados  iguales,  y  tracemos  por  los  puntos  medios 
m,  w',...  de  estos  lados,  planos  normales  á  los  mismos.  Estos  planos 
se  cortarán  dos  á  dos  y  consecutivamente,  según  las  rectas  ¿:j,  rV,... 
respectivamente  por  perpendiculares  á  los  planos  a^y,  Pyo,...  de  dos 
elementos  consecutivos  de  la  línea  poligonal  primitiva  y  que  en- 
cuentran á  estos  planos  en  los  puntos  c,  ¿r',...  centros  respectivos 
de  los  círculos  a3y,  Pyo,...  que  pasan  por  tres  vértices  consecutivos 
de  dicha  línea;  y  las  rectas  es,  c  s\  formarán  por  sus  intersecciones 
sucesivas  una  nueva  línea  poligonal  sss",,,  cuyos  vértices  j, /,... 
representarán  los  centros  de  las  esferas  a^yo,  Pyos, . . .  que  pasan  por 
cuatro  vértices  consecutivos  de  la  línea  primitiva. 
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Tomando  ahora  un  punto  cualquiera  d  en  la  recta  es,  unamos 
dffi  que  corta  á  es'  en  d' ,  Unamos  enseguida  d'm"  que  corta  á  e's" 
en  d^^tCm"  que  corta  á  e'^s'"  en  rf'",  y  así  sucesivamente.  Y  sea  ddd",.. 
la  línea  resultante. 

La  igualdad  hipotética  de  los  lados  de  la  línea  poligonal  primi- 
tiva, la  definición  de  las  rectas  es  y  de  los  puntos  c,  conducen  á 
las  igualdades  cm  =  c*ni\  ctn  =  ¿r'w",...  y  á  las  d'nt  =  dn¿\ 
d'm"  =  d*nr, ...  y  en  fin  á  la  igualdad  de  las  inclinaciones  de  d'm' 
y  dm"  respecto  á  e'd\  de  d'tn  y  d^yíT  respecto  á  e'd", . . .  Pero  re- 
sulta, desde  luego  de  estas  últimas,  que  la  línea  dd'd!'.,.  se  transfor- 
ma en  una  reeta  por  el  desarrollo  en  un  plano  de  la  superficie  polie- 
dral  formada  por  las  rectas  es,  e's\,,.  sobre  la  qué  está  construida. 
Y  resulta  de  lo  precedente,  que  esta  misma  línea  es  una  verdadera 
cüoluta  de  mm'm"..,,  cuyos  vértices  son  los  puntos  medios  de  los 
elementos  de  la  línea  primitiva;  porque,  si  se  concibe  un  hjlo  arro- 
llado parcialmente  sobre  la  línea  í/«^'í/"...  cuya  parte  actualmente 
libre  d'"nr  llegaría  por  su  extremo  al  punto  w'";  y  si  se  desarrolla 
este  hilo,  de  manera  que  su  parte  libre  esté  dirigida  sucesivamente 
según  las  prolongaciones  de  los  lados  d'd\  dd\,..  de  la  linea  d''d'd, 
el  extremo  de  este  hilo  pasará  sucesivamente  por  todos  los  vértices 
»/*,  m\  m  de  la  línea  mm'm".,,  (Paul Serret). 

Si  pues  se  imagina  que  la  longitud  común  de  los  lados  de  la 
linea  poligonal  a^y...,  inscrita  en  la  curva,  disminuye  indefinida- 
mente y  se  pasa  al  límite,  tendremos  demostrado  el  teorema. 

73.  Envolvente  de  los  planos  rectificantes.  Sea  la  ecua- 
ción del  plano  rectificante 

{X—x)l  +  {\  '-y)fn  +  {Z—  z)n  =  o  ó  (X  —  ;r)  a'4- ...  =^  o  (i) 

Diferenciando  y  empleando  las  fórmulas  de  Serret  -r-  =    ,- 

ds        ds 

la        a'X 
=  —  I 1 — -\ ,...  tendremos  llamando  ry^  á  los  radios  de  pri- 
mera y  segunda  curvatura 
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De  las  ecuaciones  (i)  y  (2)  resultan  las  siguientes  del  plano 
rectificante 


(  a        a"\  ib        b^X 


(3) 


siendo  x  un  factor  de  proporcionalidad. 

Obtendremos  la  arista  de  retroceso,  diferenciando  otra  vez, y  será 

(ar       «"f'\    ,  (br'       b'^'\ 

(X  -  ^)  (^  +  ^)  +  (Y -^')  (^ -i- -n^) 

ícr'        c'?'\        I 

+  {Z--)(7r  +  -¡^)  +  7  =  o-  (4) 

Sustituyendo  en  (4)  los  valores  de  X,  Y,  Z  dados  por  (3),  resulta 

Y  sustituyendo  el  valor  de  x  en  (3),  tendremos  las  ecuaciones 

ar — a\       .,  br  —  ¿"c 

f^'r—r'^^  ?r  —  r? 

ecuaciones  de  la  arista  de  retroceso  de  la  superficie  desarrollable 
del  plano  rectificante. 

Observación.  La  envolvente  del  plano  rectificante  ó  la  super- 
ficie desarrollable  rectificante  debe  su  nombre  á  que  la  curva,  por 
el  desarrollo  de  la  superficie  en  un  plano,  se  reduce  á  una  recta  de 
la  superficie  desarrollable. 

Para  completar  las  aplicaciones  de  las  fórmulas  de  Serret,  repe- 
tiremos el  siguiente 

Teorema.  El  lugar  de  los  centros  de  las  esferas  osculatrices  es 
la  arista  de  retroceso  de  la  superficie  polar.  Sea  la  esfera 

(X  -  xf  H-  (Y  -yf  +  (Z  -  zf  =  R^  (l) 

Diferenciando,  tendremos 

(X  —  X)  dx  +  (Y  -^)  rfy  -f-  (Z  ~  z)  dz=^o,      \ 

^X  —  X)  d\v  -I-  (Y  -    jy)  d-y  -+-  (Z  —  z)  dz  =  ds^  >        {2} 
(X  —  X)  d'x  -\^  (Y  —y)d'}  + =  ^dsd's.     ^ 
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Estas  ecuaciones  dan  los  valpres  de  X  —  x,  \  —y,Z  —  z,  que 
sustituidos  en  (i)  dan  el  valor  de  R.  Las  tres  ecuaciones  (2)  repre- 
sentan la  arista  de  retroceso  de  la  superficie  polar.  Estas  ecuacio- 
nes son  equivalentes  á  las  tres  del  párrafo  anterior,  que  multipli- 
cadas, la  primera  por  ¿i,  la  segunda  por  a  y  la  tercera  por  a  y 
sumadas,  conducen  á  (*) 

X    -;r  =  «>- tf'T  J,    Y— jv  =  ¿'p  — rr$, 
as  as 

Z  -  z^c^i  —  ¿"Y  4  » 
as 

y  sumando  los  cuadrados,  en  virtud  de  (i),  será 
R.  =  ..  +  T.(J)'. 

Teorema.  El  plano  normal  á  la  arista  de  retroceso  de  la  su- 
perficie polar  es  paralelo  al  plano  osculador  de  la  curva  propuesta. 

Este  teorema  se  demuestra  considerando  las  cantidades  a^, 
¿,,  a\, análogas  ka,  ¿, T;  pero  relativas  á  la  arista  de  re- 
troceso de  la  superficie  polar;  y  puesto  que  el  plano  normal  de  la 
curva  propuesta  es  el  plano  osculador  de  la  arista  de  retroceso  de 
la  superficie  polar,  será 

a-,  =  «,     b\^b,     c\  =  c.  (I) 

Diferenciando,  y  aplicando  las  fórmulas  de  Serret,  se  tendrá 

a  \  a  b  ^  b  c  \  c' 

—  ds^  =  —  ds,      --  ^^i  =  -ds,     -=r  ds^  =  -  ds\         (2) 

y  elevando  al  cuadrado  y  sumando,  será  -=,-  =  — . 

Multiplicando  las  dos  últimas  ecuaciones  (2)  y  las  dos  últimas 
ecuaciones  (i),  tendremos 

b\c\  —  c\b\    ,          b'c  —  cb     .       .      ^1    .  a'  ^ 
77. ds,  = ds,     o     —  ds,  =  —  —  ds. 

1 1  ?  A  1  9 

Y  en  virtud  de  (3),       ¿x,  =  —  a\     ¿,  =  —  b\     t:,  =  —  c\ 


\*)   Póngase  p  por  R  en  las  fórmulas  de  la  páfir.  96. 
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74.  Aplicaciones  á  la  hélice  cilíndrica.  Tenemos  que 
MP  =  £r,  AP  =  au,  siendo  Z,  AOP  =  «  y  a  e\  radio,  o  el  ángulo 
PMA.  Por  consiguiente, 

x  =  acosu,    j==íxsen«,     z  =  au  coi  h     (i) 

los  parámetros  u  y  u  +  2-k  corresponden  á  los  mis- 
mos valores  de  x  éy,  de  manera  que  h  =  2a-K  cot  ó, 
siendo  k  el  paso  de  la  hélice. 
Eliminando  «,  resultará 


Figura  41 


(£rtgo\                      /^tgo\ 
I,  j— asenl I. 


Consideremos  las  ecuaciones  (i),  y  diferenciando,  tendremos 
dx  =  —  a  sen  udu^       dy  =^  a  eos  udu,  dz  =  a  cot  o  du 

d^x  =  —  tf  eos  udu^,     dy  ==  —  a  sen  «rf«*,     d^z  =  o 
d^x  =  a  sen  udu:\  dy  =    -  a  eos  udu^,     d^z  =  o 


y  obtendremos      ds  = 


adu  au 

-,     s  = (cuando  «=o,  ^=o). 

sen  o  sen  o 


dx     ^       dy  dz 

Y  de  a  =  --,  p  =  --,  y  =  -j-  resulta 

¿y  rfj     *        ds 

a  =  —  sen  «  sen  o,  p  =  —  sen  u  sen  o,  v  =  eos  o 

dcL  =  —  eos  u  sen  oí/«,     a? ^  =  —  sen  u  sen  B  rf«,     oy  =  o. 

Y  en  virtud  de  la  expresión  del  ángulo  de  contingencia 


I 


sen* 


/  =  —  eos  u,       m  = 
>.  =  eos  o  sen  «,     y.  = 


rfs  =  o, 

sen  «, 

eos  u  eos  0^ 


í/X        /       dit.        nt      d^ 
y  por  las  fórmulas       J~  ==  7»    ~>"  =  r  > 


«  =  o; 

V  =  sen  ^ 


sera 


I 
R 


ds 

I  d\ 
I  ds 


ds 

i 


ds        }' 
sen  o  eos  o 
a 


Las  ecuaciones  del  plano  normal,  del  plano  rectificante  y  del 
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plano  osculador  son 

X  sen  «  —  Y  eos  «  —  cot  o  (Z     -  au  cot  o)  =  o, 

X  eos  «  +  Y  sen  u  =  a       ó       X^  +  \y  =  d*, 

X  sen  u  —  Y  eos  «  +  Z  tg  5  —  au  =  o. 

Las  ecuaciones  de  la  tangente,  normal  principal  y  binormal  son 

X  =  tf  eos  u   "  V  sen  u  sen  o,     Y  =  ¿x  sen  u  -^  v  eos  «  eos  í, 

Z  =  a«  cot  í  +  z^  eos  ^; 

X  =  (tf  —  z;)  eos  «,     Y  =  (a  —  z;)  sen  «,     Z  =  ¿x «  cot  B; 

X  =  a  eos  u  +  V  eos  5  sen  «,     Y  =  a  sen  i^  —  z;  eos  B  eos  «, 

Z  =  aií  cot  o  +  z;  sen  B. 

Las  coordenadas  del  centro  de  curvatura  son 
X  =  -  -  a  eos  u  cot*  o,     Y  =  —  a  sen  u  cot*  o,     7^  =^  au  cot  í. 

Teoremas.  i.°  La  tangente  forma  con  el  eje  de  las  Z  un  án- 
gulo constante  5  y  la  binormal  un  ángulo  constante  90® — o.  2.^  La 
normal  principal  es  la  perpendicular  trazada  desde  un  punto  del 
cilindro  hasta  el  eje,  ó  el  plano  reetiñcante  es  tangente  al  cilindro. 
3.**  La  torsión  es  constante.  4.°  El  radio  de  la  esfera  oseulatriz  es 
igual  al  radio  de  curvatura.  5.**  El  centro  de  curvatura  coincide 
con  el  centro  de  la  esfera  oseulatriz,  y  el  lugar  de  los  centros  de 
curvatura  es  una  hélice. 

También  podemos  partir  de  las  fórmulas 

// 
;r  =  r  eos  v,    ^  =  r  sen  íp,     z  =  —  ^, 

y  tendremos: 

Tangente.     Las  ecuaciones  de  la»  tangente  son 


X     -X 

\~y 

Z 

—  e 

dx 

-      dy 

de 

X  —  x 

\-y 

Z 

—  e 

—  r  sen  0 

rcosf 

h 

2íc. 
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El  ángulo  o  que  forma  la  tangente  con  la  generatriz  del  cilindro 
es  constante.  En  efecto,  se  tiene 

A :  27r  r 


eos  6  = 


sen  h  = 


f'+l 


tgO-=- 


2ícr 


cot  o  = 


h 


Plano  osculador.     Su  ecuación  es 
X  —  r  eos  íp        Y  —  r  sen  ^ 


—  r  sen  3. . 

—  r  eos  3» 


reos  cp 
—  r  sen  o^ 


2irr 


Z ? 

27Ü     * 


h_ 

211 
O 

A 

27: 


=  O, 


n                       n                      i          ^     \   ^ 
es  decir,    --  r  X  sen  í& r  Y  eos  ^  +  [Z 3»ir*  =  o 

27:  '27:  ^         \  27:   ^/ 

/  //       \27:r 

O  también     X  sen  3,  —  Y  eos  íp  H-  I  Z cp  I =  o. 

Si  se  hace  Z  =  o,  la  ecuación  de  la  traza  con  el  plano  xy  será 

X  sen  ^  —  Y  eos  ^  —  ro  =  o. 
Su  envolvente  estará  dada  combinando  esta  ecuación  con 

X  eos  ^  ^-  Y  sen  s.  -  -  r  =  o,  lo  que  da 


X*  +  Y-  =  r^(i  +  f)       ó 
Luego  la  ecuación  de  la  envolvente  es 


^  =  -  FX*  +  Y'»  -  f-. 


X  eos 


IX*  +  Y'  —  r^ 


.,         ^X*  +  Y*— r* 

\  sen    — =  r, 

r 


El  ángulo  que  el  plano  osculador  forma  con  el  plano  de  la  base 
del  cilindro  es  constante,  porque  el  coseno  de  este  ángulo  es 


27:r 
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Forma,  por  consiguiente,  el  ángulo  6  con  la  generatriz  del  ci- 
lindro. El  plano  osculador  corta  al  eje  del  cilindto  á  la  altura  del 
punto  en  que  es  osculador,  porque  para  X  =  o,  Y  =  o,  se  tiene 


Z  = 


h_ 
21: 


Radio  de  curvatura,  arco,  radio  de  torsión.     Tenemos  que 
rfAT  r=  —  r  sen  ^  d^,     dy=^r  eos  rf^ ,     dz  =  —  d-^ 


27C 


luego 
Además 


d^x  =  —  r  eos  í.  rf'f *,     d^y  =  —  r  sen  o  rff  *,     d^z  =  o, 
d^x  =  r  sen  ^  rf^ '\    rf>  ==  —  r  eos  ^  rff  \    d^z  =  o; 


sen*0 


.—2 . 


V471*    "^     /  •        r  \47r*    '       /       sen 


sen*o ' 


Si  se  hace 


A  = 


—  r  sen  © 


reos® 


2t: 


sera 


—  reos  :p 

—  r  sen  ^ 

0 

rsen  íp 

—  reos  5, 

0 

i\  = 

rfj«           r^ 

27: 

r 

R*A  ""  sen 

*6  //    ~  senOc 

;os  6 

El  radio  R  de  la  esfera  osculatriz  es  igual  á  o,  porque 

ds 
Normal  principal.     Sus  coeficientes  son 

d^x  ds  —  d^s  dx,     dy  ds  —  d's  dy, 
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Ó  simplemente  d^x,  dy,  d^z  por  ser  d^s  =  o.  Sus  ecuaciones  son 

h 

z s» 

—  ;•  eos  :p       y  —  ;•  sen  y  2^1  ^ 

;  sen  cp  r  sen  3-  o 

X  y  h 

^  =  — ?• 


Figura  12 


eos  ^        sen  íp  27: 

La  normal  principal  es  perpmdicular  al  eje  díl  cilindro. 

Observaremos,  por  otra  parte,  que  por  formar  la  hélice  un  án- 
gulo constante  con  una  directriz  fija  Oz  (fig.  42),  el  cono  director  de 
las  tangentes  es  un  cono  de  revolución  alrededor  de  Oz,  y  la  curva  ^ 
intersección  de  este  cono  con  la  esfera  de  radio  i  es  un  círculo 
menor  cuyo  polo  se  halla  en  Oz.  La  tangente  AF  á  la  curva  <r  es 
ahora  í>erpendicular  al  plano  KOz  y,  puesto  que  es  paralela  á  la 
normal  principal,  ésta  es  perpendicular  á  Oz,  es  decir,  á  las  genera- 
trices del  cilindro  en  el  que  se  ha  trazado  la  hélice. 

75.  Hélice  circular  osculatriz.  Se  llama  hélice  osculatriz, 
en  un  punto  M  de  una  curva  alabeada,  á  la  hélice 
circular  que  tiene  en  este  punto,  las  mismas  tan- 
gente M/,  normal  principal  MN',  binormal  MN" 
y  los  mismos  radios  de  curvatura  y  de  torsión. 
Un  arco  muy  pequeño  de  esta  hélice,  en  la  proxi- 
midad de  M,  puede  sustituirse  por  un  arco  muy  Figura  43 
pequeño  de  la  curva. 

Sean  R  y  T  los  radios  de  curvatura  y  de  torsión  de  la  curva  en 
M,  a  el  radio  del  cilindro  de  revolución,  en  el  que  se  halla  trazada 

h 

la  hélice  osculatriz,  h  su  paso  v  ¿  la  cantidad        .  Tenemos 

a'  H-  k"       _.       a^  +  k^ 

K  = ,       1   = 7 . 

a  R 

Y  puesto  que  R  y  T  son  conocidos,  despejaremos  los  valores  de 
a  y  de  k,  y  tendremos 

II  1  „  R*T* 

R*     ^  T*    ^  a*  +  ¿«'  ^  R*  +  T* 
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Puesto  que  la  normal  principal  á  una  hélice  circular  encuentra 
normalmente  al  eje  del  cilindro,  en  el  que  está  trazada  la  hélice,  y  la 
generatriz  MG  del  cilindro  que  pasa  por  un  punto  M  de  la  hélice, 
está  situada  en  el  plano  N*M/,  extetiormente  al  ángulo  N^'M/  y  for- 
ma con  M/  un  ángulo  agudo  /MG  =  ?,  cuya  tangente  trigonomé- 

a  T 

trica  es  -:  ,  es  decir,  -^ ,  sera  necesario,  para  obtener  la  dirección 

•de  las  generatrices  del  cilindro,  trazar  por  el  punto  de  la  curva  en 
el  plano  M^'M/  (fig.  43)  una  recta  MG  situada  fuera  del  ángulo  N'M/ 
y  que  forme  con  M/  un  ángulo  agudo  /MG  =  ?,  cuya  tangente  es 

Se  toma  enseguida,  en  la  normal  principal  MN',  una  longitud 

RT* 

MB  =  tf  =  -  —    ^^^  y  se  tendrá  un  punto  del  eje  del  cilindro.  El 

eje  es  la  paralela  BB'  trazada  á  MG  por  B.  La  hélice  osculatriz 
queda  deñnida  así. 

76.  Helicoide  desarrollable.  Esta  superficie  es  el  lugar 
de  las  tangentes  á  la  hélice.  Siendo  las  ecuaciones  de  la  hélice 

z-  *- 

X  —  r  eos  ^        Y  —  r  sen  ^  2:: 

—  r  sen  cp  r  eos  o  A  :  27r 


t£r 


(O 


(  (  h      \2ií 

y  X  ^  r eos  i  —  I  Z f  l'i~f  sen  s, 

ó  )  \  2^     /  A 

I^Y  =  rsen<f  +  (z  -  —  fj  -J-  reos  -., 

de  estas  ecuaciones  resulta 

X  eos  íp  -{-  Y  sen  í.  =  r  (2) 

/  //      \  2Tr 

X  sen  ,P  —  Y  eos  ^  =  ^Z  -  —  ;p  j  -^. 
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La  traza  del  helicoide  sobre  el  plano  de  las  xy  es  una  evolvente 
de  círculo,  pues  haciendo  ¿r  =  o,  se  tiene 

X  =  r  eos  5>  4-  ^!p  sen  ^,       Y  =  r  sen  ^  —  r^  eos  o.       (3) 

Observación.  Todas  las  secciones  horizontales  del  helicoide 
son  evolventes  de  círculo. 

Las  generatrices  del  helicoide  desarróllenle  cortan  á  la  evolvente, 
traza  del  helicoide  con  el  plano  de  las  xy  según  un  ángulo  recto. 
En  efecto,  los  coeficientes  directores  de  la  tangente  á  la  hélice  son: 

—  r  sen  íp  +  rtp  eos  cp  -h  r  sen  3,,   r  eos  ^  +  z*^  sen  ^  —  r  eos  ^,   o* 

ó  r^  eos  ^,     +r^sen?p,     o. 

Los  de  la  generatriz  al  helicoide  son:  —  r  sen  ^,  r  eos  <?  y  o. 
Estas  dos  direcciones  satisfacen  á  la  condición  de  ortogonalidad. 

luis  evolventes  de  la  hélice  son  evolventes  de  circulo,  pues  las  in- 
tersecciones del  helicoide  por  planos  perpendiculares  al  eje  son  las 
evolventes  de  la  arista  de  retroceso. 

La  superficie  polar  de  una  hélice  es  un  helicoide  desarrollcAU, 
pues  la  ecuación  del  plano  normal  es 

;rsencp— ^cos^  +  (^  — ^?)^  =  ^-  (4) 

Las  ecuaciones  de  la  recta  polar  son  ésta  y  su  derivada 

r  eos  cp  +  ^^  sen  ?  —  -^-,-  =  o.  (5) 

Si  comparamos  las  fórmulas  (4)  y  (5)  con  (2),  vemos  que  las 
ecuaciones  (4)  y  (5)  representan  un  helicoide  cuya  arista  de  retro- 

ceso  se  halla  en  un  cilindro  cuvo  radio  es  -  ¿-,  cuyo  paso  es  h. 

471  r 

11.     EvoLUTAS  DE  LA  HKLicK.     Las  ccuacioncs  de  una  evo- 

luta  son 

X— ;r=R(a -«"tgO),  Y— j=R(^'~^'tg6),  Z—z=^{¿—c"\^h) 

donde    .    =  _, .  Y  por  ser  T  constante,  tg  O  es  una  constante  ar- 
ds         1 
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bitraria  que  llamaremos  k.  Tendremos  pues, 

da  da  rf?  ¿/? 

<x=R-r  =  R-; — 7-  =  -    R^  eos  ?  -r-  , 
ds  d'^  ds  ds 

do 

¿'  =  —  Rrsen?-;-,     c' =  o 
ds 

do 
a"  =  Ac'  —  cb'  =  R-i-{bdc  —  cdd), 
ds 


Sustituyendo  en  (i)  se  obtienen  las  ecuaciones  buscadas. 

78.  Proyecciones  de  la  hélice.  Teorema.  Si  se  proyecta 
oblicuamente  una  hélice  sobre  un  plano,  se  obtiene  una  cicloide  pro- 
longada ó  acortada. 

En  efecto,  siendo  las  ecuaciones  de  una  recta  paralela  al  plano 
de  las  xz, 

^  =  a,        5  =  tnx  -f-  «»  (i) 

la  condición  para  que  corte  á  la  hélice  será 

r  sen  ^  =  tf ,       —  ^  =  mr  eos  ^  +  «.  (2) 

Eliminando  ?,  tendremos  una  relación  (.>  {a,  n)  =  o;  eliminando 
a  y  n  entre  esta  ecuación  y  las  (i),  se  tendrá  á  la  ecuación  del  ci- 
lindro paralelo  á  la  recta  (i)  que  pasa  por  la  hélice,  ó 

<•>  {y^  z  —  mx)  =  o. 

El  cilindro  se  obtiene  pues,  eliminando  a,n  y  o  entre  (i)  y  (2). 
Eliminando  ay  n,  tendremos 

h 

y  =  rsen  ?,        z  -=•  —  jp  =  w  (;r     -  reos  9). 

27C 

Para  hallar  la  traza  del  cilindro  sobre  el  plano  de  las  xy,  hare- 
mos r  =  o,  lo  que  dará 

// 
y  =  rsen  9,       x  =  reos  % ^, 
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ecuaciones  de  una  cicloide  prolongada  ó  acortada,  pues  transpor- 
tando el  origen  al  punto  (o,  ) ,  tendremos 

A      ,  //         , 

+  r  sen  &,      ;r  = ?  +  ''  ^^^  ?• 


2T^m     '  *  27rW 

Cambiando  de  signo  k  x  é  y,  resultará 

//  h 

X  = í.  —  r  eos  :&,     y  = r  sen  5, 

27rwí    '  *  27rW 

ecuaciones  de  una  cicloide  prolongada  ó  acortada. 


§    9,**      E VOLUTAS    Y    EVOLVENTES 

79.  Diferencial  de  un  segmento  de  recta.  Sean  un  seg- 
mento de  recta  AB,  x,  y  y  z  las  coordenadas  de  A  y  ^, ,  J',,  z^  '^ 
de  B;  y  supongamos  que  estas  coordenadas 
sean  funciones  de  un  parámetro  «,  de  manera 
que  los  extremos  describan  dos  curvas,  cuando 
varía  tt.  Si  este  parámetro  adquiere  un  incre- 
mento infinitamente  pequeño,   los   puntos  A 

Figura  44  ,  .    .,.    ^    .^ 

y  B  vanan  de  posición  infinitamente  poco;  y 
las  proyecciones  de  sus  mutaciones  infinitamente  pequeñas  AA'  y 
BB'  sobre  los  ejes  son  respectivamente  dx,  dy,  dz  y  dx^ ,  dy^ ,  dz^ . 
La  longitud  /  del  segmento  se  expresará  por 

/=  F'(,r  -  x,r  4-  {y-ys)'  +  (^  -  ^,r. 

siendo  su  diferencial 

(x     -  X,)  {dx  —  dx,)  +  {y  —y,)  {dy  —  dy,)  -^ 

di-^ , 

la  cual  puede  escribirse  bajo  la  forma 

{x,  —  x)dx  +  {y,  —y)dy+  (r,  —  z)  dz 
d¿= ^ 

(X  —  x^)dx^+  {y—yi)dyi  -f-  (z    -  ¿r,)  dz^ 
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Los  cosenos  de  las  proyecciones  de  AA^  se  expresan  por  -  -  , , 

A  A 

A  A/»  a" A'  y  ^^^  correspondientes  al  segmento  AR  por  '  '  , 

-f-*  ---  j  -\  luego 

eos  A  AB  = ,    .- 

y  análogamente 

eos  BBA  =  g^r-^ ; 

luego  rf/=  —  AA'  eos  A'AB  ~  BB'  eos  B'BA 

80.  Definición.  Dad^  una  curva  C,  podemos  trazarle  una 
serie  de  normales  que  formen  una  superficie  desarrollable,  es  decir, 
que  admita  una  envolvente,  y  esta  envolvente  (arista  de  retroceso 
de  la  superficie  desarrollable  formada  por  las  normales)  se  llama  una 
evoluta  de  la  curva. 

Vamos  á  demostrar  que  una  curva  tiene  una  infinidad  de  evo- 
lutas.  En  efecto,  tomemos  arbitrariamente  una  normal  M„No  en  el 
punto  M„.  Podemos,  en  el  punto  próximo  M,  trazar 
una  normal  M,N,  que  encuentre  á  M„N„  en  un  punto 
N,.  Para  ello  basta  unir  M,  al  punto  N,  en  que  se 
cortan  el  plano  normal  en  M,  y  la  recta  MoN^.  De 
igual  manera  en  el  punto  M^,  próximo  al  M,,  se  puede 
trazar  una  normal  M,N¿  que  encuentre  á  M,Nj,  etc. 
Se  obtiene  de  este  modo  una  superficie  poliedral 
cuyas  aristas,  formadas  por  las  prolongaciones  de  los  lados  del 
polígono  NoN,N^...  son  normales  á  la  curva. 

Si  suponemos  ahora  que  los  puntos  M^,,  M, ,  Mj , ...  se  aproximan 
indefinidamente,  esta  superficie  poliedral  se  convierte  en  la  super- 
ficie desarrollable,  cuyas  generatrices  son  normales  á  la  curva.  El 
polígono  N„NjN,...  se  reduce  á  la  arista  de  retroceso  de  la  super- 
ficie desarrollable,  es  decir,  á  una  evoluta  ^de  la  curva.  Se  tiene  así 
una  evoluta  tangente  á  la  normal  MoNo  elegida  arbitrariamente. 


io8 
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81.  Propiedad  fundamental.  Consideremos  una  evoluta  D, 
de  la  curva  C,  y  sea  MM,  una  normal  á  C  en  M,  tangente  á  D^ 
en  M,  (fig.  46).  Llamemos  /=  MM'  á  la  longitud  de 
esta  normal,  y  s^  al  arco  O^M,  de  evoluta,  contado 
á  partir  del  origen  O,,  de  manera  que  la  tangente 
M,  M  se  trace  en  el  sentido  de  los  arcos  j,  positivos. 
Sea  M/M'  una  normal  á  C  infinitamente  próxima, 
tangente  á  ü,  y  /  +  ¿/  la  longitud  de  M',M'. 
Según  la  fórmula  airiba  obtenida,  tendremos 


Figura  46 


rf/=  —  MM'  eos  M'MMj  —  M,M',  eos  M'M.M. 

Pero  cosM'MMj=o,  porque  MM,  es  normal  á  MM';cosM',MjM=i, 
porque  M,M  es  tangente  á  la  evoluta  D,  y  M^M',  =  rf^^;  luego: 
rf/  =  —  ds^,  é  integrado,  tendremos  /  +  í,  =  c. 

Luego:  ¿a  suma  á^  M,M^  de/  arco  OiM|  es  constante.  Si  supo- 
nemos conocida  la  evoluta,  podremos  trazar  mecánicamente  la 
curva  C,  tomando  un  hilo  inextensible  de  longitud  c^  fijándolo  en  O, 
y  arrollándolo  parcialmente  en  la  evoluta  de  O,  á  M^,  mantenién- 
dolo tenso  desde  M,  hasta  M.  El  extremo  M  describe  la  curva  C. 

Observación.  Por  un  punto  A  tomado 
en  la  curva  (^^^,  47),  tracemos  una  normal 
cualquiera  que  encuentre  al  eje  de  cuiTa- 
tura  at  en  el  punto  a.  Unamos  a  al  punto 
siguiente  A'  de  la  curva  y  prolonguemos 
A'a  hasta  que  encuentre  en  a' al  eje  de  cur- 
vatura a'a'  correspondiente  al  punto  A'. 
Unamos  a'  al  punto  siguiente  A''  y  prolon- 
guemos A^'a'  hasta  encontrar  en  a"  al  eje 

de  curvatura  «"a",  correspondiente  al  punto  A".  Continuando  así, 
se  formará,  por  las  intersecciones  sucesivas  de  las  normales  un 
polígono  infinitesimal,  cuyo  límite  será  la  envolvente  de  las  norma- 
les, que  será  la  evoluta  de  A  A'A'...  Todas  estas  evolutas  se  hallan 
en  la  superficie  polar  de  la  curva  propuesta. 

Como  en  geometría. plana,  se  puede  obtener  una  infinidad  de 
evolventes  de  una  evoluta,  que  en  el  caso  actual  se  hallan  en  la 
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superficie  desarrollable,  cuya  arista  de  retroceso  es  la  evoluta.  De 
manera  que: 

Las  trayectorias  ortogonales  de  las  generatrices  de  una  superficie 
desarrollable  son  las  evolventes  de  su  arista  de  fetroceso. 

82.  Lugar  de  los  centros  de  curvatura.  Para  las  curvas 
alabeadas,  las  evolutas  son  alabeadas,  y  las  de  las  curvas  planas 
son  alabeadas,  salvo  las  situadas  en  el  plano  de 
la  curva.  El  lugar  de  los  centros  de  curvatura 
se  encuentra  en  la  supeificie  polar,  lugar  de  los 
ejes  de  ios  círculos  osculadores,  que  contiene 
los  centros  de  estos  círculos.  Sean  MT,  MN,  MH 
y  NN',  respectivamente,  la  tangente  á  la  curva 
propuesta,  la  normal  principal,  la  binormal  y  el 
eje  del  círculo  osculador. 

La  tangente  á  la  evoluta  en  el  punto  M' 
de  esta  curva  es  la  normal  MM'  á  la  curva  propuesta,  la  paralela 
M'«  á  M  T  es  la  normal  principal  de  la  evoluta.  Se  tiene  pues, 

Sa,a  =  o,     Síx,a'  ===  const,     "¿La^a"  =  sen  /,  \ 


Sa',/í=o,     Itf'jíí' =  o,  )^a\a'' =  o, 

^a\a  =  o,     ^a'^a  =  sen  /,      "Za'^a"  =  eos  / 


i\  =  a.  ] 


Además,  el  plano  osculador  de  la  evoluta  MM'«  es  normal  á  la 
superficie  polar,  porque  la  normal  principal  M'«  es  perpendicular  á 
la  tangente  MM'  de  la  evoluta  y  á  la  generatriz  M'N  de  la  superfi- 
cie polar,  es  decir,  á  dos  tangentes  de  la  superficie  polar. 

Una  curva  trazada  en  una  superficie  cuya  normal  principal  y 
por  consiguiente  su  plano  osculador  es  normal  á  la  superficie,  se 
llama  línea  geodésica.  Así: 

Teorema  L     Iais  evolutas  son  geodésicas  de  la  superficie  polar. 

Teorema  II.  Si  se  arrolla  el  plano  M'MN  en  la  superficie  polar, 
todas  las  evolutas  son  curvas  según  las  que  se  at  rollan  las  ñor- 
males  tales  como  MM',  y  por  consiguiente,  todas  las  evolutas 
pasan  por  un  punto  fijo,  pues  el  plano  M'MN  es  tangente  á  la  su- 
perficie polar,  por  contener  dos  tangentes,  MM'  y  la  generatriz  M'N; 
j'  si  indicamos  con  el  subíndice  o  los  transformados  de  los  puntos 
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M\  N'y cuando  M  pasa  á  Mq  en  la  curva  propuesta,  la  recta 

MM'  se  arrollará  en  la  superficie  polar,  y  coincidiendo  el  punto  M' 
con  M'o,  llegará  á  aplicarse  el  M„  en  la  superficie  polar,  coinci- 
diendo entonces  este  punto  con  el  M. 

Teorema  III.  E¿  lugar  de  ios  cetttros  de  curvatura  es,  después 
del  desarrollo  de  la  superficie  polar,  la  podar  del  punto  por  el  que 
pasan  las  evolutas,  con  relación  a  la  transformada  de  la  arista  de 
retroceso,  porque  al  desarrollarse  la  superficie  polar,  las  evolutas  se 
transforman  en  rectas  que  pasan  por  un  punto  fijo;  y  el  lugar  de  los 
centros  de  curvatura  es  el  lugar  de  los  pies  de  las  perpendiculares 
bajadas  desde  el  punto  M  á  la  generatriz  de  la  supeificie  polar. 

Teorema  IV.  Iji  normal  principal  á  la  evoluta  en  el  punto  M, 
es  paralela  a  la  tangente  en  M  á  la  curva. 

Llamando  a^,  p,,  v,  á  los  cosenos  directores  de  la  tangente 
MiM  á  la  evoluta  a',,  fi', ,  y',  á  los  de  la  normal  principal  y  R|  al 
radio  de  curvatura  en  M,,  tendremos 

;r=^;r, +  /»!,    y=y,=mp^^     z  —  Z^-Vn^^, 
y  diferenciando,  será 

rf;r  =  dx^  +  a,  dl'\-ldoLiy (l) 

Además  tenemos,  en  la  curva  C  y  su  evoluta, 
dx  =  aLdSy    dy  =  Pds,    dz^=yds;    dx^=^^^ds^,   dyi=^fi^dsi, 

daL,  =  '^ds,,     4i,  =  |^rf^,,     dy,=y^^ds,, 
reduciéndose  las  fórmulas  (i)  á 

y.ds  =  y-i  (ds^  -hdl)-hl^ds,,... 

Pero,  según  la  propiedad  fundamental  de  las  evolutas, 
s^  +  /=  c,       ds^  -t-  di  =  o; 
luego 

arfj  r^  ^  a',  ds, ,     ^ds  =  -^  ¡i',  ds,     yds  -=   —  y',  ds. 
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Los  cosenos  directores  de  la  normal  principal  y  de  la  evoluta 
en  M,  son  proporcionales;  luego  son  paralelas. 

Podemos  demostrar  más  brevemente  estas  propiedades  enun- 
ciadas en  el  siguiente 

Teorema.  Si  una  línea  de  doble  curvatura  L  se  halla  cortada 
ortogonalmente  por  las  tangentes  de  una  línea  L', 
un  arco  cualquiera  de  esta  última  es  igual  á  la 
diferencia  de  las  tangentes  trazadas  por  sus  ex- 
tremos y  terminadas  en  la  línea  primitiva  de  la 
cual  es  una  evoluta.  Además  se  halla  totalmente 
contenida,  en  la  superficie  polar  relativa  a  la  línea 
primitiva  y  sus  normales  principales  son  para- 
lelas a  las  tangentes  de  esta  línea. 

En  efecto,  si  se  desarrolla  sobre  un  plano  Figura  49 

la  superficie  desarrollable  cuya  arista  de  retro- 
ceso es  \J  y  la  línea  L,  que  es  una  trayectoria  ortogonal  de  las  ge- 
neratrices rectilíneas  de  esta  superficie  y  la  línea  L'  se  transforman 
^n  una  línea  plana  /  y  en  su  evoluta  /',  lo  que  demuestra  la  primera 
parte  del  enunciado. 

Además,  cada  punto  de  la  línea  L',  pudiéndose  considerar  como 
limite  de  la  intersección  de  dos  normales  infinitamente  próximas  de 
la  línea  primitiva,  pertenece  á  una  de  las  rectas  polares  de  ésta;  y  la 
línea  \J  está  por  tanto  situada  totalmente  en  la  superficie  polar  de 
la  línea  primitiva.  Por  último,  las  tangentes  de  esta  última  y  las 
normales  principales  de  la  evoluta  \J  son  paralelas,  porque  se  hallan 
situadas,  dos  á  dos,  en  un  mismo  plano,  el  plano  tangente  á  la  su- 
perficie desarrollable,  que  coincide  con  el  plano  osculador  de  la 
línea  L';  y  en  este  plano  son  perpendiculares  á  la  misma  recta,  la 
generatriz  de  la  superficie,  que  coincide  con  la  tangente  de  la 
línea  L'  (P.  Serret.  Théor.  n.  gtont,  et  mee.  etc.,  p.  22). 

83.  Dada  la  evolvente  hallar  la  ecuación  de  la  evoluta. 
Sean  x,  y,  z  las  coordenadas  de  un  punto  Q  de  la  evolvente,  consi- 
deradas como  funciones  de  un  parámetro  u.  Tracemos  en  el  plano 
normal  de  Q  una  recta  cualquiera,  cuyos  cosenos  directores  repre- 
sentaremos por  a.byCy  que  forma  un  ángulo  a  con  la  normal  princi- 
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pal,  cuyos  cosenos  directores  representaremos  por  /,  m,  «,  y  en  el 
punto  próximo  Q',  otra  recta  que  forme  el  ángulo  a  +  dfs  con  la 
normal  principal.  Para  expresar  que  estas  rectas  se  cortan,  conside- 
raremos á  T  como  función  de  u,  y  por  consiguiente  la  superficie 
desarrollable  con  su  arista  de  retroceso;  y  puesto  que 

a/  +  bfM  +  en  =  eos  a,     /ía  -|-  ¿{jl  -f-  ¿tv  =  sen  i; 
obtendremos  para  a,  b,  c  las  expresiones 
a=/cosír+>.sen  -y,     ¿=i«  eos  <y  +  u.sen  i,     ¿:=«cos<í-h>'sen»; 

y  expresando  X,  Y,  Z  las  coordenadas  de  P  y  x  un  factor  de  pro- 
porcionalidad, 

X  =  T  +  x(/+Atga),     Y=j+>c(w  +  |xtg(i),     Z=i?-f (1} 

El  punto  (X,  Y,  Z)  es  un  punto  de  la  arista  de  retroceso  de  la 
superficie  desarrollable,  ó  evoluta  que  se  busca,  cuando  la  normal 
en  Q',  que  forma  con  la  normal  principal  el  ángulo  <t  -}-  d^y  pasa 
por  P.  Las  ecuaciones  (i)  quedan  también  satisfechas  cuando  se 
incrementan  x,  /, en  dx,  di, es  decir,  cuando  se  diferen- 
cian X,  Y,  Z,  y  en  virtud  de  las  fórmulas  de  Serret,  resulta 

Obteniendo  las  ecuaciones  análogas,  por  permutación  cíclica  y 
sumando,  después  de  multiplicar  respectivamente  por  a,  p,  v,  /,  m, 
«  y  \  !^>  ^  resultará 

X  ¿/x         X  dx  y,  ^      d'5 

I =  O,        ,-  +    -  tg  1  =  o,       -7-  tg  1 1 r-  -r  =  0. 

r  ds       r  ds  ^  ?       cos^aoj 

.         .  f  ,.     .        . ,       rfx 

La  primera  ecuación  da  x  =  r,  y  las  otras,  por  eliminación,  -^ 

ds 
rfd  :^  ^"  =  rfr     y      T  =  T  -f  í:  (2) 

•  Y  de  (I)  (2),  juntamente  con  x  =  r,  tendremos  las  ecuaciones 
de  la  evoluta 

X  =  X  4-  r  [/  -4-  >.  tg  (-  ^-  ^)J,    Y  =  J'  4-  ^  I m  +  :^  tg  (t  +  <:)], 
Z  =  ;?  +  r|«4-  vtg(T  -f  ci]. 
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A  cada  valor  de  C  corresponde  una  evoluta  de  la  cui^'a  dada. 
Problema.     Hallar  las  evolutas  de  una  curva  plana.  Suponien- 
do que  la  curva  se  halle  en  el  plano  de  las  xy^  tendremos  z=^o, 

—  =  o,  T  =  C,  «  =  o,  X  =  ji.  =  o,  V  =  i; 

por  consiguiente,  las   ecuaciones  de  la 
evoluta  son 

X  =  x  +  lr,   Y=./+wr,   Z  =  rtgC. 

Las  dos  primeras  ecuaciones  repre- 
sentan un  cilindro  perpendicular  al  plano 
xy,  al  que  corta  según  la  evoluta  plana 
P,  P'j  P",.--  de  la  evolvente  dada.  Este 
cilindro  es  el  lugar  de  las  intersecciones 
sucesivas  de  los  planos  normales  á  la 

evolvente,  lugar  de  las  evolutas,  que  son  sus  líneas  geodésicas. 
Siendo,  en  virtud  de  la  ecuación  última  el  ángulo  C  constante,  cada 
evoluta  corta  á  las  generatrices  del  cilindro,  según  un  ángulo  cons- 
tante, y  es,  por  consiguiente,  una  hélice  del  mismo. 

Teorema  I.  Si  se  consideran  dos  evolutas  D,  y  D^  de  una  curva 
C,  las  tangentes  MM^  y  MM^  a  aquéllas,  se  cortan 
según  un  ángulo  constante  en  M,  á  lo  largo  de  la 
curva  C. 

Expresando  por  a,  ?,  y,  a,,  p,,  y,  y  a^,  p,,  y, 
los  cosenos  directores  de  las  tangentes  M/,  MM^ 
y  MMj,  por  j,,  j?  los  arcos  y  por  R,,  R^  los  radios 
de  curvatura  de  las  dos  evolutas,  el  ángulo  O  de 
las  dos  normales  á  MM,  y  MM^,  estará  dado  por 
cose  ^ajo,  +  PiP.  +  y, ya. 
Diferenciando,  se  tiene: 
—  sen  Orfe  =  a,rfaj  +  P,rffi^  +  y^^y,  +  a.áa,  H-  p,¿P,  +  yi^y*. 

Pero,  según  las  fórmulas  de  Serret,  aplicadas  á  las  dos  evolutas, 
se  tiene 


Figura  31 


a  B 


rfv,    =    -—  dSx  , 

R 
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porque,  siendo  paralelas  á  la  tangente  M/  las  normales  principales 
de  las  dos  evolutas,  sus  cosenos  directores  son  a,  p,  y.  Sustituyen- 
do estos  valores  de  rfa,  rfot, , . . .  en  la  expresión  de  —  sen  6rf6  se 
obtiene   —  sen  OrfO  =  o,   puesto  que 

*«a  +  ??i+YYs  =  o,     aa,+íip,+-N7,  =0. 

Y  por  ser  rfd  :=  o,  será  6  constante. 

Teorema.  Ims  normales  principales  de  una  curva  no  puedan 
envolver  á  una  evoluta,  y  por  consiguiente,  el  lugar  de  los  centros  de 
curvatura  no  puede  ser  una  evoluta. 

En  efecto,  siendo 

X  — .r        Y  —  /  \  —  x  —  dx        Y—y  —  dy 


b' 


=  ...     y 


a'  +  da' 


ó'  +  d6' 


las  ecuaciones  de  las  normales  infinitamente  próximas,  la  expresión 
de  la  distancia  de  éstas  es 


:  ^'  {6'dc  —  cdbj  + 


dx     dy     dz 
h=    a'       b'       c' 
da'    db'    d¿ 
Y,  en  virtud  de  las  fórmulas  de  Serret 
abe 
a 


h  =  ds^ 


a 
T 


b' 

b'_ 
t 


c 
T 


:|'á<i"+  db'^^-dc'* 


<^'    ifds^ 


^  _ 


■.ds 


_  _.]  L 

cantidad  de  primer  orden  infinitesimal. 
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GAPÍTUDO  IV 
Teoría  de  las  líneas  en  las  superficies 


§  I.**     Curvatura  de  una  línea  en  una  superficie 

84.     Fórmula  general.     Sean  la  superficie  y  la  normal 

/  (;r, /,  £r)  =  o,  (l) 

X-;r=~/(Z-£:),     X  -  y  ^- qi^L  -  z\ 

Expresando  por  di  la  diferencial  del  arco,  y  por  6  el  coseno  del 
ángulo  que  forman  entre  sí  la  normal  PM  á  la  su- 
perficie y  la  normal  principal  MN  de  la  curva, 
tendremos 


d}x  d^y        d*z 


—  p-m-i 


dl^       ^  dl^     •     r//^ 


/ 


k- 


eos  6  = -^ — :^ '- — ;  ^       Figura  52 

y  por  ser    dz  =pdx  +  qdy,  dp  =  rdx  -f  sdy,  dq  =  sdx  +  tdy, 
tendremos 

(dx\^ 


r 

eos  9  =  R  - 


(dxV   .        dx  dy         /dy\* 


F'i +/*  +  ?' 


j^^  ri +>>*  +  ?' cose 


(dxV  ,        dx  dy    ^      /dy\* 


Íi+P'  +  9^  cose 


(2) 


r  eos  a  -f  2s  eos  a  eos  Jí  +  ^  eos*  ?, 

siendo  a,  p,  y  los  ángulos  que  la  tangente  forma  con  los  ejes. 

Observación.    Debiendo  ser  R  positivo,  es  necesario  que  eos  O 
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tenga  el  mismo  signo  que  el  denominador.  Así  6  será  agudo  ú 
obtuso,  según  que  el  denominador  sea  positivo  ó  negativo. 

85.  Teorema  de  Meusnier.  Si  suponemos  en  la  fórmula  (2) 
eos  O  =  ±  I,  es  decir,  si  el  plano  osculador  pasa  por  la  normal  á 
la  superficie,  se  tendrá  para  el  radio  p  de  curvatura  de  la  sección 
normal 

^_ ^y+p\+^ .        .,) 

^      r  eos*  a  +  2J  eos  a  eos  P  +  /  eos*  |3 '  ^ 

luego  R  =  P  eos  O  (4) 

y  podremos  enunciar  el  teorema  de  Meusnier:  El  radio  de  curvatu- 
ra m  un  punto  de  una  curva  cualquiera,  trazada  en  la  superficie^  es 
igual  al  producto  del  radio  de  curvatura  de  la  sección  normal  que 
contiene  la  tangetite  á  la  curva,  multiplicado  por  el  coseno  del  ángulo 
que  jorma  el  plano  de  la  sección  normal  con  el  plano  osculador  de  la 
curva,  ó  también:  El  radio  de  curvatura  de  una  sección  oblicua  es  la 
proyección,  sobre  el  plano  de  la  curva,  del  radio  de  curvatura  de  la 
sección  normal, 

86.  Identificando  la  ecuación  inversa  de  la  (3)  con  la 

(i  -f /*)  eos*  a  -f-  2pq  eos  ^  eos  ¡i  +  (I  +  <t)  eos*  P  =s  o 

que  resulta  de  sustituir  en 

eos*  a  +  eos'  P  +  eos*  y  =  I     el  valor    eos  y  =  /  eos  a  -f  ?  eos  p, 

que  resulta  de  dividir  por  ds  la  ecuación  dz  =^pdx  -f-  qdy^  tendre- 
mos la  ecuación 

y^'^       ^i+^i+^jcos^P  + 

Y  para  que  p  sea  un  máximo  ó  un  mínimo,  es  necesario  que 

eos  a  ,       .       ,       , 

esta  ecuación  en    -    -  tenga  raices  iguales,  o  que 

{rt  —  s'')^^-\(i+p')t—2pqs  +  {i+q'^)r] 

X  il+p'  +  q'  P  (I  +/  +  q'f  =  o.  (6) 
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Observaremos  que  ^,  =  .^  ^^^^.y-  (7) 

Para  que  la  ecuación  (5)  tenga  una  raíz  infinita  es  necesario 
que  r/  —  j*  =  o,  que  es  la  ecuación  diferencial  de  las  superficies 
desarrollabIe$. 

La  ecuación  (5),  en  virtud  de  la  igualdad  de  las  raíces,  conduce  á 

(,    ^4  rp  \  eos  a    .    ,  ro 

il+p'  +  q'/^^^P  il+p'  +  q' 


(I  +  P^)  eos  a  +  pqcos^  =  (reos  a  4-  J eos P)  -=-  -^ ^- . 

|/i  +  ^2  +  ^í 

eos  B 
Si  en  la  ecuación  (5)  se  hubiese  tomado  por  incógnita  -   — ,  se 

°        cos« 

habría  obtenido  análogamente 
(I  +  í*)  eos  ^  ~r-  pq  eos  0L  =  {t  eos  ,3  +  s  eos  a)  —  - 


n  +f'  -+-  q' 
de  donde 

r  eos  a  4"  -^  eos  ^         /  eos  P  +  ^  eos  a 

(I  H-  /*)  eos  a  +  /^  eos  [:i       (i  4"  ^*)  eos  ^  +  pq  eos  a 


=  LÍ+^'  +  ^  ó        [pqr  —  (I  +  /*)  jj  cos^  a 

-I-  [(i+í*)  r— (1 4-/«)  /]  eos  a  eos  p— [/>^/  —  (i  +^^)  s]  cos^  ¡3  =  o 

que  determina  los  dos  pares  de  valores  de  eos  a  y  eos  p. 

También,  podemos  calcular  los  radios  de  curvatura  principales 
en  el  punto  (;r,  x  s)  de  la  superficie  /  (.r,  ^,  z)  =  o,  partiendo  de 
las  ecuaciones 

(X  -x)x'  +  (Y  -y)/  +  (Z  -  ij)  ;^'  =  o,  (I) 

(X-x)x'  +  {Y-y)y  +  {Z-¡:)z'=o,  (2) 

del  plano  normal  y  su  derivado,  que  representan  el  eje  del  círculo 
osculador  y  de  la  ecuación  de  la  normal  á  la  superfície, 

X—x       Y -y       Z—z        R 


/.  /.  U  N' 


(3) 
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donde  se  indica  por  brevedad,  con  N  la  expresión  V/,"  +  /,*  +/s*» 
y  siendo  R  el  radio  de  curvatura. 

Si  eliminamos  X  —  ;r,  Y  — y^  Z  —  z  entre  (i)  y  (3),  será 

/i^'+/iy+/3^'  =  o,  (4) 

expresión  de  la  perpendicularidad  de  la  dirección  fi^  f^,  f^  de  la 
normal  á  la  superficie  y  la  de  la  tangente  x\  y\  ¿  á  la  sección 
considerada. 

De  las  ecuaciones  (2)  y  (3)  resulta 

X       r-t^^      v-^  R  ^ 


Y  diferenciando  la  (4)  con  relación  á  s, 

fx^'  ^/tf  +W  +/,.^"  4  Uy"  +/a3^"+  2f^yzJr =  o. 

mediante  la  cual  reduciremos  la  última  ecuación  á  la  forma 
R  —  I 


N  ~  /m^'^  +/../*  4-/33^"  +  2f,Jz'  + 

N 
ó  abreviando,  r  ^^  —  ^  ^^*  -^'^  ^^' 


(6) 


Para  hallar  los  radios  de  curvatura  principales,  basta  calcular  el 
máximo  y  el  mínimo  de  ^ ,  cuya  condición  se  expresa  por 

o  =  ^rf^'  +  ^¿y  +  4¿^.  (7) 

ix"  ly    -^  ^  iz  ^" 

De  las  relaciones  (4)  y 

^-'*+/''  +  ^"=  I  (8) 

se  deduce 

fxdx'  -\-Udy  +fsd2'  =  o,     xdx'  +ydy-^  zdz'  =  o.     (9) 
Y  aplicando  á  las  fórmulas  (7)  y  (9)  el  método  de  los  multipli- 
cadores, se  obtienen  las  tres  fórmulas 

1^:  +  X/j  +  ¡.ir- =  o,       ■^  +  X/;+(y'  =  0, 
¿l+X/3  +  f^/  =  0. 
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En  las  que  se  han  de  eliminar  los  parámetros  >'  y  fj>..  Eliminando 

X,  ji,  y,  y,  z!  entre  (5),  (4),  (8)  y  (10),  se  obtendrá  la  ecuación  que 

N 
da  el  máximo  y  mínimo  de  -=, .  Para  obtener  el  resultante,  elimina- 

K 

remos  primero  X,  multiplicando  la  primera  ecuación  (10)  por  x\  la 

segunda  por  y  y  la  tercera  por  z'  y  sumaremos,  teniendo  presentes 

2N  2N 

la  (5),  (7)1  (4)  y  (8),  resultará  —  —  |x  =  o  ó  P-  =  -^-   Sustitu- 

dl»       ^2»       d^ 

yendo  en  (10)  [x  por  este  valor  y  los  desarrollos  de  — 7,  —y,  --7, se 
obtendrá 

y  eliminando  jr',  y,  «',  resulta  la  ecuación  de  los  radios  de  cui-va- 
tura  principales 


(II) 


/„+^ 

/u 

y.3      y. 

A. 

...+^ 

/.,       A 

/a. 

/« 

y. 

/, 

A 

=  o. 


(12) 


N 
Conocido  -^,  las  ecuaciones  (11)  darán  los  valores  de  las  di- 
K 

recciones  de  las  secciones  principales  x\  y\  z. 

87.     Discusión.     Teorema.     La  ecuación  {12)  de  los  radios  de 

curvatura  principales  es  de  segundo  grado  y  tiene  reales  sus  raices^  si 

la  superficie  {=0  es  real. 


e  = 
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En  efecto,  si  hacemos 

/ii      /i2     /in     /i 
/.n     /sí     /as     /a 

y.  A  A  o 

la  ecuación  (12)  podrá  escribirse  .isí: 

La  ecuación  (12)  es  pues,  de  segundo  grado.  Para  probar  que 
tiene  reales  sus  raíces,  observaremos  que,  si  fuesen  imaginarias,  se 
deducirían,  para  x\  y,  s\  X,  dos  sistemas  de  valores  conjugados  ^r', 
y,  2\  X  y  x'\y,  5",  >/;  y  multiplicando  la  primera  fórmula  (11)  por 
x\  la  segunda  por 7"  y  la  tercera  por  5*  y  sumando,  tendríamos 

/.i^'^" + 7^3  i^y + y^")  + =  -  ^  í^'^" + ^>' + ^'^''^• 

El  coeficiente  >  se  anula  en  virtud  de  f^x"  -f- =  0.  Lla- 

N'  N 

mando  7.7  el  valor  conjugado  de      ,  se  obtiene  análogamente 
K  K 


N' 


.)  =  o, 


deduciéndose 

/N         N'\ 

(  R  ~  'W)  ^•^''''"  +  ^'^"  +  ^'^"^  =  ''' 

N  N' 

y  por  ser       distinto  de  ¿,  ,  puesto  que  son  conjugados, 
K  K 

x'x"  -f-  yy  -f  z'z'  =  o, 

lo  que  prueba  que  las  direcciones  principales  son  rectangulares,  y 
enseguida,  que  no  pueden  ser  imaginarias,  porque  ;r';r"=(mod  x'f\ 
y  se  tendría 

(mod,r')-  +  (mody)*  +  (mod¿:')*  =  o. 
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Ó  4r'=y=  j8:'  =  o,  loque  está  en  contradicción  con  la  relación 
^"-h/'  +  z''=  I. 

Si  en  la  ecuación  (12)  que  da  los  radios  de  curvatura  principa- 
les, se  hace  f=.^(x,y)  —  z,  se  reduce  á 

N^         N  , 

expresando  N  la  cantidad  F^i  +/*  +  ?*.  Kl  producto  de  las  curva- 

rt  —  j* 
turas  principales  es  por  tanto  -  .,^r^ — .  Si  pues  rt  —  j*  ==  o,   una 

de  las  curvaturas  principales  es  nula,  uno  de  los  radios  de  curva- 
tura principales  es  infinito,  resultando  que  en  las  superficies  des- 
arrollables,  caracterizadas  por  la  relación  rt  —  j^  ==  o,  un  radio  de 
curvatura,  es  infinito.  Si  el  plano  tangente  á  la  superficie  principal  lo 
es  á  lo  largo  de  una  recta,  se  tiene  rt  —  j*  =5?  o,  y  un  radio  de  cur- 
vatura es  infinito  á  lo  largo  de  esta  recta.  Tales  rectas  se  llaman 
rectas  de  puntos  parabólicos ^  llamándose  puntos  parabólicos  como 
hemos  visto,  aquéllos  en  los  que  rt  —  s^  -=  o. 

Ahora  bien,  el  término  independiente  de  R  en  la  ecuación  (12)  es 
el  determinante  6;  é  igualándolo  á  cero,  se  obtienen  los  puntos  pa- 
rabólicos; y  si  es  idénticamente  nulo,  la  superficie  es  desarrollable. 

Vamos  ahora  á  demostrar  que  la  relación  6  =  o  es  equivalente 
á  la  ecuación 


o, 


obtenida  igualando  á  cero  el  Hessiano  de  la  función/,  hecha  homo- 
génea por  la  introducción  de  la  variable  /. 

Multipliquemos  la  primera  columna  del  determinante  6  por  x, 
la  segunda  por  y,  la  tercera  por  5,  la  cuarta  por  m  —  i  y  restemos 
la  suma  de  las  tres  primeras,  de  la  última,  cuyos  elementos  serán 
(A4»  (/24»  (^4»  ^fw  Multiplicando  ahora  la  primera  línea  por  x,  la 


y., 

/., 

y,,, 

y.. 

A. 

A3 

A:. 

A4 

/,. 

h. 

Á, 

/,. 

A. 

A. 

y« 

/.. 
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segunda  por ^'j  la  tercera  por  xr  y  la  cuarta  por  tn  —  i,  y  restando  la 
suma  de  las  tres  primeras  de  la  cuarta  se  obtiene  el  Hessiano  de  /. 

La  ecuación  6  =  0  determina  en  la  superficie /= o  una  línea  de 
puntos  parabólicos,  6  es  de  grado  4{m  —  2).  La  línea  de  los  puntos 
parabólicos  es  por  tanto  de  grado  4m{m  —  2).  No  existen  pues  lí- 
neas de  puntos  parabólicos  en  las  superficies  de  segundo  orden  no 
desarrollables.  La  línea  de  los  puntos  parabólicos  separa,  en  general, 
la  superficie  en  dos  regiones:  En  la  una  la  superficie  es  de  cui-va- 
turas  opuestas,  en  la  otra  es  convexa. 

Para  que  dos  radios  de  curvatura  sean  infinitos,  es  necesario 
que  se  tenga,  no  solo  6=0,  sino  además 

Esta  ecuación  es  de  grado  3m  —  4;  la  ecuación  0  =  o  es  de 
grado  4  (m  —  2);  por  consiguiente  existen,  en  toda  superficie  de 
orden  wi,  4m  (m  —  2)  (3wi  —  4)  puntos  en  los  que  dos  rayos  de 
curvatura  son  infinitos. 

88.  Discusión  de  las  ecuaciones  de  las  secciones  princi- 
pales.    Estas  ecuaciones  son  las  (12),  pág.  119). 

Llamando  R  y  R,  á  los  radios  de  curvatura  principales,  x\y\  s\ 
x\,y\,  z\  á  los  cosenos  directores  de  las  tangentes  á  las  secciones 
principales,  X,  Y,  Z,  X,,  Y,,  Z,  las  coordenadas  de  los  centros  de 
curvatura  principales,  se  tendrá,  multiplicando  las  tres  primeras 
ecuaciones,  respectivamente  por  .r',,y,,  z\^  y  sumando, 

ü  +  ^  (x'x\  f-  yy,  + )  +  ^-  {x'j,  -\-yj,  i- )  =  o, 

y  en  virtud  de  /.-í^' + /j/ + /t^' =  o,  {a) 

Q  =  -^{x'x\+yy,-\-z'z\Y 

expresando  Q  una  función  de  segundo  grado  de  x,  y  z  y  ^■'i.y, i 
z\ ,  se  obtendrá  análogamente 

N 

Q  =  —  ^{x\x'\y,y+s',s'). 
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Es  necesario  concluir  que,  si  R  o  R, 

ü  =  o,         xf,x'  -\-  y\y  +  z\z  =  o. 

Esto  demuestra  que  dos  secciones  principales,  son  siempre  rec- 
tangulares, en  un  punto  donde  los  radios  de  curvatura  principales 
son  desiguales.  Se  tiene  pues 

R  R  R 

de  donde 

dX  =  dx  +  -df^+/,d-^,     d\  =  dy  +  -dj,+/,d-^, 

dZ  =  dz  +  ^d/,+J,d-. 

y  en  virtud  de  (a), 

x'dX  +ydY  +  z'dZ  =  x'dx  +ydy  +  ...  +  —  {x'dj,  + ). 

Pero,  de  las  tres  primeras  ecuaciones  (12),  multiplicadas  respec- 
tivamente por  dx^  dy,  dz  y  sumadas,  resulta 

N 
x'df,  +  y  á/,  +  z'd}^  +  ~  {^x'dx  +  ydy  +  z'dz)  =  o. 

Multiplicando  por  —  y  sumando  en  cruz  con  la  anterior,  tendremos 

x'dX  -hydY  ^-  ¿dZ  =0; 

lo  que  prueba  la  perpendicularidad  de  la  mutíición  rfX,  rfY,  dZ,  en 
el  lugar  de  los  centros  de  curvatura  principales,  con  la  tangente  á 
la  sección  principal.  Así  pues: 

El  lugar  de  los  centros  de  curvatura  principales  es  la  envolvente 
de  los  planos  de  las  secciones  principales. 

89.  Curvatura  en  las  secciones  normales.  Tomemos  el 
punto  M  {x,  y  y  z)  como  origen  O  de  coordenadas  rectangulares 
y  por  plano  de  las  xy^  el  plano  tangente  á  la  superficie  en  dicho 
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punto.  Si  :p  representa  el  ángulo  que  la  tangente  OT  á  la  sección 

noi 

dy 


dx 

normal  considerada  forma  con  el  eje  de  las  x,  se  tendrá  —rj  =  eos  ^, 


^^  =  sen  3>;  y  puesto  que  será  eos  6  =  ±  i,  según  que  el  radio 

de  curvatura  esté  dirigido  en  el  sentido  de  las  z 
positivas  ó  en  el  sentido  contrario,  tendremos 

"  ~  r  eos*  :&  -}-  2  j  sen  3»  eos  ;p  +  /  eos*  cp' 

pero  se  puede  suprimir  el  doble  signo,  siempre 
que  se  convenga  en  tomar  el  valor  absoluto  del  radio  de  curva- 
tura en  el  eje  de  las  z  positivas  ó  negativas,  según  que  el  denomi- 
nador sea  positivo  ó  negativo. 

90.  Secciones  principales.  Si  el  plano  normal  gira  alrededor 
del  eje  de  las  ¿r,  el  radio  p  variará  al  mismo  tiempo  que  el  ángulo  ». 
Vamos  á  obtener  los  valores  máximo  y  mínimo  del  radio.  Para  ello 
igualaremos  á  cero  la  derivada  del  denominador,  y  tendremos 

(/  —  r)  2  sen  cp  eos  ^p  +  2  j  (eos*  (&  —  sen*  íp)  =  o, 

ó  Jtg*3.  +  (r-  /)tgtp— j  =  o.  (I) 

Esta  ecuación  da,  para  tg  ^,  valores  reales  cuyo  producto  es 
igual  á  —  I.  Y  puesto  que  haciendo  variar  á  ©  desde  o  hasta  tc,  se 
obtienen  todos  los  planos  normales  que  pasan  por  O,  bastará  con- 
siderar los  dos  ángulos  menores  que  180°,  correspondientes  á  las 
dos  raíces  de  la  ecuación  (i),  expresando  el  uno  por  a  y  el  otro 

por  -  +  a. 

Si  pues  trazamos  en  el  plano  de  las  xy  dos  rectas  OC  y  OL 
que  formen  con  Ox  dichos  ángulos,  las  secciones  normales  situa- 
das en  los  planos  zOC  y  zOL  corresponderán  á  los  radios  de  cur- 
vatura máxima  y  mínima.  En  efecto,  la  derivada  de  segundo  orden 

,    I 

de  -  es 

2  (/  —  ;)  (eos*  tp  —  sen*  :p)  —  8  j  sen  ^  eos  5.; 
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y  esta  expresión  toma  valores  iguales  y  de  signos  contrarios,  cuan- 
do  se  sustituye  ^  por  a  y  por  a  H — . 

Las  rectas  OC  y  OL  son  perpendiculares  entre  sí;  luego  los 
planos  zOC  y  js^OL,  que  determinan  la  máxima  ó  mínima  curvatura, 
son  perpendiculares  entre  sí,  y  son  las  secciones  principa/es. 

91.  Variaciones  de  la  curvatura  en  las  secciones  norma- 
les. Tomemos  las  secciones  principales  por  planos  de  las  xz  y  de 
las  yz.  Los  valores  de  cp,  correspondientes  al  máximo  y  al  mínimo 

del  radio  de  curvatura,  deberán  ser  o  y  — .  Pero  la  ecuación  (i)  del 

número  anterior  sólo  dará,  para  tg  cp  los  valores  o  é  ex,  cuando  j  sea 
nula.  Por  consiguiente,  el  valor  de  ?  tomará  la  forma 

. L .  (X) 

r  eos*  cp  +  /  sen*  ^ 

De  esta  expresión  deduciremos  inmediatamente  los  valores  de 
los  radios  p'  y  p*  de  curvatura  principales,  haciendo  en  ella  ^  =  o 

y  íp  =  -,  lo  que  dará 

Así  pues,  /as  derivadas  parciales  v  y  i  representan  las  dos  curva- 
ture^  principales  en  el  punto  O. 

Podemos  introducir  los  valores  de  p'  y  p"  en  la  expresión  general 
de  la  curvatura.  Así 

-  =  r  eos*  <p  +  /  sen*  ^     ó    -  =  -  eos*  cp  +  ^r  sen*  ^,    (2) 

fórmula  debida  á  Euler,  que  da  la  curvatura  de  una  sección  deter- 
minada por  un  plano  normal,  cuyo  ángulo  con  la  sección  principal 
zOx  es  íp. 

Corolario  i.®  Puesto  que  la  expresión  (2)  no  cambia,  cuando 
se  sustituye  por  ^  su  suplemento:  Dos  secciones  normales,  igual- 
mente inclinadas  respecto  á  una  sección  principal,  tienen  sus  radios 
de  curvatura  iguales  con  igual  signo. 
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Corolario  2.''  Iai  suma  de  las  curvaturas  de  dos  secciones 
normales  principales  entre  si,  es  constante,  pues  llamando  Sj  al  radio 
de  curvatura  de  una  sección  normal  perpendicular  á  la  que  forma 
el  ángulo  ;p  con  el  plano  principal  zOx,  se  tendrá 

11^,1,  ,1111 

—  =  -  sen'  cp  +  -y  eos'  i»,  y  sumando  con  (2),  — j —  =  -7  H — w  > 
9i        9  ?  ?        Pi        P         P 

92.  Discusión  de  la  fórmula.  Suponiendo  p'  y  p"  positivos 
y  p'  >  p",  la  fórmula  (i)  da,  para  p  un  valor  siempre  positivo;  luego 
todas  las  secciones  normales  están  situadas  sobre  el  plano  tangen- 
tes, y  la  superficie  es  convexa  alrededor  de  O.  Si  p'  y  p"  fuesen  ne- 
gativos, la  superficie  sería  convexa,  pero  debajo  del  plano  tangente. 

Escribiendo  la  ecuación  (2)  bajo  la  forma 

-  =  -  -f    — ;    sen'r, 

P        P         \P  ?/ 

se  ve  que  -  aumenta  desde  -  hasta  — ,  cuando  cp  crece  desde  o 

p  p  p 

hasta-,  y  que  disminuye  desde  -^  hasta  -,  cuando  ©  aumenta 

desde  -  hasta  r.. 

2 

Cuando  p'  =  p"  la  fórmula  (2)  da  ~  =  -  ó  p  =  p'  para  cual- 

?        P 
quier  valor  de  ^.  Todas  las  secciones  normales  en  O  tienen  la 

misma  curvatura.  Este  punto  es  un  umbilico. 

Supongamos  que  p'  y  p'  tengan  signos  contrarios,  siendo  p** 

negativo.  Si  hacemos  esplícitos  los  signos,  tendremos 

I         eos*  9        sen*  cp 


Para  cp  =  o  se  tiene  p  =  p'.  Al  crecer  el  ángulo  f  desde  o  hasta 
el  valor  é  dado  por  la  ecuación  tg*  6  =  JL,  p  crece  desde  p'  hasta 
el  infinito.  Más  allá  de  *  =  6,  se  hace  p  negativo  decreciendo  hasta 
p",  valor  que  corresponde  á  ^p  ^  - .  Los  valores  de  p  se  reproducen 
en  seguida,  pero  en  un  orden  inverso. 
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93.  Determinación  de  los  umbílicos.  Para  obtener  los  um- 
bílicos,  es  necesario  buscar  los  puntos  en  que  el  radio  de  curvatura 
de  las  secciones  normales  tiene  el  mismo  valor.  Con  este  objeto, 
sustituyamos  en  la  fórmula  (2)  del  núm.  84,  ¿//*  por  ¿.r'+^^+^-sr*, 
y  dividiendo  por  dx^,  tendremos 


R  = 


,.^,^,[.+(l)V(-y] 


r  A-  2s 


dx^    \dx} 


dy 
Expresando  por  m  el  coeficiente  ^  - ,  tendremos 

dz 
dz  =  pdx  4-  qdy        ó         —-=  p  -\-  qm, 

'  dx 


Cuando  el  punto  es  un  umbílico,  el  radio  es  independiente  de  m 
y  tendremos 

-Xíl=^  =  -^  ó  Pgr-sil+p')=o.  pqt-^s{l+q')^o.  (l) 
Ejemplo  V     Sea  el  paraboloide  elíptico 

;r  Jf  I  I 

Tenemos  /  =  -,    ^  =  -7,     r=-,     /  =  r»     -^  =  0 
^        a  o  a  o 

x^        xy  y^ 


I  :  ¿r  o  I  :  ¿    ' 

A  estas  ecuaciones  se  satisface  haciendo  ;r  =  o,  a  =  ¿4""r 
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a  —  b 


de  donde  y  ="  ±)  ^  {^  —  ^)^     ^ 

Existen  dos  umbílicos  en  el  plano  jO^r. 

2,'     Sea  el  elipsoide    '^7  +  7^  +  ^  =  i.  («  >  *  >  ^) 

Ct  O"  c 

Sustituyendo  los  valores  de  r,  Sy  t  en  las  ecuaciones  (i),  resulta 

a^  (¿*  —  c")  p'  +  b'  {a"  —  c')  (f  —  c'  (a»  —  b*)  =  o. 

La  hipótesis  /  =  o  debe  desecharse,  porque  la  segunda  de  las 
ecuaciones  (i)  da  un  valor  imaginario  para  q.  Haciendo  y  =  o,  de 
donde  j  =  o,  tendremos 

Hay  pues,  cuatro  umbílicos  situados  en  el  plano  principal,  que 
comprende  el  mayor  y  el  menor  de  los  ejes,  con  relación  á  los  que 
están  situados  simétricamente. 

94.  Superficie  cuyos  puntos  son  todos  umbílicos.  Cuando 
las  ecuaciones 

1+/  =  i^  =   ^+^'  (r\ 

r  s  t  ^  ^ 

que  determinan  los  umbílicos  se  reducen  á  una  sola,  la  superficie 
tiene  una  infinidad  de  umbílicos,  situados  en  una  línea  que  se  llama 
linea  de  las  curvaturas  esféricas.  Si  las  ecuaciones  (i)  son  idénti- 
cas, todos  los  puntos  de  la  superficie  son  umbílicos.  Para  obtener 
una  superficie  que  goce  de  esta  propiedad,  observaremos  que  las 
ecuaciones  (i),  escritas  bajo  la  forma 

/        dp         \  dq  Q       ^         I  ^/ 

I  +  /^  rf.r         q  dx'       l  +  q^  dy         p  dy 

pueden  integrarse  como  las  ecuaciones  ordinarias,  y  se  tendrá 

I+P'=Yq\  i+q'  =  Xp\ 
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siendo  X  é  Y  funciones  de  -r  ó  ^  solas,  respectivamente.  Obtendre- 
mos de  las  ecuaciones  (2), 


Pero  /  y  y  deben  satisfacer  á  la  ecuación  -^  =  "^.  Se  tendrá  pues 


dX  I  d\ 


(1  +X)^=»  dx         (I  +  Yj3:2  ¿y  • 

Siendo  el  primer  miembro  función  de  x  sola,  y  el  segundo  de 
yy  esta  ecuación  solo  podrá  subsistir  cuando  el  segundo  miembro 

2 

sea  una  constante,  sea  esta  ^ .  Entonces  se  tendrá 

dX  2dx       (n-Y)3:2         2dy 


(l  +  X)5-»  R    '  d\  R    ' 

é  integrando, 

R  R 

X,  ■■: -,  =  0  —y, 


fi  +  X  fT+  Y 

siendo  ayo  constantes  arbitrarias.  Si  sustituímos  los  valores  de 
X  é  Y  en  (3),  resultará 

a  —  X  ó  —y 

i  R*'^  (a  —  xy^^'^Y 

é  integrando  nuevamente, 

z  —  c=  ^R^  —  {a~xy  —  {ó—yy 

ecuación  de  una  esfera.  Asi,  /a  esfera  es  la  única  superficie  cuyos 
puntos  son  todos  umbtlicos. 


I30 
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§  2.°     Teoría  dk  la  inimcatriz 

95.     Paraboloide  de  ajuste  (*)  (de  raccordement)  ú  osculador. 
Sea  la  superficie 


Figura  54  Figura  55 

referida  á  su  plano  tangente  en  el  origen  de  coordenadas  ;,  t,,  ^, 
en  el  que 

que  por  ser /o  =  ^i  =  o,  ^o  =  ^u  =  o,  se  reduce  á  la  forma 

S  =  «í  S*  +  ¿a  í*1  +  ^2  'i'  +  ••• 

en  la  cual  aun  puede  hacerse  desaparecer  el  término  en  ^y)  por  un 
giro  conveniente  alrededor  del  eje  J^,  pudiéndose  escribir  bajo  la 
nueva  forma 

Si  consideramos  tan  solo  hasta  los  términos  los  términos  de  se- 
gundo orden,  quedará  reducida  á 


2«.  =  ^  +  y     o      2^  =  ^  + 


R.       R," 


(«) 


expresando  R,  y  R,  los  radios  de  curvatura  principales. 


(*)    Proponemos  esta  triiducción  du  la  palabra  raccordement. 
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Figura  56 


De  la  ecuación  (a)  resulta  que  los  radios  de  curvatura  princi- 
pales tienen  signos  iguales  en  los  puntos 
elípticos,  y  opuestos  en  los- hiperbólicos, 
es  decir,  que  en  los  puntos  elípticos  los 
dos  centros  de  curvatura  se  hallan  al 
mismo  lado  (fig.  56),  en  los  hiperbólicos  al 
lado  opuesto  de  la  superficie.  En  los  pun- 
tos parabólicos  uno  de  dichos  radios  R,  ó 
R,  es  infinito,  según  que  lo  sea  a*  ó  P^ 

Este  paraboloide  osculador  es  la  se- 
gunda aproximación  á  la  superficie  (siendo  la  primera  el  plano  tan- 
gente ?  =  o). 

Su  intersección  con  el  plano  tangente  ÍJ  =  o  es  la  curva 

que  representa  un  par  de  rectas,  reales, 
imaginarias  ó  coincidentes,  según  que 
a*  y  ¡3*  tengan  signos  distintos,  iguales 
ó  cuando  a'  ó  ?'  sean  infinitos,  que 
corresponden  al  paraboloide  hiperbó- 
lico, al  elíptico  ó  al  cilindrico  (figu- 
ras 54,  55  ó  57). 
Diremos  pues,  que:  Toda  superficie  corta  al  plano  tangencial  en 
una  curva,  que  tiene  en  el  punto  de  contacto  P  un  punto  doble,  aislado 
ó  de  retroceso,  según  que  ti  paraboloide  osculador  sea  hiperbólico, 
elíptico  ó  sea  un  cilindro  parcAóHco. 

96.  Indicatriz.  Se  llama  indicatriz  en  un  punto  P  de  una 
superficie  á  la  curva  semejante  á  la  sección  hecha  en  esta  superfi- 
cie por  un  plano  paralelo  al  plano  tangente  en  P,  trazado  á  una 
distancia  infinitamente  pequeña  de  este  plano,  siendo  la  relación  de 
semejanza  del  orden  de  la  raíz  cuadrada  de  esta  distancia. 
Dupin,  en  su  Troisiéme  Mémoire  obtiene  la  ecuación 

r (X  —  xf  +  2j  (X  -  X)  (Y  -y)  +  /(Y  - j>/)«  =  C 
de  la  indicatriz  por  la  integración  de  la  ecuación  de  las  tangentes 


Figura  57 
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conjugadas 


Y  —  y       rdx  -h  sdy 
X^^  +  sdx  +  tdy  7"  ^' 


dy         d\ 
que  bajo  la  condición  -,  -  =  -j_^  adquiere  la  forma 

UX  u\ 

r{X—x)dX-\^s[{Y-'y)dX+{X  —  x)dY]-^t{Y—y)dY=o. 

Pero  de  otra  manera,  considerando  la  superficie  primitiva  jp  =  «j» 
{x,  y),  é  incrementando  ;r  é  ^  en  dx  y  dy,  llega  á  la  expresión 

dz=pdx-{-gdy-\- {rdx^-{-2sdxdy'\' tdy)  + !"••• 

1.2  Ia2*3 

Puesto  que  la  ecuación  del  plano  tangente  es 

Z-z=p{X-x)  +  q{Y-y), 
la  del  plano  tangente  paralelo,  á  una  distancia  dh,  será 

Z  —  z  —  dk=p{X-'  x)  +  q{Y  —y). 

Y  puesto  que  X,  Y,  Z  son  puntos  de  la  superficie  infinita- 
mente próximos  á  .r,  y,  z,  porque  dh  es  infinitamente  pequeño,  será 
Z  —  z-=  dz,  X  ~  .r  =  dx,  Y  — y  =^  dy,  y  la  ecuación  del  plano 
secante  se  reducirá  á 

dz  —  dh  =^  pdx  +  qdy. 

Restando  del  desarrollo,  se  obtiene 

dh  =  —  (rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^)  -\ —  (oidx^  +  ,...)  + 

1*2  1*2«3 

y  quedará  2dh  =  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy"^, 

como  proyección  sobre  el  plano  xy,  de  la  sección  buscada.  Y  des- 
pués de  comparar  con  la  ecuación  obtenida  de  la  indicatriz,  con- 
cluye Dupin  enunciando  el  teorema  siguiente: 

Un  plano  infinitammtc  próximo  del  plano  tangente  y  que  le  es 
paralelo,  corta  á  la  superficie  según  una  curva  de  segundo  grados 
INDICATRIZ  de  la  curvatura  de  la  superficie  d  partir  del  punto  que  se 
considera. 
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Así  pues,  siendo  la  ecuación  del  plano  secante  infinitamente 
próximo  al  plano  tangente 

Z  —  z=pO^  —  x)^qi^  —  z)J^h  (I) 

y  la  de  la  superficie,  según  la  fórmula  de  Taylor, 

Z-^=/(X-;r)+y(Y-j) 

+  -^  [r  (X  -  ;r)«  +  2J  (X  -  ;r)  ( Y  -  j/)  +  /  ( Y  -  yr\  + 


2 

La  proyección  de  su  intersección  con  el  plano  (i),  sobre  el  plano 
de  las  Xy  y,  será  una  curva  representada  por  la  ecuación 

A  =  ^[(X-;r)«r  +  2(X-;r)  (Y-;/)  .y +  (¥-;/)* /]  +  .... 

Y  si  sustituimos  —j--—  é  -  por  ;  y  por  Tj,  haciendo  tender 

)2h  ]2h 

á  h  hacia  cero,  tendremos 

I  =  r;«  +  2s\r^  +  tri\ 

que  es  la  ecuación  de  la  proyección  de  la  indicatriz 
sobre  el  plano  tangente.  Las  ecuaciones  de  esta  curva       , 

son  Z  —  ;?  =/  (X  —  ;ir)  +  ^  (Y  —y\  Figurass 

1  =  r(X  -  x)^  +  2s{X  -  X)  (Y  -  j)  +  /(Y  - y)\ 

Observación.  La  sección  de  una  superficie  por  su  plano  tan- 
gente presenta  un  nudo  en  el  punto  de  contacto,  Ic^  tangentes  al  nudo 
son  las  asíntotas  de  la  indicatriz. 

En  efecto,  si  se  corta  la  superficie  por  su  plano  tangente  en 
;r,  y^  0,  la  proyección  de  la  intersección  se  expresa  por 

o  =  ^[r(X  -  xY  +  2s{y.-x)  (Y  -y)  +  tQ{-yf\  +• 

El  punto  (;r,  y)  de  esta  curva  es  un  nudo  cuyas  tangentes  se 
hallan  expresadas  por  el  grupo  de  términos  de  menor  grado 

r(X  -;ir)*+  2^(X  -  x)  (Y  -y)  +  /  (Y  -7)*=  o, 

que  es  la  asíntota  de  la  indicatriz. 
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Podemos  considerar  la  ecuación  del  paraboloide  osculador 

En  virtud  de  la  ecuación  O'M'*  =  00'  (2?  —  00')  existente 
para  el  círculo  osculador  de  la  sección  OM'C  (fig.  58),  tendremos 

OM'*  OM'^  0'M'« 

p  =  lim  ^^   ,  =  lim  — —  =  lim 


2OO'  2h  2h 

Y  si  hacemos 

;  =  O'M'  eos  ^,     v)  =  O'M'  sen  3,,     (siendo  /.  :rON  =  ^), 

se  tendrá     O'M'*  (r  eos*  7  +  2s  sen  ^  -\-  t  sen*  *)  =  2h 

I 
de  donde        p  = 


r  eos*  ^-{-2s  sen  cp  eos  ^  +  /  sen*  <p 

O'M'* 
La  igualdad  p  =  -  -.-  -  manifiesta  que  los  radios  de  curvatura 

de  las  diferentes  secciones  normales,  son  proporcionales  á  O'M'*. 

Supongamos  pues,  que  en  la  traza  del  plano  xrON  sobre  el  plano  de 

^^.,       O'M' 
Ias;rvse  tome  ON  =  -,^^  ,  se 

/^    tendrá  p  =  ON*.  Además,  la  re- 

lacion  -^-.    sera  constante  para 
ON 

todas  las  secciones  normales.  La 
curva  ALB  así  obtenida,  será  se- 
mejante á  A'MB'  siendo  su  centro  O,  y  esta  curva  es  la  indicatriz. 

Observación,  En  el  caso  de  ser  la  indicatriz  hiperbólica,  la  su- 
perficie se  halla  á  los  dos  lados  del  plano  tangente,  cambiando  de 
signo  el  radio  de  curvatura  (fig.  95). 

Cuando  el  punto  t  recorre  la  hipérbola,  el  radio  vector  Ot  varía 
desde  Oa  hasta  el  infinito,  y  el  radio  de  curvatura  de  la  sección 
normal  desde  p,  hasta  el  infinito.  Cuando  la  recta  dOr  se  halla  en 
el  ángulo  suplementario  de  las  asíntotas,  la  cantidad  Or*  es  nega- 
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tiva,  y  el  radio  p  de  curvatura  se  halla  dirigido  en  sentido  contrario 
de  los  precedentes.  La  hipérbola  cuyos  vértices  son  w  y  ji,  no  indica 
ya  variaciones  en  el  radio  de  curvatura.   Pero  si  trazamos  una 
hipérbola  en  el  ángulo  su- 
plementario de  las  asíntotas, 
tendremos  una  indicatriz  que 
corresponderá  á  un  valor  ne- 
gativo del  radio.  Así: 

El  radio  de  curvatura  de 
una  sección  normal  es  positivo 
ó  negativo,  según  que  la  traza 
del  plano  tangente  está  com- 
prendida en  uno  ú  otro  de  los 
ángulos  de  las  asíntotas  de  la  indicatriz.  Cada  una  de  las  secciones 
normales,  cuyo  plano  contiene  una  de  las  asíntotas  de  la  indicattiz, 
tiene  un  radio  de  curvatura  infinito,  y  por  consiguiente,  las  c^intotas 
de  la  indicatriz  tienen  un  contacto  de  segundo  orden  con  la  superficie. 

Las  superficies  que  tienen  por  indicatrices  en  cada  uno  de  sus 
puntos  hipérbolas,  se  llaman  de  curvaturas  opuestas.  La  indicatriz 
se  compone  de  dos  hipérbolas  conjugadas. 

97.  Definiciones.  Se  llama  curvatura  total  de  una  superficie 
en  un  punto,  á  la  inversa  del  producto  de  los  radios  principales  de 
curvatura,  y  curvatura  media,  á  la  suma  de  las  inversas  de  los 
mismos.  Así  escribiremos 


Figura  60 


K  = 


r,r^ 


H 


T.+ 


Observación.  Los  puntos  cuya  indicatriz  es  elíptica  ó  hiperbólica 
se  llaman  como  se  dijo  puntos  elípticos  ó  hiperbólicos;  y  la  línea  lí- 
mite de  los  puntos  de  curvatura  nula,  que  son  \os  puntos  parabólicos. 


§  2i.^     Tangentes  conjugadas 

98.     Definición.     Sea  MM'  una  curva  cualquiera  situada  en 
una  superficie.  Consideremos  los  planos  tangentes  en  los  puntos 
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M  y  M'.  Si  el  segundo  punto  se  aproxima  indefinidamente  al  pri- 
mero, la  intersección  de  los  dos  planos  variará  de  posición  y  se 
convertirá,  en  el  limite,  en  cierta  tangente  á  la  superficie  en  el 
punto  M.  Esta  recta  límite  y  la  tangente  MT  á  la 
»  ^     curva  MN  se  llaman  tangentes  conjugoélas. 

¡¿/  Tomemos  como  origen  el  punto  M  y  por  planos 


T^^     ^     coordenados  xy,  xz.yz,  el  plano  tangente  y  los  planos 
Af         7^         de  las  secciones  normales  principales  correspondien- 
Figura  61        tcs  á  cstc  punto.  Se  tendrá  en  M,  ;r  =  o,^= o,  jet  =o, 

^  =  o,  ^  =  o,  j  =  o. 
La  ecuación  del  plano  tangente  en  M'  (.r', y\  z),  es 

Z-z^=P'iX-x')+q'{Y-y), 

expresando/'  y  q'  los  valores  de  /  y  ^  en  el  punto  M'.  Y,  en  virtud 
de  la  fórmula  de  Mac  Laurin,  se  tendrá 

z'  =px'  +  qy  +  ^-  (ry*  -f  2sx'y  +/y^)  + 


Y  despreciando  infinitamente  pequeños  de  tercer  orden, 

z'  =  -^{tx'^j^ty% 

y  derivando  con  relación  k  x  ^  y ,  tendremos  p'  =  rx\  q[  =  ty. 
Por  tanto,  las  tangentes  en  M  y  M'  serán  Z  =  o  y 

rx  (X  -  x)  +  ty  (Y  — /)  +  -  {rx"^  +  ty^)  —  Z  =  o. 

Estas  dos  ecuaciones  representan  la  intersección  de  los  planos 
tangentes,  que  será 

rx'  X  +  //  Y  —  ~  [rx""  +  //*)  =  o. 

Hagamos  y  =  mx\  siendo  m  el  coeficiente  angular  de  la  pro- 
yección de  la  recta  MM',  que  se  confunde  en  el  límite  con  la  tan- 
gente MT.  La  ecuación  última  se  transforma  en 

rX  +  tm\  —  -  x'  (r  +  tnC^)  =  o, 
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y  cuando  el  punto  M'  se  confunde  con  M,  se  tiene  ;r'  =  o  y 

rX  -f  tmY  =  o, 

ecuación  de  la  tangente  conjugada  arriba  definida.  Si  m  expresa 
su  coeficiente  angular,  se  tendrá 

m' =  —  — -     o     ptm' =  —  — ^ 
tm  t 

Teorema.     Dos  tangentes  conjugadas  son  paralelas  a  dos  diá- 
metros conjugados  de  la  indicatriz. 

En  efecto,  si  — ¿  -|.  -^^  =  i  es  la  ecuación  de  la  indicatriz,  se 

tendrá,  entre  los  coeficientes  angulares  de  dos  diámetros  conjugá- 
is 

dos,  la  relación  ;//;//'  = .  Pero 

a* 


I 

I 

d*             r 

,.=-. 

'''V 

luego     mm'  = -  =  —  —  , 

lo  que  demuestra  el  teorema.  Y  siendo  los  radios  de  curvatura  pro- 
porcionales á  los  cuadrados  de  los  diámetros  de  la  indicatriz,  re- 
sulta que:  la  suma  algebraica  de  los  radios  de  curvatura  correspon- 
dientes a  dos  tangentes  conjugadas  es  constante. 

Otro  procedimiento.  Podemos  llegar  á  la  familia  conjugada 
de  otra  familia  de  curvas,  trazadas  en  una  superficie,  observando 
que  para  que  dos  direcciones  dxy  dy,  dz  y  Zx,  oj,  ^z  sean  conjuga- 
das, basta  que  sus  proyecciones  lo  sean  con  relación  á  la  proyec- 
ción de  la  indicatriz  sobre  el  plano  de  las  xy.  Y  puesto  que  la 
ecuación  de  ésta  es 

rX*  +  2jXY  + /Y*  =  I, 
dichas  direccioneij  serán  conjugadas,  si  se  tiene 

rdxZx  +  s  {dx6y  +  dyox)  +  tdyoy  ==  o.  (i) 

En  general,  la  ecuación  de  una  familia  de  curvas  es  reducible  á 
la  foiTna  •}  (;r,  y,  s,  a)  =  o.  La  eliminación  de  ol  y  s  entre  esta 
ecuación,  la  de  la  superficie  y  la 
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dy 

da  una  relación  entre  x,  y,  dx^  dy.  Se  obtiene  el  valor  de  -7- ;  y 

ax 

sustituyendo  en  (i),  obtendremos  una  ecuación  de  la  forma 
Mo,r  -|-  No>/  =  0,  que  es  la  de  la  familia  conjugada.  Entre  las  redes 
conjugadas,  podemos  distinguir: 

I.''  Ijis  lineas  asintóticas ^  tangentes  en  cada  uno  de  sus 
puntos  á  las  asíntotas  de  la  indicatriz.  Sus  ecuaciones  diferenciales 
se  obtienen,  escribiendo  que  las  direcciones  dx^  dy  y  í,r,  ^y  coinci- 
den. La  ecuación  .(i)  se  reduce  entonces  á 

rdxf^  +  2sdxdy  +  tdy^  =  o,  (2) 

que  es  la  ecuación  diferencial  de  las  asintóticas,  las  cuales  son 
reales  tan  solo  en  el  caso  de  ser  r/  —  s'  <^  o.  Si  se  observa  que 

d*e  =  pdKr  +  gd^y  +  rdx^  -[-  2sdxdy  +  tdy^, 

la  fórmula  (2)  se  escribirá 

—  d^£  +pd^x  +  qd*y  =  o, 

que  expresa  que  la  dirección  {d*x,  dy,  d*z)  de  la  normal  principal 
es  perpendicular  á  la  dirección  p,  q,  —  i  de  la  normal  á  la  superfi- 
cie. Así:  Las  asintóticas  están  caracterizadas  por  que  su  plano  oscu^ 
lador  es  tangetite  á  la  superficie, 

2.°  Las  lineas  de  curvatura  son  líneas  tangentes  en  cada  uno 
sus  puntos  á  los  ejes  de  la  indicatriz;  son  pues  líneas  conjugadas 
ortogonales.  Sus  ecuaciones  se  obtendrán  escribiendo,  que  no  sola- 
mente se  verifica  la  ecuación  (i),  sino  además  la  siguiente 

dxly  -f  dyly  +  dzlz  =  o 

ó  dxix  4-  dy^y  +  {P'^^x  +  q'^y)  ipdx  +  qdy)  =  o, 

es  decir, 

dxlx  (I  +/*)  +  dy'^y{i  +  ^*)  +  pq  {oxdy  +  oydx)  =  o. 

Zy 
Si  eliminamos  la  relación  -  -  entre  esta  ecuación  y  la  (í),  ten- 

ox 

dremos  la  ecuación  de  las  proyecciones  de  las  líneas  de  curvatura 
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sobre  el  plano  de  las  xy, 

—  rdx\(\  +  q'^dy^pqdx^  +  s  \dx{{\  +p')dx  +pq\dy 

—  dy\{i  +  q')dy  +pqdx]\  +  tdy[{i  +p')dx  +pqdy]  =  o, 

que  se  reducirá  á  la  expresión  que  daremos  más  adelante. 

Observación.  Las  Uneas  de  curvatura  son  las  bisectrices  de  las 
líneas  asintóticas. 

§  4.**     Líneas  de  curvatura 

99.  Líneas  de  curvatura.  Definición.  Lineas  de  curvatuia 
de  una  superficie  son  aquéllas  cuyas  normales  sucesivas  se  encuentran, 
formando  superficies  desarróllenles. 

Para  obtener  su  ecuación  consideremos  las  dos  normales  en 
los  puntos  M  y  M'. 

X-.r +/  (Z-2)  =  o  (I) 

\-y  +^  (Z-^)  =  o,  (2) 

X_;r'+/(Z-/)  =  o  (3) 

Y-y  +  í'(Z-0  =  o.  (4)    y         ^ 

Eliminando  X  entre  (i)  y  (3)  é  Y  entre  (2)  y  (4),         Figura  C2 
tendremos  dos  expresiones  de  Z,  que  igualadas  dan 

X  —x  +  p'z'  —pz  ^y  —y-\-q  z  —  qz 

P'-P  q-q  ^^^ 

Esta  ecuación  y  la  de  la"  superficie  z'  =  f  (x' y)  representan 
una  curva  MM'  situada  en  ésta,  que  pasa  por  el  punto  M  y  tal,  que 
todas  las  normales  á  la  superficie  trazadas  por  la  curva  encuentran 
á  la  normal  MN. 

Si  ahora  suponemos  que  M'  se  halla  infinitamente  próximo  al 
punto  M',  en  vez  de  las  diferencias  escribiremos  diferenciales,  y 
tendremos 

dx  +  Pdz  +  ^dp         dy  +  qdz  +  zdq 


(6) 


^ 


dp 

dq 

dx 

+  pdz 

dy  +  qdz 

dp 

dq 
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Sustituyendo  por  las  diferenciales  sus  valores,  se  reduce  á 


.+/'+ííg 


(Ix 


r  +  s 


dx 


s  +  t 


~dy 


Ó  bien 


[(i  +  .V-/./](g) 


dx 

i 


dy 


+  r(i  +  ?»)  r-{i+  /')  /]  ^  -^pqr  -  (I  +/')  í  =  o      (7) 

dy 
Esta  ecuación  da  dos  valores  de  ~-  é  indica  dos  direcciones, 

dx 

según  las  que  es  necesario  pasar  del  punto  M  á  otro  punto  infini- 
tamente próximo  de  la  superficie,  para  que  la  normal  de  dicho 
punto  encuentre  á  la  normal  en  M.  Si  tomamos  uno  de  ellos  y  el 

valor  correspondiente  de  -  ,  podremos  pasar  al  punto  infinitamen- 

dx 

te  próximo  M'  y  enseguida  de  éste  al  M",  y  así  sucesivamente,  ob- 
teniendo una  de  las  dos  lineas  de  curvatura  MM'M"...;  y  de  igual 
modo  obtendremos  la  otra. 

Observación,     También  podríamos  haber  expresado  inmediata- 
mente la  intersección  de  las  dos  normales 

X  — ^  _  Y  --  j  _  Z--5 

J\  Ji  J¿ 

X  —  ^  —  dx  _  Y  —y  —  dy  _  Z  —  «  —  '^-sr 

"fVVdl    ~ "  K+df,    -  "f^  +  d/;-' 

bajo  la  forma 
dx      dy      dz 

/,       h       h    =0, 
dh     di,     df. 


dx 
P 


dx  dy  dz 

y.         y*       h 

Judx-\-fii     dy+/„dz.... 
dy        pdx  +  qdy 
q  —  I  =  o. 


rdx  -\-  sdy    sdy  -j-  tdy  o 
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100-     Propiedades.     Tomemos  la  normal  MN  por  eje  de  las 
z\p  y  q  son  nulos,  y  la  ecuación  (7)  se  reduce  á 


+  ('•-0^-^  =  0.  (8) 

El  producto  de  las  raíces  de  esta  ecuación  es  igual  á  —  i;  luego 
las  tangentes  trazadas  á  las  líneas  de  curvatura  que  se  cortan  en  M 
son  perpendiculares  entre  sí. 

Tomemos  por  planos  principales  los  de  las  zy  y  zx,  entonces 

j  =  o.  La  ecuación  (8)  tiene  una  raíz  nula  y  otra  infinita;  luego  las 

líneas  de  curvatura  son  tangentes  en  M  al  eje  de  las  ;r  y  al  de  las 

y,  es  decir,  que  éstos  son  tangentes  á  las  secciones  principales.  Las 

dos  series  de  líneas  de  curvatura  se  cortan  según  ángulos  rectos 

en  la  superficie,  y  la  dividen  en  rectángulos  infinitamente  pequeños. 

dy 
Si  se  tuviese  á  la  vez  j  =  o,  r  —  /,  los  dos  valores  de  -~-  se- 

dx 

rían  indeterminados.  Habría  una  infinidad  de  líneas  de  curvatura 

que  pasasen  por  el  punto  M,  alrededor  del  cual  todas  las  curvaturas 

serían  iguales,  el  cual  sería  un  umbílico.  Este  carácter  puede  servir 

para  hallar  los  umbílicos  de  una  superficie;  porque  si  se  expresa  que 

dy 

la  ecuación  (7)  da  para  ,     una  infinidad  de  valores,  se  obtendrán  las 
dx 

dos  ecuaciones  ya  conocidas 

r  t  s' 

Sean  O  un  punto  de  la  superficie,  Oz  una  normal,  ÜA  y  OB  las 
dos  líneas  de  curvatura,  Ox  y  Oy  sus  tangentes.  Si  O'  y  O*  son 
dos  puntos  infinitamente  próximos  al  O  en  las  líneas  OA  y  OB, 
puede  admitirse  que  las  normales  O'K  y  O^L  encuentran  á  Oz,  Sean 
K  y  L  los  puntos  de  intersección.  Vamos  á  demostrar  que  OK  y  OL 
son  los  radios  de  curvatura,  en  el  punto  O,  de  las  secciones  princi- 
pales zOx  y  zOy,  En  efecto,  puesto  que  Ox  es  tangente  á  la  curva 
OA,  el  punto  O'  infinitamente  próximo  del  O  en  A,  puede  conside- 
rarse como  perteneciente  al  plano  zOx\  luego  la  recta  O'K,  que  es 
normal  á  la  curva,  puesto  que  es  normal  á  la  superficie,  determinará 
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por  su  intersección  con  la  normal  O-sr  el  centro  de  curvatura  de  la 
sección  principal  situada  en  el  plano  sOx.  Y  de  igual  manera  se 
verá  que  OL  es  el  radio  de  curvatura  de  la  sección  principal  en  el 
plano  zOjy  (fig.  53).  También  puede  obtenerse  este  resultado  por  el 
cálculo,  pues  siendo 

X-x+p{Z-z)  =  o,      Y-^  +  í(Z-i?)  =  o      (I) 

X-y+/(Z-¿r')=o,     Y-y  +  ^'(Z-/)=.o     (2) 

las  ecuaciones  de  las  dos  normales,  si  el  punto  (x,  y^  z)  coincide 
con  el  origen  y  el  punto  (x\  y,  ¿)  está  muy  próximo,  las  ecua- 
ciones (i)  se  reducen  á  X  =  o,  Y  =  o;  y  las  otras  dos  dan  en  el 
punto  común 

—  d^  +  rf^  (Z  -  dz)  =  —  dx  —  Zrdx  =  o, 

—  dy  +  dq{Z  —  ds)  =  —  dy  +  Ztdy=^o, 

ó  bien  dx  (Zr  —  i)  =  o,       dy  {Zt  —  i)  =  o. 

Y  no  pudiendo  ser  dx  y  dy  nulas  al  mismo  tiempo,  se  podrá 
suponer 

ó  rf,r  =  o,     Z  =  —         ó         ¿y  =  o,     Z  :=  —. 

t  r 

P2n  el  primer  caso,  puesto  que  dx  =  o,  la  tangente  coincide 

con  el  eje  de  las  y^  siendo  Z  =  -    el  radio  de  curvatura  principal; 

en  el  segundo  caso,  la  tangente  coincide  con  el  eje  de  las  ;r  y  el 

radio  de  curvatura  principal  será  Z  =  -. 

Observacidn.  No  se  debe  infeiir  de  lo  dicho  que  los  puntos 
de  intersección  de  las  normales  son  los  centros  de  los  círculos 
osculadores  de  las  líneas  de  curvatura,  porque  estas  normales  se 
cortan  sucesivamente  y  son  tangentes  á  una  misma  curva,  pro- 
piedad que  no  tienen  las  normales  trazadas  por  los  centros  de  cur- 
vatura de  una  curva  alabeada.  Y  al  mismo  tiempo  las  líneas  de 
curvatura  pueden  ser  planas,  sin  que  sus  círculos  osculadores  se 
confundan  con  los  de  las  secciones  principales,  pues  para  esto  sería 
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necesario  que  sus  planos  osculadores  fuesen  normales  y  que,  por 
tanto,  las  líneas  de  curvatura  fuesen  líneas  de  distancia  mínima 
(t.  IV,  pág.  425).  Por  ejemplo,  en  las  superficies  de  revolución,  las 
líneas  de  curvatura  son  los  meridianos  y  los  paralelos.  Los  meri- 
dianos son  secciones  principales,  porque  sus  planos  osculadores  son 
normales  á  la  superficie.  Los  paralelos  son  líneas  de  curvatura  plana, 
no  siendo  secciones  principales. 

101.     Distancia  mínima  de  dos  normales.     Distancia  mínima 
de  dos  normales  trazadas  por  dos  puntos  infinita- 
mente  próximos  MM'  de  una  superficie. 

Sean  MM'  =  dfs,  IV  =  du  la  distancia  mínima 
de  las  normales  I'N  paralela  á  IM  en  T,  terminada 
en  el  plano  tangente  en  M. 

Por  ser  la  recta  MN  perpendicular  al  plano 
NI'M',  el  ángulo  MNM'  es  recto.  La  recta  MN, 
está  contenida  en  el  plano  tangente  en  M  y  es  pa- 
ralela al  plano  tangente  en  M';  por  consiguiente  es 
paralela  á  la  intersección  de  estos  dos  planos,  en  otros  términos,  es 
la  tangente  conjugada  de  MM*. 

Si  pues  w  es  el  ángulo  de  estas  dos  direcciones,  se  tendrá 


du  =  d(j  eos  < 


(I) 


Podemos  obtener  la  expresión  analítica  de  du,  considerando  las 
dos  normales  inñnitamente  próximas 

X  =  —pZ-\-x  +  px,       Y=-qZ+y-\-qz 

y  será      X  =  —  {p  +  dp)  Z  -{■  dx  -{-  {p  +  dp)  z  -\-pdz 

Y  =  —  {g-\-dg)Z+y-\-dy  +  {q  +  dq)z  +  qdz. 

Y,  en  virtud  de  la  fórmula  de  la  mínima  distancia  de  dos  rectas 


_  (rff  +  pdz)  dq  +  {dy  +  qdz)  dp 
"  ~  }¡df^~d^-~^Jp^q-'q^ 

du  =  —  tí^-^t^-)  -^  —P^f^-^'  +  [jl  +  f)  s  —  pqt\  dy*  + 


sera 


Vdp*  +  dq'-\-{pdq-qdpy 
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Cálculos  de  los  radios  de  curvatura.  El  teorema  arriba  de- 
mostrado permite  calcular  las  curvaturas  principales  en  un  punto 
de  una  superficie,  siendo  el  origen  un  punto  cualquiera.  Séale 
normal  en  el  punto  M  (^r,  _;',  z) 

X--x  +  p{Z-z)=o,     Y-j^-f^(Z-r)=o. 

Si  M'  es  un  punto  infinitamente  próximo  tomado  en  la  línea  de 
curvatura,  la  normal  correspondiente  encontrará  á  la  primera  nor- 
mal en  un  punto  cuya  coordenada  Z  estará  dada  por  cada  una 
de  las  dos  ecuaciones 


Z  —  z  = 


dx  dx 


dy 
Eliminando  -,--  entre  estas  dos  ecuaciones,  tendremos 
dx 

{rt-s-){Z-zY-^[{l^-f)t  +  {i+q')r-ipqs]{Z-¿) 

+  i+/'  +  ^^  =  o.  (I) 

Esta  ecuación  da  dos  valores  de  Z  -  -  ¿r,  y  por  consiguiente  de  Z, 
que  corresponden  á  los  centros  de  curvatura  de  las  dos  secciones 
principales.  Si  expresamos  por  o  uno  de  los  radios  de  curvatura, 
tendremos 

?  =  F (X  -  xY  +  (Y  -yf  -f  (Z  -¿y 

que  en  virtud  de  las  ecuaciones  (  )  se  reducirá 

s  =  (Z  — ir)  f'i '+/+?*     de  donde     Z  —  z  = 


Si  se  sustituye  el  valor  de  Z  —  2?  en  la  ecuación  (i),  tendremos 
después  de  reducir  y  ordenar 

(rt  -  S-)  f  -  [(I  ^f)  t^(l^q^)t-2pqs\  Íl+P'  +  q' 
de  la  que  se  deducen  los  dos  radios  de  cui*vatura  principales. 
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102.  NoRMALÍAS.  El  Sr.  Mannheim  llama  nomialía  de  una 
superficie  al  lugar  de  las  normales  á  esta  superficie  que  pasan  por 
todos  los  puntos  de  una  linea  trazada  en  ésta. 

Una  norfptalía  desarrollable  es  el  lugar  de  las  normales  á  la  su- 
perficie trazadas  por  los  puntos  de  una  línea  de  curvatura,  porque 
dos  noiTnales  consecutivas  se  encuentran.  Para  obtener  su  ecuación 
basta  eliminar  .r,  y,  z  entre  la  ecuación  de  la  superficie  propuesta, 
las  ecuaciones  de  una  normal  y  la  ecuación  (7)  de  la  pág.  140,  que 
expresa  que  el  punto  (;r,  y^  z)  está  en  una  línea  de  curvatura. 

103.  Teorema  de  Olindes  Rodrigues.  El  lugar  de  las  aristas 
de  retroceso  de  las  normalías  desarrolladles  es  también  el  lugar  de 
¡os  centros  de  curvatura  déla  superficie^  y  dos  normales  infinitamente 
próximas  de  una  linea  de  curvatura  se  cortan  en  un  centro  de  curva- 
tura principal. 

Sean  x,  y,  z  las  coordenadas  rectangulares  de  un  punto  de  una 
superficie,  a,  p,  y  los  cosenos  directores  de  la  normal  en  este  punto. 
Esta  normal  forma  parte  de  dos  normalías  desarrollables.  Sean 
X,  Y,  Z  las  coordenadas  del  punto  en  que  dicha  normal  es  tan- 
gente á  la  arista  de  retroceso  de  una  de  estas  normalías.  Sea  X  la 
distancia  de  los  puntos  {x,  y,  z)  y  (X,  Y,  Z).  Se  tendrá 

X  =  x+cLi^     Y  =  y  +  'fi\     Z  =  z  +  y\  (I) 

y  el  punto  (X,  Y,  Z)  se  obtendrá  expresando  que  la  recta  represen- 
tada por  las  ecuaciones  (i)  corta  á  la  recta  infinitamente  próxima, 
cuyas  ecuaciones  pueden  sustituirse  por  las  diferenciales  de  éstas, 
á  saber: 

dx  4-  (n^dl  -h  idcL  =  o,       dy  H-  Pdl  +  Idp  =  o, 

dz  +  ydA  +  Idy  =  o.  (2) 

La  condición  que  se  busca  se  obtendrá  eliminando  X,  Y,  Z,  a  y 
/Ik  entre  (i)  y  (2),  ó  eliminando  \  y  di  entre  las  ecuaciones  (2),  lo 
que  da 

dx  (fidy  -  yd'fi)  +  dy  (y¿a  —  orfy)  -f-  dz  (arfíi  —  íirfaj  =  o. 

Suponiendo  satisfecha  esta  ecuación  (que  es  la  ecuación  de  las 

10 
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I  ds^.ds,^  I 


R,R2 


dSids.2 


o 


R.R. 


ds 

da' 


El  producto  de  las  curvaturas  principales^  en  un  punto  M 

de  una  superficie,  es  igual  á  la  relación  entre  el  elemento  superficial 
y  su  representación  esférica. 

Expresando  en  las  ecuaciones  de  Rodrigues  las  diferenciales 
totales  da,  db,  de  por  medio  de  sus  diferenciales  parciales  y  elimi- 
nando dx,  dy,  dz,  obtendremos 


la 

I 

^a 

la 

R 

^ 

iz 

^b 

Ib 

I 

ib 

Ix 

íy  + 

R 

Iz 

le 

le 

he 

I 

Ix 

^ 

hy-^' 

R 

=  o; 


y  ordenando  con  relación  á  _  ,  será 

R 


(3) 


pero  el  determinante  /  es  igual  á  cero;  luego 

■^  -  -^ + '^  =  '^í 


r 


R 


h  es  la  curvatura  media  ¿   +  -  -y  k  la  curvatura  total  ¿  -^- . 

Rf         Rj"  Rj  Ka 

R,  "'"  Rj  \hx^  ly  ^  Iz) 


k  = 


R,R, 


la 

la 

Ib 

Ib 

le 

le 

ix 

ly 

+ 

ly 

Iz 

+ 

Iz 

Ix 

Ib 

Ib 

le 

le 

la 

la 

Ix 

ly 

'íy 

Is 

Iz 

Ix 

(4) 


(S) 


(6) 


(7) 
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Podemos  escribir  también 
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U        1 

la 

la 

IX 

IX  ^ 

I 

"r 

'iz 

IX 

le 

•3Í        I 

a«"'~R 

a 
R 

b 
R 

c 
R 

=0. 


(8) 


Multiplicando  las  tres  líneas  horizontales  respectivamente  por 
a,  d,  c  y  restando  su  suma  de  la  cuarta,  obtendremos  el  primer 
miembro  de  (3)  con  signo  negativo,  en  virtud  de 


2ia  ^  le 


a^  +  d*  -\-  c^=zi. 


Considerando  ahora  en  vez  de  a.b^cy  sus  derivadas  parciales 
las  de  F  (x,y,  z),  haciendo  V  =    —^ — ^-^-7=— -  ven  virtud  de 


íi:¿:c  =  F,  :F,  :F,       a*  +  ¿*  +  í' =  i, 


tendremos 


■ba  iV    iV 

—  =  VF„  +  F.  —,—=--  V-^  (F.  F.,  +  F.  F„  +  F,  F,,),  etc. 

Sustituyendo  en  (8)  resultará 


F    +    ' 
^.-t- VR 

F., 

F., 

F 

f\. 

F    +    ' 

F« 

F 

F,. 

F.,, 

F3.+ 

I 
VR 

F_ 

F. 

F. 

F3 

0 

=  o. 
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y  se  obtienen  los  valores  de  A  y  k\ 

A  =  V  [2  (F,3  F,  F,  +  F3,  F,  F,  +  F„  F,  F,)] 
-  F„  (F,«  +  F/)  -  F„  (F,*  +  F,*)  -  F33  (F,'  +  F,») 


/&  =  — V* 


F, 


F, 
F. 


*  39 


Figura  64 


104.     Algunas  líneas  de  curvatura,     i.**  Las  líneas  de  cur- 
vatura de  las  superficies  desarrollables  son  las  generatrices  y  sus 
trayectorias  ortogonales,  porque  siendo  el  mismo  el  plano  tangente 
á  lo  largo  de  una  generatriz  M,  M  (fig.  64),  el  lugar 
de  las  normales  á  lo  largo  de  esta  generatriz  es  un 
plano.  Puede  decirse  que  su  envolvente  es  un  pun- 
to llevado  al  infinito  en  una  de  las  normales.  Este 
es  uno  de  los  sistemas  de  líneas  de  curvatura;  el 
otro  está  formado  por  curvas  trazadas  en  la  super- 
ficie ortogonalmente  á  las  curvas  del  primer  sis- 
tema, es  decir,  á  las  generatrices  rectilíneas.  Uno  de  los  radios  de 

curvatura  principales  es  infinito.  La  curvatura  total  ^^,  es  pues  nula 

en  cada  punto. 

En  particular,  las  líneas  de  curvatura  de  un  cono  son  sus  gene- 
ratrices y  las  curvas  de  intersección  de  la  superficie  con  esferas 
cuyo  centro  se  halla  en  el  vértice  del  cono.  Después  de  desarrollar- 
se una  superficie  desarrollable,  las  líneas  de  curvatura,  distintas  de 
las  generatrices,  se  convierten  en  las  evolventes  de  la  transformada 
de  la  arista  de  retroceso. 

2!"  En  una  superficie  alabeada,  las  generatrices  no  son  líneas 
de  curvatura,  porque  las  normales,  á  lo  largo  de  una  generatriz, 
forman  un  paraboloide  hiperbólico. 

3.**  Las  líneas  de  curvatura  de  las  superficies  de  revolución 
son  los  meridianos  y  los  paralelos,  porque  las  normales  á  la  super- 
ficie á  lo  largo  de  estas  líneas,  forman  planos  ó  conos.  Por  consi- 
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guíente,  los  radios  de  curvatura  principales  en  un  punto  de  la  su- 
perficie, son  el  radio  de  curvatura  del  meridiano  y  la  longitud 
obtenida  (en  virtud  del  teorema  de  Meusnier)  trazando  un  triángulo 
cuyo  cateto  es  el  radio  del  paralelo  y  la  hipotenusa  una  recta  diri- 
gida según  la  normal;  de  manera,  que  será  la  normal  terminada  en 
el  eje  de  la  superficie,  lo  que  podemos  verificar  por  el  Análisis  en 
algunos  ejemplos,  considerando  la  ecuación  de  las  lineas  de  cur- 
vatura 

dx  +  pdz        dy  +  qdz 

Tp        ^        1^       •  ^^^ 

a)     Sea  la  superficie  de  revolución    5  =  íp  (;ir*  4-  >'*). 

Se  tendrá  /=  ©'  2;r,     q=^^  2y 

dp^=^f3f  ¿^x  {xdx  +  ydy)  +  2^'  dx, 
dq  =  ^'  4y  (xdx  +  ydy)  +  2<f'  dy\ 

luego  la  ecuación  (i)  se  reducirá  á 

dx  +  ^x  *'*  {xdx  -\-ydy)        dy  -h  4y  i»'*  (xdx  -+-  ydy) 
4x^''  (xdx + ydy)  +  2^'dx        /{y^'  (xdx  +  ydy  +  2^'dy 

4^'  (xdx  +  ydy)  (ydx — xdy)  -f-  8  cp'^  (xdx + ydy)  (xdy — ydx)  =  o, 

de  donde        xdx  +  ydy  =  0     ó     x^  +y^  =  const. 

que  es  la  ecuación  de  los  paralelos.  Se  tiene  además 

(ydx  —  xdy)  (íp"  —  2  cp''')  =  o, 

es  decir  ydx  —  xdy  =  0     ó    y=:x,  const., 

que  es  la  de  los  meridianos. 

Pero  si  se  tuviese  o"  —  2  3»"*  =  o,  no  sería  preciso   concluir 

ydx  —  xdy  =  o,   sino     — jj  =  i 

ó       i, =_(..+/)  +  .  ó  -/=^--_-¿+>v 

es  decir,     ^  =  —  ]U — ~(x*+y^)  =  z   ó    x^+}/^  +  z^  =  c, 

que  es  la  ecuación  de  la  esfera.  En  la  esfera,  las  líneas  de  curva- 
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tura  son  indeterminadas,  porque  todas  las  normales  pasan  por  un 
punto  ñjo,  ó  son  paralelas  á  una  misma  recta. 

b)    Sea  la  superficie  engendrada  por  la  re- 
volución de  la  catenaria 


alrededor  del  eje  de  las  x. 
Figura  65  ^^^  ccntros  de  curvatura  principales  se  ha- 

llan, el  uno  en  C,  el  otro  en  el  centro  de  cur- 
vatura C"  de  la  catenaria.  Y  puesto  que  el  radio  de  curvatura  de 
una  catenaria  es  igual  á  la  normal,  se  tiene  que  AC  =  AC.  Los  dos 
radios  de  curvatura  principales  son  iguales  y  de  signos  contrarios 

r.-,  -|-       ==  o.  Y  la  superficie  tiene  una  curvatura  media  nula  en 

cada  uno  de  sus  puntos. 

105.     Líneas  de  curvatura  del  elipsoide. 


Sea  el  elipsoide 


ax^  +  by^  +  cz^  =  I. 

La  ecuación  de  las  líneas  de  curvatura  es 

\  dx       dy      dz 

i  ax       by       cz     =o; 

I  adx     bdy    cdz 

y  observando  que  Y^axdx  =  o  y  que  ^ax'^  =  i,  resulta 

^xdx     dx       dy 

I  a^r       ¿j/     =  o. 

o         adx     bdy 

Desarrollando,  se  tiene 

ab^xdx  {xdy  —  ydx)  —  dxdy  (b  —  a)  ■■=^  o; 

j                 axdx  +  bydy  ^  , 

sustituyendo  zdz  por <._ :i^  se  tendrá 


(I) 


ab\xdx  (c  —  a)  -\-ydy  {c  —  b)\  (xdy  — ydx)  —  c{b  -  a)  dxdy  =  o. 
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Si  en  la  fórmula  del  elipsoide  se  sustituye  a,  b,  c  por    , ,  ^í,    ^ 


y  se  hace 


se  obtiene  para  la  ecuación  de  las  Uneas  de  curvatura  del  elipsoide 


y       ¿^ 


la  ecuación  siguiente 

^xyy'^  4-  (;r«  _  A/  —  B)/  ^  xy  =  o,  (2) 

expresando  y  la  derivada  -^. 

Esta  ecuación  se  integra  diferenciando,  y  se  obtiene 
2hxyy'y'  +  (A/*  —  i)  {xy'  +  y) 
+  y  (;r«  —  Ay  —  B)  +/  {2x  —  2Kyy^)  =  o. 
Eliminando  x*  —  Ay  —  B*,  resulta 

Suprimiendo  el  primer  factor,  é  integrando 

—  =  const  =  k       o      y  =  — . 
X  y 

Si  se  sustituye  este  valor  en  (2),  se  tiene  la  ecuación  de  la 
proyección  de  las  líneas  de  cui-vatura  en  el  plano  xy^  á  saber 

hl^x^  +  (^  —  Ay  —  B)  ié  —y  =  o 
ó  x"^  (A>&'  ^k)—f  {Kk  +  I)  =  Bit. 

Esta  ecuación  representa  una  serie  de  secciones  cónicas. 

XV 

106.-   Paraboloide  HIPERBÓLICO  EQUILÁTERO.     Sea  5=-=^.  La 

a 

ecuación 

dx  -f-  pdz        dy  -f  qdz 
Tp         "^        ~dq 
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se  reduce  á 

dy  dx 

a  a 

Quitando  denominador  y  reduciendo  será 

(tfi  +  x^)  df  —  (/x*  +/)  dx^  =  o, 

y  resolviendo, 


dx    -  M*+y 


Separando  las  variables,  resulta 

dx  dy 


É  integrando, 

log  {X  +  F¿^"^)  ±  log  {y  + 1^¿» +7)  =  log  C. 
Según  el  signo  que  se  tome  será 

{X  +  i^'+'x')  {y  +  »^¿^ +7)  =  C        ""+1^^  +^  =  C. 

Haciendo  variar  á  C  se  tienen  las  proyecciones  horizontales  de 
las  dos  familias  de  líneas  de  curvatura. 

107.  Caso  de  las  superficies  homofocales  de  segundo 
GRADO.  Teorema.  La  intersección  de  dos  superficies  homofocales 
de  segundo  grado  es  una  linea  de  curvatura  de  las  dos  superficies 
ó  bien:  Las  superficies  de  un  sistema  triplo  ortogonal  se  cortan  según 
lineas  de  curvatura.  Sean  las  superficies 

+  zn—  +  :r-7-:  -  I  =  o.  (2) 


a*  +  jx    '   ¿*  +  u.    '   ¿:*  +  [1 
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La  ecuación  de  las  líneas  de  curvatura  de  (i)  es 

dx 

dy 
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X 

dx 

a*^-\ 

a*-^\ 

y 

dy 

z 

dz 

(3) 


ó     xdydz  (¿«  —  ^)  4-  ydzdx  {c*  —  d^)  +  zdxdy  (tf«  —  ¿«)  =  o 

y  puesto  que  se  verifican  para  (i)  y  (2)  las  ecuaciones  diferencia- 
les, tendremos  que 

xdx 


ydy^  zdz    _      \ 

xdx  ydy  zdz  \ 


(4) 


de  las  que  resulta 
dx\dy\dz=^ 


y          z 

¿»4-X  c'  +  x 

y       « 

¿«+^  c«+,. 

X  z 

¿jí-j-X  ?+"x 


Sustituyendo  en  (4)  por  ¿¿r,  dy^  dz  sus  valores  proporcionales, 
tendremos 


xyz  (tf«  —  ¿*)  (¿«  —  ¿:«)  (¿:*  —  a^) 


X  E 


expresión  que  es  igual  á  cero  (4)  (pág.  54);  luego  la  intersección  de 
las  superficies  (i)  y  (2)  satisface  á  la  ecuación  diferencial  de  las  lí- 
neas de  curvatura. 

Corolario,  ¿a  primera  serie  de  lineas  de  curvatura  de  un 
elipsoide  se  forma  por  las  intersecciones  con  los  hiperboloides  homo- 
focales  de  una  hoja  y  la  segunda  serie  por  las  de  los  hiperboloides  de 
dos  hojas. 
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Teorema  de  Dupin.     Si  tres  familias  superficies  se  cortan  orto- 
gonalmente,  las  intersecciones  son  líneas  de  curvatura. 
Sean  las  tres  superficies 

f'  {x^y^  ^)  =  o,     4)  (x,y,  z)  =  o,     vj'  (x,y,  z)  =  o 

que  se  cortan  ortogonalmente,  y  sea  P  (.r,  y,  z)  un  punto  común. 
La  condición  de  ortogonalidad  es 

*-,F.  +  *^F,  +  H^F,  =  o.  •  i    ^'^ 

En  este  caso,  en  cada  dos  superficies,  por  ejemplo,  F  =  o 
y  «I»  =  o,  las  intersecciones  son  perpendiculares  entre  sí,  y  la  pri- 
mera de  estas  ecuaciones  se  verifica  para  el  punto  P'  {x  4-  rf.r, 
y  -\-  dy,  z  +  dz).  La  tangente  de  esta  intersección  coincide  con  la 
normal  de  la  superficie  V  =  o,  es  decir,  que 

dx:dy:dz  =  ^^^:%:%.  (2) 

Sustituyendo  dx,  dy,  dz  por  x  +  dx,  y  -\-  dy^  z  '\-  dz  en  dicha 
primera  ecuación,  tendremos 

.     [.^.  (F.,  >r,  +  F„>r,  +  F„4^)  +  *,  (Fs.  ^\  +  F„í',  +  F^T,) 

+  %  (F,„»r,  +  F3.'F,  +  F,,^,)]  +  [F,  (*„  *,  +  <1>.,T,  +  *„*'3) 

+  F,(*„  V,4  *«,»F,+  *„«r3)  +  F3(*3.»í".4-  ^i'Fí -f  *,3 Vs)]  =  o. 

Expresando,  para  abreviar,  por  (<1>*I'")  el  primer  paréntesis  cua- 
drado, tenemos  que  (<I>>F)  =  (T*).  Y  procediendo  con  las  ecuacio- 
nes segunda  y  tercera  como  con  la  primera,  resultará 

(<I'T)  +  (F»f)=o,    (TF)  +  (<^F)  =  o,    (F*)  +  (V<l>)^=  o 
y  además 

(F«I')  =  (<I>F),    (1>1*)  =  (4M>).    (M'F)  =  (F>1');  (3) 

de  lo  que  resulta 

(F<l')-=(«l>V)  =  (TF)  =  o.  (4) 
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De  las  dos  primeras  ecuaciones  y  («t  H')  =  o,  resulta  eliminando, 


(i>    (1)     (I) 


%     F,    (F,.  *',  +  F„  T,  +  F,,  M',) 
'I".     F,    (F„>F.+  F3,¥,  +  F33Mg 


=  0, 


y  en  virtud  de  (2) 


dx     F, 

rfP, 

dy     F, 

rfP, 

Je     F3 

¿Fa 

=  o 


que  es  la  ecuación  de  las  líneas  de  curvatura  de  la  superficie  F  =  o. 
Por  consiguiente  en  el  punto  P,  la  dirección  de  la  cuiva  de  inter- 
sección de  F  =  o  y  *1»  =  o  coincide  con  una  dirección  de  cui-va- 
tura  principal  de  la  superficie  F  =  o. 

Corolario.  Si  la  intersección  de  dos  superficies  F  =  o  ^  <l»  =  o 
es^  en  cada  una,  linea  de  curvatura,  será  constante  el  ángulo  de 
aquéllas  á  lo  largo  de  estay  recíprocamente:  Sise  cortan  siempre  dos 
superficies  según  ángulo  constante,  y  su  intersección  es  línea  de  cur- 
vatura de  la  una,  también  lo  será  de  la  otra. 

Podemos  observar  que,  en  el  plano  y  en  la  esfera,  toda  línea  es 
línea  de  curvatura  porque  forman  las  normales  á  lo  largo  de  cada 
curva  una  superficie  desarrollable,  y  tendremos  como  caso  espe- 
cial el 

Teorema  de  Joachimsthal:  Si  un  plano  ó  una  esfera  cortan  á 
una  supetficie  según  un  ángulo  constante,  la  intersección  es  una  línea 
de  curvatura  y  recíprocamente:  Si  una  línea  de  curvatura  es  plana 
ó  esférica,  su  plano  ó  su  esfera  corta  á  la  superficie  según  un  ángulíj 
constante. 

108.     Torsión  geodésica.     Siendo 

X  =  ;r  -f-  aX,     X=,y+'^\     Z  =  B+  yX 

las  ecuaciones  de  la  normal  á  una  superficie  en  el  punto  M  {x,y,  z), 
las  ecuaciones  de  la  normal  infinitamente  próxima  son 

¿;r  +  orfX  -h  X¿a  ==  o,  dy  -h  prfX  -\-  \d[i  =o,  dz  -\-  vc/X  +  \dv  =  o, 
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Eliminando  X,  Y,  Z,  X  y  ¿X,  se  obtiene  la  ecuación  de  las  líneas 
de  curvatura 

dx      dy      dz 
a  p  y    =  o. 

¿a       ¿fi       ¿y 
que  podemos  escribir  de  la  manera  siguiente: 
dx  dy  dz 


ds  ds  ds 

P  y 

a  +  rfa     p  +  rfp     y  +  rfy 

dy 


ds    ó     i^(«  +  rfa)(pJ-T£)rf^- 


Pero 


^t 


ds' 


dx 
~d¡ 


dz^ 
ds' 


ds       ^  ds 


son  los  cosenos  directores  de  la  perpendicular  á  las  direcciones 
a,  P,  Y  y  dx,  dy,  dz.  Son  pues  los  cosenos  directores  de  una  tan- 
gente á  la  superficie  perpendicular  á  la  tangente  dx,  dy,  dz.  El  pri- 
mer miembro  de  la  ecuación  es  pues,  salvo  el  factor  -j-,  el  coseno 

del  ángulo  que  forma  la  normal  en  M'  con  una  tangente  á  la  su- 
perficie, perpendicular  á  la  dirección  dx,  dy,  dz.  Llamemos  rf+  al 
complemento  de  este  ángulo,  el  cual  será  el  ángulo  que  forma  el 
plano  normal  en  M  á  la  curva  {dx,  dy,  dz)  con  la  normal  á  la  su- 
perficie en  el  punto  próximo  M'. 

La  relación  -  ^  se  llama  torsión  geodésica  de  la  curva.  La  ecua- 


ds 


d^^_ 


ción  de  las  líneas  de  curvatura  puede  por  tanto  escribirse    .^ 

La  torsión  geodésica  de  las  lineas  de  curvatura  es  nula. 

Iji  torsión  geodésica  de  una  curva,  relativamente  a  una  supeífi- 

cié  en  la  que  está  trazada,  es  el  limite  de  la  relación  --^-  expresando 

ds  el  elemento  de  arco  de  esta  curva  y  d'^  el  ángulo  que  forma  la 
normal  á  la  superficie  en  M  con  el  plano  normal  á  ésta  en  el  punto 
infinitamente  próximo,  tangencialmente  á  la  curva. 
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109.  Teorema  de  Lancret.  Sea  una  curva  que  pasa  por  el 
punto  M  (.r,  y^  z)  de  una  superficie  en  la  que  está  trazada;  y  sean 
a,  b,  c\  a\  b\  d\  a",  b'  c'  los  cosenos  directores  de  la  tangente,  nor- 
mal principal  y  binormal  á  la  curva,  rfs  y  rft  los  ángulos  de  contin- 
gencia y  de  torsión,  6  el  ángulo  que  el  plano  osculador  de  la  curva 
forma  con  el  plano  tangente  á  la  superficie,  a,  P,  y  los  cosenos  di- 
rectores de  la  normal  á  ésta.  Tendremos 

iza -f- ¿p -|"  O'™  ^»  ¿ia-(-¿'P-|"^'Y=sen6,  a*a-(-¿''P-|-.¿:'Y=cos  íi, 

ó  resolviendo  con  respecto  á  a,  p,  v, 

a  =  ¿í'sen6-f /x'^cosO,  P=*'sen^+^''cose,  Y=¿:'sen6-|-¿:''cos6,  (i) 

ó  diferenciando  y  aplicando  las  fórmulas  de  Serret-Frenet, 

ds  =  (a'  eos  6  —  a''  sen  6)  d^  —  (a'  rfx  -f.  ads)  sen  h  ^a'  d-:  eos  O, 

que  puede  escribirse 

rfa  =  a'  eos  6  (¿6  4"  d^)  —  a'  sen  6  (rf6  -f-  rft)  -  a  sen  ^dt. 

Formemos  la  cantidad  bd^  —  ¿rrfP,  y  tendremos 

¿rfy  _  cd^  =  {^a"  eos  O  +  a'  sen  6)  (rfe  -f  rfx), 

es  decir,  en  virtud  de  (i) 

Wy  —  ¿rrfp  =  a  (rfO  -f  rfx),       cá<».  —  ad^  =  'ii  [dh  +  ¿ít), 

ad^  —bdaL  =  y  {db  -f  rfx). 

Multipliquemos  la  primera  ecuación  por  a,  la  segunda  por  P  y  la 
tercera  por  y,  y  sumemos.  En  el  primer  miembro  tendremos  el  de- 
terminante que  hemos  llamado  d^y  y  que  dividido  por  ¿r,  da  la  tor- 
sión geodésica.  Así, 

es  decir,  que:  Si  una  curva  es  linea  de  curvatura  de  una  superficie, 
se  tiene  que  dh'j'dT  =  o,  enunciado  del  teorema  de  Lancret. 
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110.     Variación  de  la  torsión  geodiíisica.     Sea  la  fórmula 
conocida 

dx     dy     dz 

a        p        Y 
rfa      d'^      ¿Y 

Si  se  toman  por  ejes  la  normal  á  la  superficie  y  las  tangentes  á 
las  líneas  de  curvatura,  se  tendrá 

dx    dy      o 


d\  = 


ds 


a,i  =        o     o      I 

ds 

da.     d^     dy 

Pero,  en  virtud  de  ser, 
da        d  p 


d^  _^d^_^^ 
ds        ds  ds       ds  ds  '  ^ 


dp{l  +  q')-pqdq 


ds  -  ds  |/i  +y+q'  -    ~ds{l  +y  +  qy-^  ' 
y  del  sistema  de  ejes  adoptados. 


da 
Ts 


dp^_      dx 
ds  ~^  ds' 


d^  _     dy 
ds  ds 


La  fórmula  (i)  se  reducirá  á 


ds  ~  Y  '^^  ^^ ' 

Sean  R  y  R'  los  radios  de  curvatura  principales  de  la  superficie 
y  o,  el  ángulo  que  forma  el  elemento  ds  con  la  sección  principal  de 
radio  R.  Tendremos 


V  SI  se 


df         I  / I         I  \ 
1  / 1        I  \  .     d\ 


sera     ■-  =  a  sen  2zf. 
as 


111.     Consecuencias   del  teorema   de  Lancret.     Teorema. 
La  diferencial  del  ángulo^  según  el  cual  se  cortan  dos  superficies,  es 
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igual,  prescindiendo  del  factor  ds,  á  la  diferencia  de  las  torsiones 
geodésicas  de  su  intersección. 

En  efecto,  si  S  y  S'  son  las  dos  superficies  y  C  la  curva  de  su 

intersección,  ds  el  elemento  de  C,  —  su  torsión  en  el  punto  M,  h 

as 

el  ángulo  que  forma  su  plano  oscúfador  con  el  plano  tangente  á 

S,  W  el  ángulo  que  forma  dicho  plano  osculador  con  el  plano  tan- 

d\     d'^ 
gente  á  S'  en  M  y  — ,  -r—  las  torsiones  geodésicas,  según  que 

se  considera  á  C  como  trazada  en  S  ó  en  S',  el  teorema  de  Lan- 
cret  conduce  á  las  ecuaciones 

di  =  rfO  +  rft,       rf'f  =  rfO'  +  rfr,        y        d  (t  -  •/)  =  rf  (6  -  6'). 

Pero  6  —  G'  es  el  ángulo  V,  según  el  que  se  cortan  las  super- 
ficies en  M;  por  consiguiente 

rf.|  —  rf.f  =  rfv.  (i) 

Corolario  I.  Si  dos  superficies  se  cortan  según  una  linea  de 
curvatura  de  cada  una  de  ellas^  se  cortan  según  un  ángulo  cons- 
tante, pues  en  este  caso  rf*}  y  d'Y  son  nulas;  luego  rfV  =  o  y  V 
es  constante. 

Corolario  II.  Si  dos  superficies  se  cortan  según  un  ángulo 
constante  V,  y  si  la  intersección  es  una  linea  dt  curvatura  de  una  de 
ellas,  será  una  linea  de  curvatura  de  la  otra,  pues  si  en  la  fórmula 
(i)  se  hace  V  =  const  ó  rfV  =  o  y  rfj/  =  o,  será  rfj/'  =  o. 

Corolario  III.  Si  tres  familias  de  superficies  se  cortan  siempre 
ortogonalmente,  se  cortan  según  sus  lineas  de  curvatura. 

Sea  M  el  punto  de  intersección  de  tres  superficies  de  familias 
diferentes  y  a,  a'  las  torsiones  geodésicas  de  la  intersección  áesy  s 
respecto  á  las  superficies  s  y  s'\  b  y  b*  las  torsiones  geodésicas  de 
la  intersección  de  s  y  s"  relativas  á  las  superficies  s  y  /;  ^^  y  ^  las 
torsiones  geodésicas  de  la  intersección  úq  s"  y  s  respecto  á  estas 
superficies.  Se  tendrá 

a  —  a'  =  o,     b'  —  ¿ "  s=:  o,     c"  —  c=  o. 
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Pero,  siendo  ortogonales  las  intersecciones  que  consideramos, 
se  tendrá  en  virtud  del  teorema  anterior  sobre  la  variación  de  la 
torsión  geodésica, 

a-{-c  =  o,     a'  +  ¿'  =  o,     ¿'  +  ¿r^  =  o; 

luego  a  =  a*  =^6'  =  0"  =  c'  =  c  =  o.  Así  pues,  j,  /,  j*  se  cortan 
según  sus  líneas  de  curvatura. 

Corolario  IV.  Si  una  línea  de  curvatura  de  una  superficie  S 
es  plana  ó  esférica,  el  plano  ó  l/i  esfera  que  la  contiene  corta  á  aquélla 
según  un  ángulo  constante,  porque  toda  línea  trazada  en  un  plano 
ó  una  esfera  es  línea  de  curvatura  en  este  plano  ó  en  esta  esfera. 

Corolario  V.  Si  una  linea  de  curvatura  C  de  una  superficie  S 
es  plana,  la  arista  de  retroceso  de  la  normalia  desarrolladle  relativa 
a  esta  línea  de  curvatura  es  una  hélice. 

En  efecto,  sean  a,  b,  c\  a\  b\  c\  a",  b** ,  d*  los  cosenos  directores 
de  las  direcciones  principales  de  la  curva  C;  a^,  ¿i,  c{,  a\,  b\,  í',; 
^'i>  ¿*i>  ^"i  los  cosenos  directores  de  la  arista  de  retroceso  D  de  la 
normalia  desarrollable  de  que  se  trata.  La  línea  D  es  una  evoluta 

de  C;  de  manera  que,  si  se  llama  ds,  -=-,  ^5-  á  las  cantidades  aná- 

li    ^% 

logas  relativas  á  D,  se  tendrá  (pág.  109) 

^R  =  dj„  a  =  a\,     b  =  b\,  c=^d^ 

v¿x^í'  =  o,  S/w',  =  1,       S^'tf*'|=o, 

i¡  a\  a^  =  eos  O,     2  a'a\  =  0,      il  aa'^  =  sen  oA 
il  ^'a,  =  sen  O,     ü  a^a^  =  0,     ií  a'a\  =  eos  6,/ 


(2) 


siendo  6  el  ángulo  que  el  plano  osculador  de  C  forma  con  e!  plano 
tangente  á  la  superficie.  Diferenciando  S  aa''^  =  o,  tendremos  por 
las  fórmulas  de  Serret 

ads     .     ,    ^a'ds. 

y:-^a\  +  }:  -^^,-^^  =  0, 

sen  (i  ds    .    dsi 

ó  en  virtud  de  (2)  — 1-  — -  =  o.  (3) 

K  1 , 
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Diferenciando  ^aa^=o^  se  tendrá  igualmente 
^,  a'ds        ,  ds     , 

•  *    j  j     /  X  eos  e  £¿r    ,    ¿y, 

o  en  virtud  de  (2)  — f-  d^  ==  ^-  (4) 

K  K| 

De  (3)  y  (4)  resulta  tg  O  =  -'-; 

el  ángulo  h  es  constante  para  una  línea  de  curvatura.  Se  ve  pues, 
que  la  relación  de  la  curvatura  á  la  torsión  en  cada  punto  de  la 
curva  D  es  constante.  Esta  curva  es  por  lo  tanto  una  hélice  traza- 
da en  un  cilindro. 

112.  Envolventes  de  esferas.  Teorema  I.  Las  lineas  de 
curvatura  de  toda  envolvente  de  esferas  son  sus  características}^  sfis 
trayectorias  ortogonales. 

gn  efecto,  la  característica  de  toda  envolvente  de  esferas  es  una 
circunferencia,  que  es  línea  de  curvatura  de  la  esfera  envuelta;  y 
puesto  que  esta  esfera  envuelta  encuentra  á  la  envolvente  según 
un  ángulo  constante  (nulo),  la  característica  es  también  una  línea 
de  curvatura  de  la  superficie.  El  radio  de  la  esfera  envuelta  es  evi- 
dentemente un  radio  de  curvatura  principal  de  la  envolvente;  por- 
que el  radio  de  curvatura  de  la  característica  debe  ser,  según  el 
teorema  de  Meusnier,  la  proyección  del  radio  de  curvatura  princi- 
pal sobre  el  plano  de  la  característica.  Este  radio  de  curvatura  prin- 
cipal es  por  tanto,  el  radio  de  la  esfera  envuelta:  Recíprocamente: 

Teorema  II.     Si  un  sistema  de  lineas  de  curvatura  de  una  su- 
perficie se  compone  de  circunferencias,  esta  su- 
perficie  es  la  envolvente  de  una  familia  de  es- 
jerc^. 

En  efecto,  sea  MNM'  una  línea  de  curvatu- 
ra circular  que  pasa  por  un  punto  M,  y  MH 
otra  línea  de  curvatura  que  también  pasa  por  M. 
Sea  Mü>  la  normal  á  la  superficie.  Si  se  levanta  Figura  66 

en  O  una  perpendicular  Oü)  al  plano  del  círculo 
MNM',  encontrará  en  w  á  la  normal  á  la  superficie  en  M,  que  será. 
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en  virtud  del  teorema  de  Meusnier,  el  centro  de  curvatura  de  la 
sección  normal,  que  pasa  según  la  tangente  MT  á  la  línea  de  cur- 
vatura MNM'  en  M.  Si  desde  w  como  centro  con  el  radio  wM,  se 
describe  una  esfera,  contendrá  al  círculo  MNM',  que  será  una  línea 
de  curvatura  de  la  esfera;  pero  ésta  será  tangente  á  la  superficie 
según  esta  línea  de  curvatura,  en  M.  Y,  puesto  que  debe  cortarla 
según  un  ángulo  constante,  debe  también  ser  .tangente  á  ella  á  lo 
largo  de  la  circunferencia  MNM'.  La  superficie  en  cuestión  es  una 
envolvente  de  esferas. 

Corolario  I.  El  lugar  de  los  centros  de  las  esferas  envueltas 
es  también  el  lugar  de  los  centros  de  una  de  las  curvcUurc^  principa- 
les ^  que  se  f  educe  entonces,  en  este  caso  particular,  a  una  recta. 

Corolario  II.  En  Icts  envolventes  de  esferas,  las  normales  en- 
cuentran á  una  recta  Jija, 

113.  CfcLiDA  DE  DupiN.  Problema.  Obtener  el  lugar  de  los 
vértices  de  los  conos  de  revolución  que  pc^an  por  una  cónica  dada. 

Supongamos  dada  la  cónica  Ajt*  -f-  Ay  =  i  en  el  plano  de 
las  xy. 

La  ecuación  más  general  de  la  superficie  de  segundo  grado  que 
pasa  por  esta  cónica  será 

kx^  +  Ay  +  AV  +  2^yz  +  2^'xz  +  2C''z==  i; 

si  es  de  revolución,  será  necesario  que  B'  ó  B  se  anulen.  Sea  B'  =  o. 
Entonces  será  necesario  que  se  tenga  B*  =  (A  —  A')  (A  —  A*'); 
y  la  ecuación  de  las  superficies  de  revolución  que  pasan  por  la 
cónica  podrá  expresarse  así 

Ax'  +  A'f  +  AV  +  2Byz  +  2C''z  =  i,  ) 

B*  =  (A  -  A')  (A  —  A").  i 

Establezcamos  que  el  centro  se  halla  en  la  esfera  y  hallemos  el 
lugar  de  este  centro.  Será  necesario  hacer 

A;r  =  o,     Ay  +  Bz  =  o,      By+A"z  +  C"  =  o,      Cz—i^  o. 

La  primera  de  éstas  manifiesta  que  el  lugar  es  plano  y  que  se 
halla  contenido  en  el  plano  deyz.  La  eliminación  de  B,  A*',  C  entre 
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la  segunda  ecuación  (i)  y  las  tres  últimas,  da 

A'y  -{-  (A'     -  A)  (A0«  —  A>«  4-  I)  =  o, 

AA>*  +  A  (A'  —  A)  e*  +  (A'  —  A)  =  o. 

El  lugar  se  compone  pues,  de  una  cónica  colocada  en  el  plano 
de  las  j/jer,  y  también  de  otra  cónica  colocada  en  el  plano  de  las  xe. 
Las  ecuaciones  de  la  cónica  propuesta  y  las  de  las  que  constituyen 
el  lugar  pueden  escribirse  así 

X*       y*  y^  z^  X*  jgr* 

¿í+¿i  =  ^.(A).    ¿,-y,+  -,=  l,(B).    -^--^_-=i;(C) 

el  foco  de  cada  cónica  es  el  vértice  de  otra  cónica,  y  el  lugar  de  los 
vértices  de  los  conos  de  revolución  que  pasan  por  la  cónica  (B)  es 
la  cónica  (A).  Si  una  de  ellas  es  una  elipse,  la  otra  es  una  hipérbo- 
la. Estas  dos  cónicas  se  llaman  foca/es^  la  una  respecto  de  la  otra. 
Pues  si  buscamos  el  lugar  de  los  puntos  cuyas  distancias  á  un 
punto  de  (A)  son  funciones  racionales  de  las  coordenadas  de  este 
punto,  será  necesario  que,  llamando  a,  p,  y  las  coordenadas  de 
estos  puntos  ó  focos,  se  tenga 

(^  -  a)«+  Cv  -  p)«  +  Y«  =  {/x  ^my  +  n)\ 

expresando  /,  w,  n  números  por  determinar.  Y  por  identificación 
con  (A),  tendremos 

(I  —  /«)  a*  =  (I  —  m")  ¿*  =  «*  —  a«  —  p*  —  V*, 

Itn  =z  o^       a  4-  '«  =  o,       ^  -{-  tnn  =  o. 

Limitándonos  á  las  soluciones  reales,  tenemos  la  ecuación  (B). 
La  ecuación  (C)  sería  otra  solución.  Y  se  obtiene  también 


lx  +  my+n=  ]/^^-  ^  +  fb'  +  «*"+  f  • 

Se  ve  que  la  suma  de  las  distancias  de  un  punto  de  la  hipérbola 
focal  á  dos  puntos  diametralmente  opuestos  de  la  elipse,  es  cons- 
tante. Los  puntos  de  la  focal  son  pues  verdaderos  focos  en  el  es- 
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pació.  Se  ve  también  que  la  suma  de  las  distancias  de  un  punto  de 
la  elipse  á  dos  puntos  fijos  de  la  hipérbola  es  constante. 

Es  evidente  que  el  cono  de  revolución  cuyo  vértice  es  un 
punto  de  (C)  y  cuya  base  es  la  cónica  (A),  tiene  su  eje  dirigido 
según  la  tangente  á  la  hipérbola.  En  efecto,  esta  tangente  divide 
en  dos  partes  iguales  al  ángulo  de  las  generatrices  del  cono  que  se 
hallan  en  el  plano  de  la  hipérbola  y  terminan  en  el  vértice  de  la 
elipse,  que  es  el  foco  de  la  hipérbola. 

Definición.  La  cíclida  estudiada  por  Dupin  es  una  superficie 
cuyas  líneas  de  curvatura  son  todas  circulares. 

Según  lo  que  se  ha  dicho,  las  normales  encuentran  á  dos 
curvas  fijas  C  y  C.  En  efecto,  la  cíclida  será  de  dos  maneras  una 
envolvente  de  esferas,  y  la  normal  encontrará  á  los  lugares  de  los 
centros  de  estas  esferas.  La  normal  á  la  cíclida  que  se  apoya  en 
una  línea  de  curvatura  circular,  pasa  por  un  punto  fijo  de  la  curva 
C  y  sigue  á  la  curva  C.  Esta  curva  se  halla  pues  en  un  cono  de 
segundo  grado,  cuyas  bases  son  líneas  de  curvatura  del  mismo  sis- 
tema. Esta  curva  C  es  pues  una  cónica.  En  efecto,  por  una  curva 
de  cuarto  grado,  propiamente  dicha,  no  se  puede  hacer  pasar  una 
infinidad  de  superficies  de  revolución,  y  lo  mismo  sucede  á  la 
curva  C. 

La  curva  C  es  el  lugar  de  los  vértices  de  los  conos  de  revolu- 
ción que  pasan  por  C;  luego  C  y  C  son  focales  la  una  de  la  otra. 

Busquemos  la  traza  de  la  superficie  sobre  los  planos  de  las 
curvas  C  y  C.  Sean  T  esta  traza,  M  uno  de  sus  puntos.  La  normal 
en  M  á  la  superficie  debe  encontrar  á  C  y  C.  Luego  encuentra  á 
una  de  las  curvas,  y  pasa  por  el  vértice  de  la  otra,  que  es  un  punto 
fijo;  luego  T  se  compone  de  dos  círculos,  cuyos  centros  se  hallan 
á  la  vez  en  los  puntos  que  son  simultáneamente  el  foco  de  una  de 
las  curvas  C  y  el  vértice  de  la  otra. 

Pero  debe  tenerse  presente  que  la  cíclida  es  una  envolvente  de 
esferas.  Los  planos  de  las  curvas  C  y  C  deben  ser  planos  de  sime- 
tría. Puede  considerarse  á  la  esfera  envolvente  como  si  tuviese 
su  centro  en  un  punto  o  de  C,  su  radio  es  la  línea  oM  que  une  o 
con  un  punto  de  la  superficie,  que  puede  suponerse  en.  el  plano  de 
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la  hipérbola  y  que  podrá  ser  la  hipérbola.  Es  por  consiguiente,  tan- 
gente á  dos  esferas  cuyos  círculos  máximos  son  las  trazas  de  la  su- 
perficie en  el  plano  de  la  hipérbola.  Pero  la  diferencia  de  las  distan- 
cias del  punto  a  á  dos  puntos  diametralmente  opuestos  de  la  elipse 
es  constante;  luego  la  esfera  envolvente  es  tangente  á  una  infinidad 
de  esfei-as  fijas.  Luego: 

Im>  ciclida  puede  considerarse  como  la  envolvente  de  una  serie  de 
esferas  tangentes  a  tres  esferas  fijas. 

Kste  teorema  de  Dupin  constituye  la  definición  de  la  ciclida. 

§  5.°     Líneas  asintóticas 

114.  Definición.  Se  llaman  lineas  asintóticas  de  una  superfi- 
cie con  curvatura  opuesta,  las  que  en  cada  uno  de  sus  puntos  son 
tangentes  á  una  de  las  asíntotas  de  la  indicatriz.  Existen  pues,  dos 
series  de  líneas  asintóticas,  de  las  cuales  una,  en  el  caso  de  las  su- 
perficies alabeadas,  es  el  conjunto  de  la?  generatrices  rectilíneas, 
porque  para  éstas  el  radio  de  curvatura  es  infinito. 

Ya  al  considerar  las  asintóticas  como  pertenecientes  á  familias 
de  curvas  conjugadas,  hemos  establecido  una  de  sus  más  principa- 
les propiedades.  Ahora  observaremos  que  por  cortar  las  asíntotas 
de  la  indicatriz  á  la  superficie  en  tres  puntos  confundidos,  tienen 
con  ésta  un  contacto  de  segundo  orden;  luego 

Teorema.  Ims  tangentes  á  las  lineas  asintóticas  tienen  un  con- 
tacto  de  segundo  orden  con  la  superficie. 

Observaciones:  i."  Resulta  de  la  definición  de  las  asintóticas 
que,  si  se  proyectan  sobre  un  plano  que  pasa  por  una  de  sus  tan- 
gentes normal  á  la  superficie,  serán  tangentes  en  proyección,  á  su 
tangente  en  un  punto  de  inflexión. 

2.*  La  fórmula  de  Lancret  d\^=^d^  +  d-:  se  reduce,  para  una 
línea  asintótica,  á  d\  =  ¿t,  porque  el  ángulo  G  del  plano  oscula- 
dor  y  del  plano  tangente  á  la  superficie  es  siempre  nulo.  Así  pues: 

Im  torsión  geodésica  de  una  linea  asintótica  es  igual  á  su  torsión 
propiamente  dicha. 

y 

Ejemplo  //     Sea  la  superficie  reglada        xr  =  ¿  are  tg  - 
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llamada  helicoide  alabeado  de  plano  director,  que  se  engendra  de  la 
manera  siguiente: 

Consideremos  un  cilindro  de  revolución  alrededor  de  Oz  y  en 
este  cilindro  una  hélice  cuyo  paso  es  A  =  2it¿, 
que  parte  del  punto  A  de  Ox  (fig.  67), 

Supongamos  una  recta  móvil  NM  que  se 
apoya  en  el  eje  Ojet,  sobre  la  hélice  y  permane- 
ciendo paralela  al  plano  de  las  xy.  Esta  recta 
i    ¡\\J)rPf — ■■  -^—    describe  el  helicoide  de  que  tratamos.  Y  se 
j^-T^  tendrá 

*  ky  kx 

Figura  07  t  == ,       n  =  — , 

ikxy  k{}^  —  x'^)  2kxy 

La  ecuación  diferencial 

rdx^  +  isdxdy  +  tdy^  =  o 

de  las  líneas  asintóticas  es,  en  este  caso, 

xydx^  -\-  (y  —  x^)  dxdy  —  xydy*  :=  o. 

dy 
Resolviéndola  con  relación  á  -p-,  se  obtienen  los  dos  valores 

dx 

dy        y         dy  x 

dx        x'       dx  y^ 


que  dan  las  proyecciones  horizontales  de  los  dos  sistemas  de  líneas 
asintóticas.  El 
ó  integrando 


dy  ,    dy      dx 

asintóticas.  El  primer  valor  de  /-  conduce  á  una  ecuación  -  -  :=  — , 
^  dx  y         X 


log  j  =  log  ,r  +  C        j  =  Cjt. 

Esta  ecuación  representa  rectas  que  pasan  por  el  origen.  Son 
las  proyecciones  del  primer  sistema  de  líneas  asintóticas,  formado 
por  las  generatrices  rectilíneas  de  la  superficie,  NM. 
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FA  segundo  valor  de  -^-  conduce  á  una  ecuación 

xdx  -f  }^dy  =  o         ó         ;r*  -f-  ^*  =  a«, 

siendo  a  una  constante  arbitraria. 

Las  lineas  asintóticas  del  segundo  sistema  se  proyectan  hori- 
zontalmente  según  circunferencias  cuyo  centro  es  O.  En  la  super- 
ficie, son  hélices,  cuyo  paso  es  //  =  2:r^,  trazadas  en  cilindros  de 
revolución  alrededor  de  Oz,  Una  de  estas  líneas  es  la  hélice  direc- 
triz. Y  se  ve  que  los  dos  sistemas  de  líneas  asintóticas  se  cortan 
ortogonalmente.  En  cada  punto,  las  direcciones  asintóticas  son  rec- 
tangulares. La  indicatriz  está  formada  por  dos  hipérbolas  equiláte- 
ras conjugadas. 

2.*     Hiperboloide  de  una  hoja.  Sea 

A*  "^  "B^  "~  C'*  ~  ^' 

C*  ;r  C  y 

Tenemos  y>  =  _  --  -,        ^  =  _  __ 

Sustituyendo  en  la  ecuación  de  las  líneas  asintóticas  (pág.  138) 
resulta 

(O 


(.r* 

-A') 

df 
'dx^ 

—  2 

-B*=o, 

)'  diferenciando, 

(-r- 

"A*; 

^t 

d*y 

=  0. 

dy 
La  integral  general  ^s  -^  -  =  const.;  y  sustituyendo  en  (i)  resulta 

(¿;r— >/)*  =  A*ir*  +  B«,  (2) 

que  representa  dos  rectas,  que  son  las  generatrices  rectilíneas  de 
la  superficie. 
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La  ecuación  (2)  admite  como  integral  singular 

dy 
Si  se  sustituye  el  valor  de  ~-  en  la  ecuación  (2)  resulta 

que  comparada  con  la  del  hiperboloide  conduce  á  xr  =  o;  luego  la 
solución  singular  da  una  curva  á  la  que  se  proyectan  tangencial- 
mente  las  generatrices  rectilíneas  sobre  el  plano  xOy, 

115.  Líneas  asintóticas  de  una  superficie  de  revolución. 
Suponiendo  z  =f(x^  +y)  =/('^*)»  ^  =  «  eos  6,  j/  =  sen  6.  Si  en 
la  ecuación  diferencial  de  las  lineas  asintóticas  se  sustituyen  los 
valores  de  ¿¿r,  dy 

dx  =  eos  ^du  —  u  sen  O  ¿/O,     ¿y  =  sen  O  //«  +  «  eos  O  duy 

tendremos 

(r  eos*  íi  +  2  j  sen  h  eos  O  +  /  sen*  G)  rf«* 

H-  2  [(/  —  r)  sen  O  eos  O  -H  j  (eos*  O  —  sen*  6)]  m  dudh 

+  r  sen'  6  —  2s  sen  O  eos  6  +  /  eos*  0)  «'  ¿6*  ==  o. 

Sustituyendo  los  valores  obtenidos  de  r,  j,  /  en  función  u  y  de  6, 
resulta  para  la  ecuación  de  las  líneas  asintóticas 

Ó,  haciendo  «*  =  z;, 

Aplicaciones:     I.*     Hiperboloide  de  1  evolución  de  una  hoja. 
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Se  tiene 

^  2a)  u*  —  a* 

f  (k*)  = —^ j-rr^ ;     luego    dh  =  -  -^-.-  _  .  - — ; 

^   ^  4/i(«*  — a*)'-«  ^  )u*^a^    tí 

a 

de  donde  «  = r ,         (expresando  a  una  constante) 

eos  (6  —  a)  '^ 

ecuación  de  una  tangente  á  la  línea  de  estricción. 
2.*     Superficie  engendrada  por  la  tractriz 

/       -  a  4-fa^  —  u^ 

Tenemos  haciendo  u^  =  v, 

f{v)  =  —  M«  —  z;  4-  a  log  --T.-'— 

2v  ^v^)a^ — V 

+   2¿6  =     — ^r^ O        dh  =  -_=  .-,^, . 

F'a*— z;    ^  fV  — «*    « 

Haciendo     u  =  a  sen  :&,     se  obtiene    rfO  =r  — I   , 

sen  O 

ó,  expresando  A  una  constante, 

sen  s  A¿x 

I  +  eos  ^  =  A^  ,        «  =  ^,^^  ^  ^^^  . 

(Resal.  Exposition  de  la  théoriedes  susfaces,  pág.  62). 

§  6.°     Líneas  geodésicas 

116.  Definiciones.  Según  se  expuso  en  el  tomo  IV  (pág.  425) 
se  llaman  lineas  geodésicas  al  más  corto  camino  entre  dos  puntos  de 
una  superficie.  Pero  también  se  las  suele  deñnir  diciendo  que  son 
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aquéllas  cuya  normal  principal  coincide  con  la  normal  a  la  superficie, 
ó  cuyo  plano  osculador  es  normal  á  la  superficie^  y  que  se  demuestra 
como  propiedad  principal  en  la  pág.  174. 

Podemos  demostrar  por  consideraciones  elementales  que  el  arco 
de  una  línea  geodésica  es  el  mínimo  entre  dos  puntos  de  la  super- 
ficie basándonos  en  esta  definición.  En  efecto,  sea  C  el  centro  de 
curvatura  de  una  sección  hecha  en  la  superficie  por  un  plano  que 
pasa  por  la  cuerda  ab  =  k,  p  =  aC,  d^'-=  ¿_  Cb,  are  ab=  d^=^  }dt, 

dz  ^  (         rfs*\ 

Se  tiene        *  =  2o  sen  —  =  s¿ís  I  i ), 

2        '      V  12/' 

ó,  sustituyendo  d^^  por  — ,      ¿<j  =  ^  (  i  -| ) . 

?  \  I2p*/ 

Y  se  ve  que  d^  será  mínimo  cuando  p  sea  un  máximo,  ó  según 
el  teorema  de  Meusnier,  cuando  el  plano  aZb  sea  normal  á  la  su- 
perficie. Un  hilo  tendido  entre  A  y  B,  en  una  superficie,  trazará 
una  línea  geodésica. 

Esto  sentado,  las  ecuaciones  de  las  líneas  geodésicas,  tomando 
el  arco  por  variable,  serán 

d^x  _  d*y  d*z 

ó  bien,  llamando  A,  B,  C  á  los  coeficientes  del  plano  osculador, 
A/  +  B^  —  C  =  o. 

Supongamos  que  la  ecuación  de  la  superficie  sea/(,r,  ^,  5)= o, 
la  ecuación  de  las  líneas  geodésicas  será 

?/  If  If 

^¿  +  «¿  +  ^¿  =  ^       ^       A/  +  BA+C/3  =  o. 


Y  haciendo  N  =  y/,*  +/,*  +  /8*,  se  tendrá 
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Ó,  diferenciando, 

/,^(4)+/.^(é)+A^(^^)->- 

Sustituyamos  y,,  f^,  f¿  por  las  cantidades  d^x,  d^,  d*z  que 
les  son  proporcionales,  cuando  se  toma  s  por  variable  indepen- 
diente, ó  mejor,  por  las  expresiones  d^xds  —  d^sdx, relativas 

á  una  variable  cualquiera;  y  tendremos 


S  {d^xds  -  d'sdx)  d  {^  =  o 


ó  í:  {d^xds  —  d^sdx)  (N¿/,  — /i¿N)  =  o, 

es  decir, 

Nrfj  Y.dfyd*x—l^d^s  "Ldf.dx—düds  ^f.d^x  +  dlid^s  ^If^dx  =  o; 

y,  en  virtud  de  las  fórmulas 

2/^  dx  =  o,      S  (df.dx  +f,d^x)  =  o, 
la  anterior  se  reduce  á 

Nds  Ldf,d*x  —  ^df.dx  {Nd*s  —  d^ds)  =  o. 
Esta  ecuación  puede  escribirse  de  la  manera  siguiente, 

y:df,d*x        d's    ,    rfN  _ 
"^df.dx   ~~di'^lf~  ^' 

fórmula  dada  por  Joachimstahl  para  las  líneas  geodésicas. 
Ejemplo.     Sea  la  superficie 

,r«         y^  z^ 

^  +  '¿^  +  "?"""^' 

se  tiene 

2x      ^^  ^  2dxd^x       ^^  ^         2dx^ 

/i  =  "^>     4fid*^==       ^.      >     df,dx  =  -^', 

luego  X  df,  d^x=^d  "Ldf,  dx\ 
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y  la  ecuación  de  las  lineas  geodésicas  será 

2    ^df.dx    ~  ¿?  +  "Ñ  ""^ 
o  -  log  51 4/"i  d^  —  \og  ds-\-  log  N  =  const., 

que  es  una  integral  primera. 

Propiedades.  Teorema  1.  La  nof  mal  principal  de  una  geodé- 
sica es  normal  á  la  superficie  en  que  se  halla  ésta  trazada;  ó  también: 
En  todo  punto  de  una  geodésica,  el  plano  osculador  correspondiente 
pasa  por  la  normal  a  la  superficie. 

Sean  A,  P,  B  tres  puntos  consecutivos  «de  una  línea  geodésica 
(fig.  68)  y  AP  =  BP.  De  la  definición  de  esta  línea 
resulta  que  de  todos  los  triángulos  isósceles  cuya 
base  es  AB,  y  cuyo  vértice  está  en  la  superficie,  el 
de  menor  altura  es  el  APB.  Estos  triángulos  tienen 
sus  vértices  en  una  curva  CPE  de  la  superficie  que 
es  la  intersección  del  plano  perpendicular  á  AB 
Figura  68  ^  en  SU  punto  medio  y  la  superficie.  PD  es  la  altura 
del  triángulo  isósceles  APB,  siendo  P  el  punto  de 
la  curva  CE,  cuya  distancia  á  D  es  un  mínimo,  es  decir,  PD  es  per- 
pendicular á  la  tangente  á  CPE  y  PD  pasa  por  el  centro  del  círculo 
circunscrito  al  triángulo,  siendo  en  el  límite  la  normal  principal  de 
la  geodésica  APB  en  P,  y  es  perpendicular  á  su  tangente  en  dicho 
punto.  La  normal  principal  PD  es  pues  perpendicular  á  dos  tangen- 
tes, y  por  consiguiente  normal  á  la  superficie  en  P.  El  plano  oscu- 
lador APB  de  la  geodésica  contiene  pues  á  la  normal  PD. 

Teorema  II.     La  proyección  de  una  línea  geodésica  sobre  el  plano 
tangente  presenta  una  infiexión  en  el  punto  de  contac- 
to,  porque  el  plano  tangente  pasa  por  la  tangente  per-        ¡í — ÍL....^ 
pendicularmente  á  la  normal  principal. 

Teorema  III.     Dada  una  curva  cualquiera  MS   ^^-^     AT"^ 
(fig.  69)  trazada  en  una  superficie,  se  trazan  lineas       Figura  09 

geodésicas  MN,  M  N', normales  a  MS,  y  se  toma 

MN  =  M'N'  =  ....  El  lugar  de  los  puntos  N,  N', será  normal  á 

las  líneas  MN,M'N\ 
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Sean  r  el  arco  de  geodésica  MN,  s  el  arco  de  curva  NN',  V  el 
ángulo  de  NN'  con  NM.  Se  tendrá 

^^^  ^  ~  ^  ir  "+■  "^í^  ^j  "•"  ^r  ^' 

Supongamos  que  se  haga  variar  las  longitudes  tales  como  MN. 
Se  tendrá: 

^  eos  V         ix    Vx  TíX'bX 

Pero  se  tiene  que 

IX   Vx        ly   l'^y         'bz    b^z        i    b  bx^  +  by^+:^¿^ _i^^jA_ 
Ir  ^r  5^      Ir  Br  <) j      ir  ^r  ^ j "^ 2  17  V  ~2  2^s  ~ 

luego 

b  eos  V        bx  b*x        ly  y  y        'bz  ^z 
br      ^<v"?^"*"I7^"^"?7ar«* 

Sustituyendo  ^, por  sus  valores  deducidos  de  las  ecua- 
ciones (R  es  el  radio  de  curvatura  de  la  geodésica) 

l^x    ._^V       __^_ \ 

que  expresan,  que  la  normal  principal  á  la  línea  geodésica  es  la 
normal  á  la  superficie,  se  tiene 

l^^^  =  (^  .  +  ^^._  ^) L 

^r  \^s  ^        }is^        ^^'  R^i+p*  +  q* 

La  dirección  /,  ^,  —  i  es  normal  á  la  dirección 
bx       by       "bz  ,  í^cosV 

Ys'    a.-'    ÍI'      '"^s°      -Y^-""' 

Así  el  ángulo  V  no  depende  de  r.  Se  puede  pues,  tomar  r  =  o. 
Entonces  eos  V  =  o;  luego  eos  V  es  siempre  nulo. 

Observación.    Si  por  un  punto  fijo  O  se  imagina  una  serie  de 
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geodésicas  de  igual  longitud  OM»  se  obtendrá  una  curva,  que  se 
llama  círctdo  geodésico,  cuyo  centro  es  O  y  OM  el  radio  geodésico. 

Los  radios  geodésicos  cortan  al  circulo  según  un  ángulo  recto. 
Este  teorema  resulta  del  anterior 

Teorema  IV.  Si  dos  geodésicas  se  cortan  según  un  ángulo  infi- 
nitamente pequeño  ata,  y  si  se  trazan,  en  ca  ia  una  á  partir  de  su  punto 
de  intersección  O,  longitudes  iguales  OM,  OM'  =  di  infinitamente  pe- 
quenas,  se  tendrá     MM'  =  dldw. 

En  efecto,  proyectemos  la  figura  OMM'  sobre  el  plano  tangente 
á  la  superficie  en  O.  Sean  m  y  m  las  proyecciones  de  M  y  M*,  Om 
y  Om'  tienen  en  O  un  punto  de  inflexión. 

La  diferencia  entre  mm'  y  MM'  es  de  segundo  orden  con  rela- 
ción á  cada  una  de  estas  líneas;  se  puede  pues  tomar  MM*  =  mm\ 
El  ángulo  rfü)  se  proyecta  según  su  verdadera  magnitud,  porque  las 
tangentes  á  OM  y  á  OM'  están  en  el  plano  tangente.  Estas  tangen- 
tes lo  son  también  á  Om  y  á  Om'.  Pero,  como  hay  inflexión  en  O, 
las  distancias  de  M  y  w'  á  sus  tangentes  son  de  tercer  orden,  sien- 
do mm'  de  segundo.  Se  pueden  sustituir  los  puntos  my  tn  por  sus 
proyecciones  sobre  dichas  tangentes,  y  se  tendrá 

mni  =  MM'  =  rfwrf/. 

Teorema  V.  La  torsión  geodésica  de  una  linea  geodésica  es 
igual  á  su  tors  ón  propiametite  dicha,  lo  qu:  justifica  la  denomina^ 
ción  torsión  geodésica. 

En  efecto,  siendo  rff  =  rfO  +  d^,  por  ser  O  =  — ,  db  =  o  y  por 

consiguiente,  la  torsión  geodésica  es  igual  á  -^-,  que  es  la  torsión 

ds 

propiamente  dicha  de  la  curva. 

Teorema  V^I.  Las  torsiones  de  las  curvas  geodésicas  que  pasan 
por  un  mismo  punto  de  una  superficie  varian  como  los  cuádreos  de 
los  radios  vectores  de  una  lemniscata  de  Bemoulli, 

117.  Curvatura  geodésica.  Puesto  que  las  líneas  geodésicas 
son  en  una  superficie  S  como  las  rectas  en  un  plano,  se  llega  por 
analogía  á  la  noción  de  cuivatura  geodésica. 
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Sea  una  línea  cualquiera  L  trazada  en  una  superficie  S.  Tra- 
cemos la  línea  geodésica  M^  (fig.  70)  tangente  á  la  línea  L  en  un 
punto  M;  y,  desde  un  punto  infinitamente  próxi- 
mo M'  tomado  en  L,  tracemos  la  línea  geodésica 
M'P  perpendicular  á  M^.  Se  llama  radio  de  curva- 
tura geodésica  de  la  curva  en  el  punto  M  al  límite 

MP* 
hacia  el  que  tiende  la  relación  -nrrrp  cuando  M'  Figura  70 

tiende  hacia  M.  Llamando  R^  al  radio  de  curvatura  geodésica  de  la 
línea  L  en  M,  se  tendrá  por  definición 

MP* 
R«  ==  lim  — TTTR  • 
^  2M  P 

La  curvatura  geodésica  es  i :  R^.  El  radio  de  curvatura  geodé- 
sica definido  así,  no  cambia  cuando  se  deforma  la  superficie  como 
una  pieza  de  tela  flexible  é  inextensible;  porque  conservándose  las 
líneas  geodésicas,  las  longitudes  de  los  arcos  MP  y  M'P  perma- 
necen invariables  así  como  el  ángulo  M'PM. 

118.  Geodésicas  A  las  superficies  de  revolución.  Siendo  la 
ecuación  de  las  superficies  de  revolución 

z  —f{Íx^^^')  =  0, 
sus  ecuaciones  diferenciales  son 

d'x    d'y    d^z         —xf  —yf 


ds'  '  ds^  '  ds^        ^x^+y*        fx'+/  '    ' 

de  las  que  resulta 

d*x  dy  d 

-¿¿iy--¿^^  =  ^        ó        -^{xdy—ydx)  =  o 

que  es  la  ecuación  diferencial  de  la  proyección  de  las  líneas  geodé- 
sicas sobre  el  plano  de  las  x^  y.  Escribiendo  la  última  ecuación  en 
coordenadas  polares,  será 

d  /      d^\  d^^ 

-j-(r*-^l=o       é  integrando      r^  —  z=z  const  ==  r^.     (i) 

12 
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Clairaut  dio  la  representación  geométrica  en  el  siguiente 
Teorema.     En  todo  punto  de  una  superficie  de  revolución^  el 
producto  del  rcuLio  del  paralelo  y  del  seno  del  ángulo  de  la  geodésica 
con  el  meridiano  es  constante,  pues  siendo 
en  la  figura  PQ  =  r¿íp,  PP'  =  ¿y,  repre- 
sentando por  a  el  ángulo  PP'Q  será 


rd-. 
Figura  71  -^  =  scn  a    y     r  scn  a  =  rp.       (2) 

El  ángulo  PP'Q  =  a  de  la  geodésica  con  el  meridiano  del  punto 
P'  forma,  con  error  de  un  infinitamente  pequeño  ¿a,  un  ángulo 
igual  que  el  formado  con  el  meridiano  en  el  punto  P. 

Al  crecer  r,  disminuye  a  y  viceversa.  Si  el  radio  del  paralelo  es 
menor  que  la  constante  r^,,  no  puede  cortará  la  línea  geodésica 
de  este  paralelo,  puesto  que  sen  a  <[  i.  Consideremos  pues  una  zona 
limitada  por  dos  círculos  paralelos  de  radio  r^,  en  la  que  los  demás 
radios  sean  mayores  que  r^,  la  ecuación  (2)  se  verificará  en  todo  el 
intei-valo.  Supongamos  que  la  integral  de  (i)  sea 

z=f{fx^+f)       ó      z=f^r\  (3) 

en  coordenadas  polares.  Tenemos 

ds"  =  dx*  +  rfy  +  dz^  =  rfr*  +  r^d^^  +  f  {r)^dr* 
=  r^df  +  [i  +f(ry]dr^ 


y  puesto  que 

ds*  = 

sustituyendo. 

tendremos 

~0 

-  r,')  = 

=  ln 

^=hfm- 


+  c, 


que  es  la  ecuación  de  las  líneas  geodésicas. 

Si  sustituímos  el  valor  de  df»  dado  por  la  ecuación  (i)  será 


=/i/^^^-c;. 
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§  7.°     Líneas  de  nivel  y  de  máxima  pendiente 


Figura  72 


119.  Definición.  Se  llaman  líneas  de  nivel  en  una  superficie 
á  las  secciones  en  ésta  por  planos  horizontales  z  =  const. 

Estas  líneas  se  proyectan  según  su  verdadera  magnitud  sobre 
el  plano  de  Xosxy,  Si  la  ecuación  de  la  superficie  es  F  {x,y,  z)  =  o, 
la  ecuación  de  las  proyecciones  horizontales  de  las  líneas  de  nivel 
es  F(jr,j/,  C)  =  o.  Se  llaman  lineas  de  máxima  pendiente  á  las  líneas 
trazadas  en  la  superficie  según  ángulo  recto,  respecto  á  las  líneas 
de  nivel. 

Ecuación  diferencial.  Sabemos  que  para  los  incrementos 
dx  y  dy  se  tiene 

dz  =  pdx  4-  qdy 

Por  un  punto  de  una  superficie  pasan  una 
linea  de  nivel  y  otra  de  máxima  pendiente. 
Llamemos  d^x,  d^y,  d^z  k  las  proyecciones 
de  la  mutación  MM,  infinitamente  pequeña, 
efectuada  en  la  línea  de  nivel  y  dx.dy  k  las  de  una  mutación  MM' 
efectuada  en  la  línea  de  máxima  pendiente.  Tendremos 

d^B=pd^x  +  qd^ 

Pero  como  á  lo  largo  de  la  línea  de  nivel  es  z  constante,  rf,  z  es 
nula  y  se  tiene 

pd^x  +  qd^  =  o.  (i) 

Además  por  ser  rectangulares  las  mutaciones  MM»  y  MM',  se 
tiene 

dxd^x  +  dyd^  +  dzd^z  =:  o, 

es  decir,  puesto  que  d^z  es  nula, 

dxd^x  +  dyd^y  =0     o    3-  = 3—. 

dx  d^y 
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Y,  según  la  condición  (i),  se  tiene 

d,x  q  dy         q 

-z—  =  —  -;     luego     -y-  =  - 
d^y  p  ^       dx       p 

pdy  —  qdx  =  o.  (2) 

Esta  es  la  ecuación  diferencial  de  las  proyecciones  horizontales 
de  las  líneas  de  máxima  pendiente. 

Si  la  ecuación  está  en  forma  explícita 

F  (x.y.z)  =  o, 
tendremos 

^F  BF  W  BF 

y  la  condición  (2)  se  reduce  á 

3F    ^         3F    , 

Observación.  I.as  proyecciones  horizontales  de  las  lineas  de 
máxima  pendiente  cortan  según  un  ángulo  recto  á  las  proyecciones 
horizontales  de  las  lineas  de  nivel^  pues  el  ángulo  recto  M,MM'  tiene 
el  lado  MMi  paralelo  al  plano  de  proyección. 

Ejemplo.  Lineas  de  máxima  pendiente  del  elipsoide.  Sea  un 
elipsoide 

x^       y^        ¿^ 
a^        b^        r 

Las  linas  de  nivel  son  elipses,  obtenidas  cortando  á  la  superficie 
por  planos  paralelos  al  plano  horizontal  Para  calcular/ y  j',  dife- 
renciaremos, considerando  á  z  como  función  de  x,  y  tendremos 

X  z  y  z 

La  ecuación  diferencial 

pdy  —  qdx  =  o 
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de  la  proyección  horizontal  de  las  líneas  de  máxima  pendiente  es 
por  tanto, 


^  ^       y  ^  ^     Ay  d^ 

^t      ^  At  y  ^     ' 


habiendo  hecho  m  = 


log  ;tr  =  w  log  ;tr  +  log  it     Ó     ^  =  it;r«*, 

ecuación  de  la  proyección  horizontal  de  las  líneas  de  máxima  pen- 
diente. 


§  8.°     Geometría  esférica 

120.  Coordenadas  esféricas.  Se  puede  representar  un  pun- 
to M  en  la  esfera,  refiriéndolo  á  un  triángulo 
trirectángulo  x,y,  z  (fig.  73).  Sea  O  el  centro  de 
la  esfera,  y  hagamos  pasar  arcos  de  círculo  má- 
ximo xQtyP  por  el  punto  M. Haremos  E=tgxrP, 
Tr;  =  tg  £rQ;  y  representando  por  x,  y,  z  las 
coordenadas  cartesianas  rectangulares  de  M, 

X  y 

tendremos  5=-,7j  =  =^.  (i) 

Piirura  73 


En  efecto,  se  tiene 

z  =  OM  eos  MP  eos  jerP,      x  =:  OM  eos  MP  sen  zP 

X       sen  z  P 
z 


de  donde 


=  tgz?=l 


eos  z  P 

Las  fórmulas  (i)  servirán  para  calcular  las  coordenadas  esféricas 
5  y  Tj  de  un  punto,  por  medio  de  sus  coordenadas  ordinarias;  y  se 
pueden  considerar  las  coordenadas  ;r,  y^  z  como  coordenadas  esfé^ 
ricas  homogéneas. 

121.  Ecuación  de  un  círculo  máximo.  Una  circunferencia 
máxima  de  la  esfera  es  la  traza  sobre  ésta  de  un  plano  que  pasa 
por  el  centro;  su  ecuación  es 

^x+By  +  Cz  =  o.  (2) 
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Dividiendo  por  z^  y  aplicando  las  fórmulas  (i),  la  ecuación  de  la 
intersección  del  plano  y  de  la  esfera  ó  la  ecuación  homogénea  de 
un  círculo  máximo  será 

A5  +  Bt)  +  C  =  o. 

Recíprocamente:  Toda  ecuación  de  primer  grado  ;  y  yj  ú  homo- 
génea en  jr,  y,  z,  representa  un  círculo  máximo;  eos  a,  eos  p,  eos  y 
son  las  coordenadas  homogéneas  del  polo  de  este  círculo,  cuando 
la  ecuación  tiene  la  forma  x  eos  (t-\-y  eos  p  4-  xr  eos  y  =  o. 

Ecuación  de  un  círculo  menor.  Haciendo  ;r  =  Jxr,  ^  =  t^z  en 
la  ecuación  de  un  plano 

Aat  +  By  +  Cj?  +  D  =  o     será    (A5  +  Bt)  +  C)  5  -h  D  =  o. 

que  representará  un  círculo  menor.  Pero,  suponiendo  el  radio  de  la 
esfera  igual  á  la  unidad,  se  tiene 

^*+>'*+«*=l       ó       £r*(5*+ V  +  I)  =  I. 

Por  consiguiente  z  = ^=:^^=. ; 

luego  la  ecuación  de  un  círculo  menor  será 


a;  +  Br,  +  C  =  D>^H-  5*  +  Vó(A^  +  Bj^  +  C;?)«=D«(;ir*+>^+ir«), 

que  es  la  ecuación  del  cono  recto  de  base  circular.  Las  coordena- 
das homogéneas  del  polo  del  círculo  son  A,  B  y  C. 

122.  Distancia  de  dos  puntos.  La  distancia  esférica  í  de  dos 
puntos  (;,  Tj)  y  (5',  yj')  ó  {x,  y,  z)  y  {x',  y\  z')  se  expresa  por  la 
fórmula 

zo^l  =  xx'  +yy'  ^  zz'  =  , ^L¿jl"^  ^        _, 

j/(5t  +  r?  +  I)  (r*  +  r/'  +  I) 

que  es  la  ecuación  de  un  círculo  menor. 

Observación.  E/  ángulo  de  dos  arcos  de  circulo  máximo  es 
igual  á  la  diferencia  de  sus  polos, 

123.  Tangentes.  Sea  la  curva /(E,  •»;)  =  o  ó/  {x,y,  z)  =  o. 
La  expresión  de  un  arco  de  círculo  máximo  tangente  á  esta  curva 
se  obtiene  expresando  que  pasa  por  los  dos  puntos  infinitamente 
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próximos  5,  vj  y  ;  +  ¿;,  •»;  -f-  dr^.  Así  tendremos  que 

La  ecuación  del  arco  del  círculo  máximo  tangente  será 
X  —  +  Y^  +  Z^  =  o. 

Las  coordenadas  del  polo  son  '--,  — ,     --  ó  rfvj,  — ¿J,  r^di — Idt^. 

oX       oY       oZ 

124.  Curva  polar.  Se  llama  curva  polar  de  una  curva  dada, 
el  lugar  de  los  polos  de  arcos  de  círculo  máximo,  tangentes  á  la 
curva  dada.  Su  ecuación  se  obtiene  eliminando  ;r,  y^  z,  entre 

/•/  N  V        ^-^       V        ^-^       y        ^-^ 

f{x^y.z)  =  o    y     X  =  -,    Y  =  -,    Z  =  - 

125.  Envolvente  y  curvatura  geodésica.  La  envolvente  de 
una  curva  esférica  que  contiene  en  su  ecuación  un  parámetro,  es 
el  lugar  de  las  intersecciones  sucesivas  de  esta  curva.  La  teoría  de 
las  envolventes  en  la  esfera  es  la  misma  que  en  el  plano.  Observa- 
remos que  la  curva  polar  de  una  curva  es  envolvente  de  los  círcu- 
los máximos  cuyos  polos  son  los  puntos  de  la  curva  propuesta. 

Si  se  trazan  por  los  extremos  de  un  arco  ds  de  curva  esférica 
arcos  de  círculos  máximos  tangentes  á  éste,  el  ángulo  s  que  éstos 

^  .  s 

forman  se  llama  ángulo  de  contingencia  geodésico.  El  límite  de  —r  se 

llama  curvatura  geodésica. 

126.  Indicatriz  esférica.  Si  por  el  centro  de  una  esfera, 
cuyo  radio  suponemos  igual  á  i  por  sencillez,  se  trazan  radios  para- 
lelos á  las  tangentes  de  una  curva  dada,  se  formará  una  superficie 
cónica  cuya  traza  sobje  la  esfera  se  llama  indicatriz  esférica  de  la 
curva  propuesta  fpág.  90).  Esta  indicatriz  tiene  á  su  vez  una  indi- 
catriz que  se  llama  segunda  indicatriz  de  la  curva  propuesta. 

Teorema  I.  Si  por  el  cetitro  de  la  esfera  se  trazan  planos  pa- 
ralelos á  los  planos  oscüladores  de  una  curva,  los  arcos  de  circuios 
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máximos  que  determinan  en  la  esfera  envuelven  á  la  indicatriz  de 
esta  curva. 

En  efecto,  por  ser  el  plano  osculador  paralelo  á  dos  tangentes 
infinitamente  próximas,  el  plano  paralelo  al  plano  osculador,  tra- 
zado por  el  centro  de  la  esfera,  contendrá  dos  generatrices  del  cono 
cuya  base  es  la  indicatriz.  Será  pues  tangente  á  este  cono;  y  las 
trazas  de  este  plano  y  del  cono  en  la  esfera  serán  tangentes. 

Teorema  II.  Si  por  el  centro  de  la  esfera  se  trazan  tres  ejes  pa- 
ralelos á  las  tres  direcciones  principales  de  una  curva^  el  primero 
(paralelo  a  la  tangente)  describirá  la  indicatriz^  el  segundo  (paralelo 
á  la  nortnal  principal)  describirá  la  segunda  indicatriz,  el  tercero 
(paralelo  á  la  binormal)  describirá  la  polar  de  la  indicatriz. 

En  efecto,  la  paralela  á  la  normal  principal  se  halla  en  un  plano 
paralelo  al  plano  osculador.  Su  traza  está  pues  en  el  arco  de  círculo 
máximo  tangente  á  la  indicatriz  y  á  una  distancia  del  punto  de 

contacto  igual  á  -;  el  punto  correspondiente  de  la  segunda  indi- 
catriz se  halla  situado  del  mismo  modo. 

127.  Imagen  esférica.  Imagen  esférica  de  una  porción  de 
superficie,  terminada  por  una  curva  cerrada,  es  la  parte  de  esfera 
inscrita  en  lo  que  llama  Gauss  imagen  de  la  curva,  es  decir,  la 
curva  que  se  obtiene,  cuando  se  busca  en  una  esfera  de  radio  i  el 
lugar  de  las  trazas  de  los  radios  paralelos  á  las  normales  á  la  su- 
perficie á  lo  largo  de  la  curva  C. 

Teorema*.  La  imagen  esférica  de  una  linea  asintótica  es  la 
curva  polar  de  su  indicatriz  esférica. 

Teorema  de  Gauss.  Describamos  alrededor  de  un  punto  M  de 
una  superficie  un  área  cerrada  dü;  sean  dü'  su  imagen  esférica,  R  y 

dü 

R'  los  radios  de]¿urvatura  principales  en  M;  se  tendrá  RR'  =  -—  . 

Tomemos  por  elemento  del  área  Q  el  triángulo  cuyos  vértices 
son  el  punto  M  (;r,  y,  z)  y  dos  puntos  cuyas  coordenadas  son 

X  ^-  dx,    y  +  dy,    z  -\-  dz    y    x  +  lXy    y  +  }y,     z  +  2íz 
y  sean  X,  Y,  Z, 
X  +  rfX,     Y  +  rfY,     Z  +  rfZ,     X  +  ^X,     Y  +  í^Y,     Z  +  ^Z 
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los  vértices  del  triángulo  imagen  Q\  Las  proyecciones  de  las  áreas 
ü  y  ü'  sobre  el  plano  de  las  Xy  y  son 

dylx  —  dxly      y      rfYsX  —  rfXsY. 

Y  por  ser  paralelas  las  áreas  ü  y  ü',  sus  relaciones  serán  igua- 
les á  las  de  sus  proyecciones.  Se  tiene  pues 

rfQ'  _  rfY$X  — rfxW         ,       ^'  _  MX,  Y) 
rfÜ  ""    clylx  —  dxly  '       ^       IÚ~   l(x,y)  ' 

Pero  haciendo  p  =  — ,     ^  =  -— 

^        7ix      ^        :>y 

se  tiene       X  =  -z-^—^ r,     Y  = 


dü         MX,Y)         MX,  Y)  MAy) 
Pero    ^=  ^+^'  ^^  ^' 


luego 


3(X,Y)       (I+?*)(l+/*)-/V  I 


y  se  tiene  además  — ; r  =  rt  —  s*\ 

luego,  en  vez  de  (i), 

3Ü[_        r/  — j« i_ 

lo  que  demuestra  el  teorema.  Por  consiguiente 

Para  obtener  una  porción  finita  de  la  imagen,  se  sustituirá  rfü 
por  dxdy  )/i  -}-/*  +  í*,  y  se  integrará  para  todos  los  puntos  de  la 
parte  de  área  considerada,  obteniéndose 


"•°//,4./^.,.^^'»- 
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Y  por  ser 

tendremos 

"-//,T 


dpdq 


+  /*  +  ?T^*' 

La  cantidad  ü'  es  la  curvatura  tofai,  segúo  Gauss,  de  esta  por- 
ción de  superficie,  que  puede  escribirse  bajo  la  forma 

//  RR'¿Ü',         ó        //  RR'db  sen  6//.]., 

expresando  O  la  colatitud  y  •];  la  longitud  de  la  imagen  del  ele- 
mento dü, 

128.  Sobre  las  imágenes  de  las  líneas  de  curvatura.  Sean 
X,  y,  r  las  coordenadas  del  punto  M  de  una  línea  de  curvatura  de  la 
superficie  S  y  5,  tj,  !J  los  cosenos  de  los  ángulos  que  forma  la  nor- 
mal á  la  superficie  S  con  los  ejes;  5,  r,,  s  serán  también  las  coorde- 
nadas de  la  imagen  del  punto  M  sobre  la  esfera  de  radio  uno,  des- 
crita desde  el  origen  como  centro. 

Sean  R  y  R*  los  radios  de  curvatura  principales  en  M.  Se  tiene 
por  el  teorema  de  Rodrigues 

dx         dy         dz 

y  llamando  ds  y  d^  k  los  arcos  correspondientes  de  la  línea  de  cur- 
vatura considerada,  se  deduce  de  (i) 

ds 
R  =  j     y     dx  =  Rd\,     dy^Rdr^,     dz  ^RdX,, 

de  donde 

rfi;r  =  R¿*H-¿;rfR,   rf*;'=R¿*r,+¿-nrfR,  d^z=^Rd%^  dX,dY(\ 

luego         dyd'^z  —  dzd^y  =  'R^{dr,d'':,  —  d'Cd\)\     (2)    *     luego 

Teorema.  Las  lineas  de  curvatura  y  sus  imágenes  tienen^  en  los 
puntos  correspondientes:  1°  tangentes  paralelas]  2S  binormales  para- 
lelas; 3,"  normales  principales  paralelas. 

Luego,  tienen  las  mismas  indicatrices  esféricas^  y  los  planos  ñor- 
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males  á  la  superficie  y  á  la  esfera  son  paralelos  según  dos  arcos  co^ 

rrespondientes. 

Dos  arcos  correspondientes  ds  y  d»  de  la  superficie  y  de  la  esfera 

ds 
se  bailan  entre  sí  en  la  relación  d^  =  ^  ,  designando  R  el  rculio  de 

K 

curvatura  de  la  curva  trazcLda  en  la  superficie. 

Las  imágenes  de  Ic^  lineas  de  curvatura  forman^  como  estas  cur- 
vas, una  red  ortogonal. 

Las  ecuaciones  (2)  elevadas  al  cuadrado  y  sumadas  dan,  llaman- 
do p  al  radio  de  la  curva  imagen, 

—  =R^y         ó        p=i. 

Así:  El  radio  de  curvatura  de  la  imagen  es  igual  al  radio 
de  la  esfera. 

Observación.  Si  la  superficie  S  es  unicóncava  en  el  punto  M, 
es  decir,  si  las  dos  secciones  principales  tienen  sus  concavidades 
vueltas  en  el  mismo  sentido,  entonces  los  radios  de  la  esfera,  tra- 
zados en  el  mismo  sentido,  á  partir  del  centro,  que  las  normales  á 
S,  dirigidas  hacia  la  convexidad  de  esta  superficie,  determinarán  un 
triángulo  H^fi-Vi  cuyo  plano  será  paralelo  al  del  triángulo  MM'M", 
hallándose  recorridos  los  contomos  en  el  mismo  sentido. 

Si  la  superficie  tiene  indicatriz  hiperbólica,  se  podrán  tomar 
para  MM'  y  MM''  dos  direcciones  correspondientes  á  secciones  cu- 
yas concavidades  están  en  sentido  contrario.  Entonces,  si  las  nor- 
males en  M  y  en  M'  que  determinan  el  lado  y-V^  del  triángulo  esfé- 
rico, se  hallan  situadas  á  un  cierto  lado  de  la  superficie  S,  las  que 
determinen  el  otro  lado  fi.|x',  deberán  ser,  la  una  prolongación  de 
la  normal  precedente  en  M,  la  otra,  la  normal  en  M',  situada  al 
mismo  lado  de  S  que  ésta  prolongación;  y  los  dos  triángulos  MM'M" 
y  |x|x'|x'  tendrán  sus  vértices  dispuestos  en  sentido  inverso. 

Por  último,  si  la  superficie  S  es  desarrollable,  tomando  siempre 
para  MM'  y  MM"  dos  secciones  principales,  una  de  estas  secciones 
MM'  será  la  generatriz  rectilínea.  Las  normales  en  M  y  en  M'  serán 
paralelas  y,  por  consiguiente,  ^  se  confundirá  con  [x.  El  triángulo 
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ix[i.'ix'  será  pues  nulo,  y  por  consiguiente,  la  medida  de  la  curvatura 
será  igual  á  cero. 

Si  expresamos  ahora,  bajo  forma  de  determinantes  las  áreas  de 
los  dos  triángulos  dS  y  di,,  por  medio  de  las  coordenadas  de  sus 
vértices,  proyectados  sobre  un  mismo  plano,  las  expresiones  darán 
las  áreas  con  el  mismo  signo  ó  con  signo  contrario,  según  que  los 
dos  triángulos  tengan  dispuestos  sus  vértices  en  el  mismo  sentido 
ó  en  sentido  opuesto.  Resultará  pues,  que  la  relación  i  de  estas 
expresiones  será  positiva  ó  negativa,  según  que  la  superficie  S 
tenga  sus  dos  curvaturas  principales  en  el  mismo  sentido  ó  en 
sentidos  c  Dntrarios.  La  superficie  será,  según  esto,  una  superficie 
de  curvatura  positiva  ó  negativa.  Una  superficie  desarroUable  será 
una  superficie  de  curvatura  nula. 

Podemos  obtener  una  expresión  geométrica  de  la  medida  de  la 
curvatura.  Tomando  el  triángulo  MM'  M",  en  el  que  dos  lados  sean 
las  secciones  principales,  MM'  será  igual  al  radio  de  curvatura 
principal  correspondiente  R,  multiplicado  por  el  ángulo  de  contin- 
gencia, que  se  hallará  representado  por  el  lado  uitx'  del  triángulo 
esférico  ¿2;  luego  MM'  =  R.  fi.[x'  y  también  MM"  =  R'.  |xu.*',  siendo 
R'  el  otro  radio  de  curvatura  principal.  Por  otra  parte,  es  fácil  ver 
que  el  triángulo  i^aV'^  es  rectángulo,  como  el  MM'M";  luego  la  re- 
lación de  las  áreas  de  estos  triángulos  es 

MM'.MM"  ""  RR'' 

La  medida  de  la  curvatura  de  la  superficie  es  pues  igual  al  pro- 
ducto de  las  curvaturas  de  las  secciones  principales. 

Luego,  si  se  representan  por  a,  ¿,  c  los  cosenos  de  los  ángulos 
que  la  normal  á  S  forma  con  los  ejes,  ó  las  coordenadas  del  punto 
p.  de  la  esfera  S,  correspondiente  á  M,  y  si  hacemos 

da  ^=í  a^dx  -{-  a^dy,     db  •-=  b^dx  +  b^dy. 


tendremos  K  = 


rt—  s^ 


(/* +  ?•  +  !)« 
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APLICACIONES  DE  LAS  INTEGRALES  DEFINIDAS 

GAPÍTUDO  I 
Aplicaciones  de  las  integrales  definidas  simples 


§  I.**     Cuadraturas 

129.  Parábolas.  Vamos  á  obtener  la  expresión  del  área  de 
las  parábolas  representadas  por  la  ecuación 

en  la  que  m  y  n  son  positivos.  Tendremos 

\ydx  =/»  I  x''dx=p'' 4-  C. 

J         J  ^+1 

n    ' 

Si  se  toma  el  área  á  partir  de  ^r  =  o,  se  tendrá  C  =  o,  y  la  ex- 
presión del  área  terminada  en  la  ordenada  relativa  á  un  valor  cual- 
quiera de  Xy  será 

lí^**  X  **  ,       nxy 

^  o 


m  -\-  n  m  +  n 

De  manera  que  el  arco  de  la  curVa  divide  al  rectángulo  xy  en 
la  razón  constante  n  :  m. 

Hipérbolas.     La  ecuación  general  x^  y^  =  p  representa  las 
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hipérbolas,  cuyas  asíntotas  son  los  ejes  de  coordenadas.  Se  tendrá 


lydx=p^  I  A 


1     -i?+i 
d^=^-^ -  +  C.  (1) 

fpt 

h  I 

n 


Sea  //í  <  «,  y  supongamos  que  el  área  principia  en  el  punto 
cuyas  coordenadas  son  a,  6.  La  expresión  del  área  será 


mp""  \x      ^        —OL      »       ;       .     n  (xy  —  6a) 
H  —  tn  ti  —  fH 

Este  valor  es  finito  para  a  =  o,  aunque- se  extienda  el  área  inde- 
finidamente en  el  sentido  de  las^',  puesto  que  el  eje  de  las  ^^  es 
asíntota  de  la  curva;  pero  se  hace  infinita  al  mismo  tiempo  que  x. 
Así  pues,  el  área  contada,  á  partir  de  una  ordenada  arbitraria  y 
prolongada  al  infinito  hacia  una  de  las  asíntotas,  es  finita  ó  infinita, 
según  que  la  coordenada  contada  sobre  esta  asíntota  tenga  en  la 
ecuación  el  mayor  ó  el  menor  exponente. 

Buscando  —  l^-*"^»  tendríamos  el  área  comprendida  entre  el 

arco  y  las  abscisas  trazadas  por  sus  extremidades;  su  expresión  es 

-—.  Estas  dos  áreas  están  en  la  relación  de  los  exponentes  nym. 

n  —  m 

Si  fuese  m^fty  se  obtendría  la  misma  conclusión. 

Si  m  =  ny  la  ecuación  será  de  la  forma  xjy  =/',  y  represen- 
tará una  hipérbola  equilátera,  puesto  que  los  ejes  son  rectangula- 
res. Se  tendrá  entonces 


f     ,  í'^dx         ^        X 


En  el  caso  de  comenzar  el  área  en  el  eje  de  las  j^^  se  tendrá 
a  =  o;  de  modo  que  el  área  comprendida  entre  una  ordenada  cual- 
quiera y  el  eje  de  las  ^  es  infinita. 

Si  a=/,  el  área  principiará  en  la  ordenada  que  pasa  por  el 
vértice;  y  si  se  toma  /  por  unidad,  su  expresión  será  log  x.  En  esta 
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propiedad  tiene  su  origen  la  denominación  de  logaritmos  hiperbóli- 
cos, que  se  ha  dado  á  los  logaritmos  neperianos. 

Sea  UMV  una  de  las  ramas  de  las  hipérbolas  de  diversos 
órdenes.  Contando  los  segmentos  desde  el  origen  de  las  absci- 
sas, contiene  el  espacio  infinito  en  longitud,  comprendido  entre 
la  parte  CV  de  la  curva  y  su  asíntota  AY,  cuya  área  es  infi- 
nita ó  finita,  según  que  m  es  mayor  ó  menor  que  «,  pues  para 
obtener  el  espacio  BCMP,  tomado  desde 
la  abscisa  AB  =  a  hasta  la  AP  =  ¿,  es 

necesario  hacer  sucesivamente   x=^a, 

i 

;r=¿  en  la  expresión  — - —  x   ^    \  res- 
n—  m 

tar  el  primer  resultado  del  segundo,  ob- 
teniéndose 

1 


n  —  m 


BCMP=^^--(¿    »      -^    »    j.  Flgura74 


Si  hacemos  a  =  o,  el  punto  B  coincidirá •  con  el  A,  y  el  espa- 
cio BCMP  se  cambiará  en  YAPMV;  pero  la  cantidad  ¿j(»— «)•»  será 
infinitamente  ó  nula  según  que  sea  »f  >  ó  <«.  En  el  primer  caso, 


-^ \b   »    —  o j  =  — ^ 

n  —  m  n  —  m 


YAPMV  =  -^í^ [ó    »    —0)  =  -^ — b   n 


Dejando  a  con  un  valor  finito  y  haciendo  b  infinito,  se  tendrá 

el  área  XBCU,  que  será  infinita  si  m  es  menor  que  «,  y  que  será 

np^'^  ' 

igual  á  —   -     ¿j(»— »»):«  si  m^n.  Resulta  pues,  que  cuando  m  y 
tu  —  ti 

H  son  desiguales,  de  los  dos  espacios  asintóticos  el  uno  es  infinito 

y  el  otro  finito. 

La  razón  de  esta  diferencia  se  encuentra  en  la  mayor  ó  menor 

rapidez  con  la  que  se  acerca  la  curva  á  su  asíntota;  y  puesto  que 

se  ve  que,  cuando  m^n,  y  crece  mucho  más  rápidamente  que  x 
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y  por  consiguiente,  la  curva  se  acerca  con  más  rapidez  al  eje  de 
abscisas  que  al  de  ordenadas  y  viceversa. 

Ya  hemos  visto  que  cuando  m=nj  la  expresión  del  área  se  pre- 
senta bajo  una  forma  infinita  y  que  adquire  la  forma /log;r-f.const. 

Sea  UMV  (fig.  75)  una  de  las  ramas  de  la  hipérbola  equilátera 

cuyo  semi-eje  transverso  es  AC  =  «, 

a^ 
siendo  BC  .  AB  =  AB*  =  — .  Tendre- 


mos p  =  --;  y  si  contamos  las  áreas 

á  partir  de  la  ordenada  BC,  corres- 
pondiente al  vértice  C,  se  obtendrá 

»        AP 


Figura  75 


a^' 


BCMP  =  -  log  AP  -  ^  log  AB  =  ^  log  ^g  . 

Si  se  hace  AB  =  i,  será 
BCMP  =  log  AP,  BCM'F  =  logAF,  BCM^P"  =  log  AP\.. 

Así  pues,  si  las  abscisas  AP,  AP',  AP"...  se  hallan  en  progre- 
sión por  cociente,  las  áreas  correspondientes  estarán  en  progresión 
por  diferencia. 

Observación  /.*  Los  espacios  asintóticos  correspondientes  á 
las  abscisas  negativas  no  pueden  hallarse  comprendidos  en  la  misma 
fórmula,  pues  la  función  log  x  se  hace  imaginaria.  Esta  anomalía 
depende  del  paso  de  la  ordenada  y  por  el  infinito.  Cada  una  de  estas 
áreas  se  expresa  separadamente. 

Observación  2.*     En  la  logarítmica  cuya  ecua- 
ción es  >'  =  log  ;r,  se  tiene 

¡ydx  =  f  dxlogx  =  x\ogx  —  X  -{•  const. 

La  parte  variable  de  esta  expresión  se  hace  nula 
cuando  x  =  o,  porque  haciendo  x=i  :m  toma  la 
forma  —  log  m  :  m  =  i  :  m,  bajo  la  que  es  nula, 
cuando  m  es  infinito.  Es  por  tanto  inútil  añadir 
una  constante,  cuando  se  obtienen  los  segmentos  á  partir  del  punto 
A  (fig.  76.)  Haciendo  x  =  AE  =  i,  tendremos  la  expresión  del  es- 
pacio asintótico  ^AE;ir  finito  é  igual  á  i. 


APLICACIONES  DE  LAS   INTEGRALES  DEFINIDAS  SIMPLES  193 

Si  se  toman  las  ordenadas  por  abscisas,  se  tendrá 

/  xdy  =  f  dx  =  X 

para  el  espacio  cOMx  apoyado  en  el  eje  de  ordenadas  AC,  cuya 
expresión  es  algebraica,  sin  añadirse  constante,  porque  se  anula  al 
mismo  tiempo  que  x.  El  área  cAKx,  correspondiente  á  ;r= AE=  i, 
tiene  por  esta  fórmula  el  mismo  valor  que  la  anterior,  prescindiendo 
del  signo. 

Si  en  vez  de  ser  el  módulo  igual  á  i  fuese  M,  tendríamos 

f  dxlogx  =  x\ogx  —  / Mdx  =  xlx  —  M;r,     / xdy^=-  M;r. 

o* 
Curva  y=      .Se  obtiene  la  forma  indicada  en  la  fig.  TT.  El 

X 

eje  ce  de  las^'  es  asíntota  de  las  ramas  HF, 
R'F'  y  AB',  parte  negativa  del  eje  de  las  x,  es 
la  rama  M'K'.  La  cuadratura  de  esta  curva  de- 


pende de  1 1  integral 


C  a'dx 


cuyo  desarrollo 


en  serie  parece  no  conviene  al  área  correspon- 
diente á  las  abscisas  negativas,  porque  su  pri- 
mer término  log  x  se  hace  imaginario;  pero  si 
se  considera  una  integral 


Figura  77 


f*X¿^>a(A  +  A,-f....  +  A,_,)     y     <  a(A, -|- ....  +  A,), 

aproximándose  cada  una  de  estas  sumas  cuanto  se  quiera  á  la  inte- 
gral, llegaremos  á  la  expresión 


£x¿;r=  *[a,  +  ...  -I-  A,_,  4  ^(A  +  A,)j  +  ?j .  ^(A'-A' 

■A'„_,  +  ^(A'  +  A''jJ 
A"'»)+ 


,) 


+  7¡ 


A'.  +  A%  + 


a*     I  , 


(*)    Lacroix.  TVoité  éUmetUaire  de  caUtU  difftrewtul  €t  intégrtU,  t.  I,  p.  278. 
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Aplicando  este  procedimiento,  obtendremos  resultados  reales. 
Esta  dificultad  se  salva,  cambiando  el  signo  de  x  antes  de  inte- 
grar, porque 


\^-^=\ 


a—^dx                    x\oga     x*(\oga)* 
— - —  =  log  ^ -— -  + 


I . I  1.2.2 


Para  obtener  los  espacios  asintóticos  de  la  curva  propuesta  se 
deben  buscar  los  valores-  de  la  integral  de  que  se  trata  entre 

X  =  0  y   x  =  n,   x  =  o    y   x  =  —  n,   ;r=  —  n   y   x=  —  oo, 

expresando  n  una  cantidad  finita.  En  el  primero  y  el  segundo 
caso  se  encuentra  un  resultado  infinito.  Pero  nada  se  concluye  res- 

fa-'^dx 

pecto  al  tercer  caso,  porque  en  el  desarrollo  de  /  ,  los  térmi- 
nos son  alternativamente  de  signos  contrarios;  y  puede  suceder 
que  la  diferencia  entre  la  parte  positiva  y  negativa  permanezca  fi- 
nita, aunque  las  dos  sean  infinitas;  lo  que  sucede  determinando  la 
constante  arbitraria  de  modo  que  se  anule  la  integral  cuando  x 
es  infinito,  y  el  espacio  B'P'M'K'  comprendido  entre  ;r  =  — «, 
^  =  —  00    es  finito. 

130.     Elipse.     Sea  la  ecuación  de  la  elipse 

d  , 

ay  4-  tí^x^  ^  a'd^       ó      ^  ==  -  f^/x*  —  x'\ 

a 

í  ^í       /  — 

tendremos  I  j^dx  =  —  I  dxfd^  —  x^. 

Integrando  por  partes,  resulta 

fdx  M*  —  ;r^  =  X  ^a'  —  x'  +  I  ~J^ 


X^dx 

X^ 

Pero 


},fa*  —  x^      J        ]¡a^  —  x*  J 


are  sen  - . 
a 


APLICACIONES  DE  LAS  INTEGRALES  DEFINIDAS  SIMPLES  195 

Sustituyendo,  resulta 

/  dx  fa*~^x^  =  xia*  —  x*  +  a*  are  sen  -  —  /  dx  fa^  —~x^ 

y,  en  fin, 

-  I  dx\a*  —  X*  =  --' are  sen  — \-  C. 

aj  2a  ^     2  a    ^ 

Si  el  área  principia  en  el  eje  de  las  y,  será  C  =  o;  y  si  se  hace 

"Kob 
enseguida  ;r  =  a,  será    —  el  valor  de  la  cuarta  parte  del  área  de 

4 

la  elipse.  El  área  de  ésta  será  pues,  7ca¿,  y  ira'  si  ¿  =  a. 

bx^^ xl^       xy 

El  término =  —  expresa  el  área  del  triángulo  rec- 

ab  X 

tángulo,  cuyos  catetos  son  x  Qy\  luego  el  término  —  are  sen  -  mide 

2  (t 

el  área  del  sector  formado  por  el  eje  de  las  y,  el  arco  de  la  elipse  y 
el  radio  vector  correspondiente  al  extremo  del  arco. 
131.     Hipérbola.     Sea  la  ecuación  de  la  hipérbola 


«V  —  b*x*  =.  aH*      ó      y=:-fx*  —  a\ 


b 
^1 


Tendremos        /  ydx  =  -  I  dx}/x*  —  a^. 

Procediendo  como  para  la  elipse,  tendremos 


í. 


,         bxix^  —  á^       ab  ,.      ,  w   ,-    -  ,v    •   ^ 
ydx  =  — l(x  +  ) x^  --a*)  +  C. 

Si  se  hace  principiar  el  área  en  el  vértice,  su  expresión  será 

ab 
nula  para  x  =  a,  y  tendremos  que  C=  -   log<x;  y  el  valor  del 

área  estará  expresando  por 

bxjx^^^'d"  _ab  ,  f  jtíf!  Z  ^' 
2a  2  a  ' 
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xy  üb    X  -\-\  x^  —  a^ 

Siendo  el  primer  término  igual  á        ,  será       /        — —  — 

la  expresión  del  sector  comprendido  entre  el  eje  transverso,  el  arco 
de  hipérbola  y  el  radio  vector  que  pasa  por  el  extremo  de  éste. 

132.     Área  de  un  sector  elíptico.     La  ecuación  de  la  elipse 
referida  al  foco,  tomado  como  polo  y  al  eje  FA  Como  eje  polar,  es 


a  (I  —  é?*j 


(I) 


I  +  e  eos  o> 
Expresando  por  u  el  ángulo  NO  A,  tendremos 
p  =  a  —  ¿vr  =  a  (i  —  e  eos  «), 
c  eos  10  =  a  eos  u  —  ¿K?; 

y  sustituyendo  el  valor  (i)  de  p,  será 

(I  ~  í»*)  eos  (O  eos  u  ^  e 

eos«  —  t' =         ,  ,       eosw= 

I  -f-  e  eos  to  1  —  e  eos  u 


I  -f-  eos  <•>  = 


(i  —  ¿^)  (i  +  c^s  u) 


tg 


-I /i  —  eos  w  __  -til 

~~  f  I  +  eos  w  "^  ]l  i 


ecosu 


/«-:• 


I /i  -\-  e    du 


/i 


o,        I  I  —  ¿         u'      1-4-  eos  O)       r  I     -  £'  I  4-  e( 


cos'- 

2 


^ 

-f  eos  u 


luego 

s^rfc,  =  <x*(I  —  í'COSIí)*  1/  —   -  -----   -  — 

f  I  —  ^  1  +  eos  u         I  —  e  eos  u 
=  ¿X*  |/i  —  ^*  ( I  —  e  eos  «)  ¿/« 

-  /     s*rfto  =  —  I' I  —  e*{u    -  é^sen  «). 
2 jo  '  2  ' 

133.     Área  de  un  sector  parabólico.     Sea^*  =  4a;r  la  ecua- 
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ción  de  la  parábola,  F  el  foco.  Calculemos  el  sector  MFM'.  Tene- 

2  2 

mos  OMP  =  -  xy^  OM'P'  =  -  xy\  luego 

A  =  MFM'  =  ^  x'y  —  -xy--  PMF  —  P'MT'  =  -  {xy—xy) 
y  (a  -~  x)       y  {x'  --a)         i  a(y'  ^y) 

— , ¡ —  =  ¿  ^^y  -  ^y)  +  --2—  • 

Pero        y  =i  2  Íax\    y  ^=  2  }/ax;^  luego      y 

^;^  =  x'W - xix  ^  ia[ix' -fc)  =  {}íx' -Ü)       ^ 

X  (>'  +  -^  +  F'^^'  +  2a). 
Si  representamos  por  ^  la  cuerda  MM',  tendremos: 

p  =  a  -f-  ;r,     p'  =  a  —  ;r,     p  4-  p'  =  2<x  -f-  ;r  -f  ;r'         (2) 

cr*  =  (>.  — /)*  +  r;r  —  xy  =  (p  +  pV  —  4  (a  +  /¿í')*.     (3) 

Haciendo   p -f  p'  +  'J  =  2w,    p  +  p'  — 'y  =  2«,   las  ecuaciones 
(2)  y  (3)  se  reducen  á 

X  -^  x'  =^  m  ^-  n  —  2a,       a  +  }lxx'  =  |/»i«, 

de  las  que  se  deduce 

[ix'  —  ^'xY  =m  ^n  —  2^mñ={fm—  ^h)\ 

luego  ^  =  {i^m-  in)  \{im  —  (/«)'  +  3  fmn] 

Ka 

=  {fm  —  fn){m  +  n  +  fmn)  =  »f»-«  —  ««-^ 

fórmula  que  constituye  el  teorema  de  Lambert. 

134.     FoLiuM  DE  Descartes.     La  ecuación  del  folium  ú  hoja 
de  Descartes  en  coordenadas  polares,  es 

3a  sen  c»  eos  o> 
^       eos'  (O  +  sen'  03 
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y  tenemos  que 


/.  r  sen*  (O  ce 
J  (COS^  O)  -f 


cos*  (O  di 


y  haciendo 


~      ^  2  j  '  6  J   íí*  2e  ^ 


Figura  80  El  bucle  del  folium  se  obtendrá  haciendo  variar  w 

desde  o  hasta  -  y  por  consiguiente  e  desde  i  hasta  oo ,  El  área 

3 
de  este  bucle  será  pues,  —  a*. 

Podemos  considerar  también  la  ecuación  en  coordenadas  carte- 
sianas y  las  coordenadas  en  función  de  un  mismo  parámetro, 

habiendo  hecho  y^=tx\  y  haciendo  variar  á  /  desde  o  hasta  oo,  será 
y  tendremos,  sucesivamente: 

[  f  it*dt  "1     r  2t*dt 

y  debiéndose  tomar  el  signo  — ,  resulta  A  =   -    . 

135.  Cardioide.  Siendo  la  cardioide  la  podar  del  círculo, 
cuando  el  punto  desde  el  que  se  bajan  las  perpendiculares  á  las 
tangentes  está  en  la  circunferencia,  su  ecuación  en  coordenadas 
polares  es  s  =  R  -|-  R  eos  w,  siendo  R  el  radio  del  círculo  y  el  polo 
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el  punto  desde  el  que  se  bajan  las  perpendiculares  á  las  tangentes. 
Y  tendremos 


1  c*^        1  r*^ 

-  /        p«Jco  =  -  /        (R*  +  2R  eos  (O  4-  R«  eos*  (o)  rf<^ 

por  consiguiente,  el  área  buscada  es  la  mitad 
del  área  de  la  cicloide  engendrada  por  un 
punto  del  círculo  que  rueda  sobre  una  de 
sus  tangentes. 

Cicloide.     Se  tiene  que 

u 

ydx  =  ¿x«  (I  —  eos  ti)'^du  =  4/x*  sen*  —  du 


S'^R' 


Figura  81 


A  =  4^*  /      sen^  -  du  =  8<x*  /    sen*  -  du  =^  ^iza-. 
Jo  2  Jo  2 

También  desarrollando  (i  —  eos  «)*  y  sustituyendo  eos*  u  por 

I  4-  eos  2U  ^      .  ' 

— ■ ,  se  tendrá 


=«■/:(!- 


eos  2U  \ 

2  eos  «  + 1  du. 


3                           sen  2u 
La  integral  indefinida  es  -  u  —  2  sen  «  -f-     ;  la  diferencia 

2  4 

de  los  valores  para  «  =  271,  u  =  o  es  37c. 
También,  siendo 


rf^=^^. 


será         /  ydx  =  /  — J'-Z—-. , 
J  J  Uay—y^ 


Í2ay  — j^ 

expresión  que  puede  integrarse  por  arcos  de  círculo;  pero  podemos 
formar  la  diferencial  del  segmento  ACQM  (fig.  82),  cuya  ordenada 
QM  =  AC  — PM=2¿x— ^.  Haciendo  pues^ 
2a — y=^z,  se  tendráV.'ACQM=j8:rf;r  y  será 

,         {2a — y)ydy         ,   .'  ■^- 

zdx  =  "^  -—      —•"--  ^  ^=  dy\2ay  —  f\ 

\2ay  —  y 

luego     ACQM  =  j  dy  ^  2ay  —  J*  +  const. 
Pero  esta  integral  expresa  el  área'de  un  segmento  de  círculo 


Figura  82 
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cuyos  diámetro  y  abscisa  son  2a  é  y\  representa  pues  el  segmento 
hnn  que  se  anula  cuando  ^  =  o,  así  como  el  segmento  ACMQ; 
luego  ACMQ  =  \mn.  En  el  punto  K,  donde  y  =  2a,  el  segmento 
ACK  se  transforma  en  el  semicírculo  IwKI.  Por  último, 
KMQ  =  ACK  —  ACQM  =  Kw«. 

Por  tener  el  rectángulo  AK  la  altura  IK  y  la  base  AI  «=  IwrK, 
será  cuadruplo  del  semicírculo  IwKI.  Restando  de  este  rectángulo 
ACK  =  IwKI,  quedará  AMKI  =  3  veces  IwKI;  luego  AKLM  es 
el  triplo  del  círculo  generador. 

Espiral  logarítmica.     Sea  r  =  ae^^.  Se  tiene 

1   C  a^  í  a^ 

2j  2j  4^  ^ 

El  área  del  sector  está  expresada  por 

También,  si   consideramos  la  espiral 
Figura  83  u  =  at'' ,  en  la  que  /  es  el  arco  ON  (fi- 

gura  83)  de  un  círculo  cuyo  radio  AO  =  i  siendo  u  =  AM.  La 

diferencial  será     -     . 
2 

Sustituyendo  é  integrando,  tendremos         r      -f-  const;  y  si  « 

es  positivo,  se  debe  despreciar  la  constante,  cuando  se  cuentan  las 
áreas  partiendo  de  la  línea  AO,  en  la  que  ^  =  o.  Entonces  el  área 

ACM  =        -,  -  .  Después  de  una  revolución,  se  tendrá 

ACMB=    -—^, 

siendo  '^  la  semicircunferencia  del  círculo  ON. 


En  la  espiral  de  Arquímedes  a  =  --  ,  «  =  i  Figura 84 

2^1 

y  ACM  =  -  -- ,  que  si  hacemos   t  r=  2^,   da  ACMB  =  — ,  es 
24^*  3 
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decir,  la  tercera  parte  del  círculo  ()N,  puesto  que  se  trata  de  uni- 
dades cuadradas,  y  el  área  del  círculo  es  7t(i)*. 

En  la  segunda  revolución,  el  radio  vector  ON  vuelve  á  pasar 
por  el  área  trazada  en  la  primera,  y  así  sucesivamente  en  cada  re- 
volución, de  manera  que  estas  áreas  se  suman  las  unas  á  las  otras, 
y  que  para  obtener  tan  solo  la  que  termina  en  la  w»*»"»  revolución, 

Cu'dt 

la  integral   / debe  tomarse  entre  los  limites  t  =  (m—  D  2w  y 

^  =   »f  .  27C. 

Se  obtiene  así,  para  la  espiral  de  Arquímedes,  i:. 

Si  se  calcula  el  área  terminada  en  la  revolución  siguiente,  es 
decir,  la  (m-\-  i  )**»"«,  y  se  resta  la  precedente,  se  tendrá  para  el 
espacio  comprendido  entre  dos  revoluciones 

{m  4-  i)^  —  2ní^  +  (i«  —  if 

7t  =  2»íir, 


lo  que  se  reduce  á  2t.  cuando  m  =  i\  y  hace  ver  que  el  espacio 
comprendido  entre  las  revoluciones  w***"^  y  (m  -f  i)«**"™"  es  igual 
á  m  veces  el  comprendido  entre  la  primera  y  la  segunda. 
Observación,    En  la  espiral  hiperbólica  se  tiene  n  =  —  i, 

u'dt  a^ 


í- 


^    ,    const. 

2  2/ 


El  área  comprendida  entre  los  dos  radios  vectores  correspon- 

a*  /i       I  \ 
dientes  á  t  =  d,  t  =  c  será  -  [-7  —   1  >   expresión  que  se  hace 

infinita,  cuando  /  =  o. 

Lemniscata.     Sea  la  ecuación  r  =  a}/ eos  2b.  Se  tiene 


ií-'-?/ 


eos  2hfiH  =  —  sen  26  4  C. 
4 

Si  se  quiere  tener  el  área  de  un  bucle,  se  integrará  desde 

-  hasta  -,  y  sera  el  área       20  —  . 
4  4  42 
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CoNCHoiDEs.  Sea  r:=/(fi)  una  cun^a,  r=^a  -\-  f(h)  su  con- 
choide.  Será 

2 A  =f^^  [a^  +  2a/(e)  +/«(0)]  rfo 

2A  =  (e  —  e^)  a«  +  2a  fm  dH  +  //*(o)  ¿6. 

Pero  - ÍP{^)dh  es  el  área  del  sector  de  la  curva,  que  repre- 
sentaremos por  S;  y  tendremos 

2A  —  2E  =  a*(6,  —  h,)  +  2a  I'    /(O)  rfO. 

Para  el  círculo  se  tiene  r  =  2R  eos  0;  luego 

2A  —  22  =  ¿X*  (O  —  6„)  —  4«R  (sen  O  —  sen  e^); 

TU 

Para  6^  =  o  y  6  =  - ,  resulta 

2A  —  2S  =  -  tíí«  —  4tfR. 

2 

Caracol  de  Pascal.     Sea  la  ecuación 

r  =  a  (i  —  eos  6)  =  2a  sen^  -  6, 

que  expresa  un  caso  particular  de  la  conchoide  de  círculo  r  = 
—  a  eos  ^.  Su  área  se  expresa  por 

-  /  r*rfe  =  -  I  (I  —  2  eos  e  4-  eos*  h)  rfO. 
Para  obtener  el  área  total,  integraremos  desde  o  hasta  tu  y  des- 

2 

doblaremos  este  resultado,  obteniendo  -  ica*. 

3 

Teorema  de  Holditch.  Tracemos  en  una  curva  cerrada  C  una 
cuerda  de  longitud  constante  MN  =  ¿:  ^  ¿:;  el  punto  que  divide  á  esta 
cuerda  en  dos  partes  AP  =  c,  PB  =  c'  describe  cierta  curva  C.  El 
área  comprendida  entre  Cy  C  es  igual  á  ti  ce'. 
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Sea  [A]  el  área  de  la  curva  dada,  [P]  y  [QJ  las  engendradas 
por  los  puntos  P  y  Q,  AP  =  r,  BP  =  ¿r  -|-  ¿r'  —  r.  Tendremos 

[A]-[P]  =  iJ^    r»d^.[A\-\P]=-J^ic  +  c~rrd^,    (i) 
expresando  d^i  el  ángulo  de  dos  cuerdas  próximas;  y  resulta  que 

luego  (  ^  rrfO  =  TT  (í  -|-  c).  (2) 

Jo 

Pero  [Q]-[P]=^J^    (^-r)*rfí^: 

luego     [A]  —  [Q]  ==  -  /      {2cr—c')dH  =  c         drH  —  tt^*; 

y  en  virtud  de  (2), 

[AJ  —  IQ]  =  tüí:  (¿r  +  ¿:')  —  ttí^  =  t:cc\ 


§  2.**     Rectificaciones 

136.     Rectificación  de  la  parábola,     i.**     Sea  la  parábola 
^  ss  2px\  tendremos  que 

s^-^j   dyíy+py 

Integrando  por  partes,  resulta 
pero  se  tiene  que 


2Ó4  LIHRO    2.^-   -CAPÍTULO    1 

luego,  sustituyendo  y  transponiendo,  será: 


>  I  dy  Sf  +y  =  y  íf  + /*  +P'  1^4 


+P* 


y  por  ser        /  ,-:^.-^-  =  log  (y  +  Sy'  +  /')  +  C . 

será     ^^jdy  F?  +/*  =  "^  ''•^^+^^''  +  f  ^  (j»'  +  V/ +7')  +  C 
Debiendo  anularse  la  integral  para  y  =  o,  tendremos  que 

o  =  |log/  +  C,       C=   -  I  log  A 

dy       .  ¡~p 
2."     Podemos  obtener  -j-  =1/  —  ;  y  sera 
dx       V  2^ 


Hagamos      1/ i  +  ^   =  /    de  donde     ;ir  =  -■—. ,; 


y  tendremos 

\dx  \jx   +    t=fdx.t^  Xt  -fxdt:^  Xt  -  ly  7i^ 


xt—-l  >,— ■  +  C  —  jr  \/  I  +  -^      -  --  /  -'y -r^~--      - 


.  =  i^2/.T-4.*+i,iog-+Í|^  +  ^^ 
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dy  p 

3.°     También  podemos  partir  de  la  ecuación  ^  =  tg  a  =  -  , 

p 

de  la  que  resulta  y  =  p  cot  a,         ,r  =  —  cot*  a, 

Diferenciando  — ■—  ,  se  obtiene 
sen'»  a 

2  cosaca  I 

sen^  a     ~~      '  sen*  a  ' 

y  multiplicando  los  dos  miembros  por  eos  a, 

2  2  eos  a  1 

rfa  -j cUf.z=  d ;— —  d  eos  (X 


sen^  a  sen  a  sen*  a        sen*  a 

^     ^                        2       ,  ,  cosa  ¿a 

En  fin, -r-  da.  =  d- 


é  integrando,  se  obtiene  el  arco  de  parábola 


.  =  ^te-logtg-]. 
2  Lsen*  Qf  2  J 

Elipse.  Consideremos  el  arco  de  elipse  contado  á  partir  del 
vértice  dei  eje  menor,  que  se  halla  en  el  primer  cuadrante.  Ten- 
dremos que 

ds  =^  dx  \i  l  -\ T-^  =  dx  1/  I  -f-     -     vv^         »¿-í 

f      a*  {ar  —  jr') 


Hagamos  1/a*  —  S*  =  íu,  siendo  e  la  excentricidad,  y  resultará: 

.r»    ' 
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y  puesto  que  x  varía  entre  o  y  ¿x,  si  hacemos  .r=¿xsen  5,  variando 
T(  desde  o  hasta  - ,  resultará  que 


ds  =  ad9  eos  ^  1/       -  -^ •■  =  arfa  |/i  —  ér*  sen*  9 

y  s  =^  a  I    d^)/i  —  e^  sen*  ». 

Jo 

La  última  integral  es  una  función  transcendente,  cuyo  valor 
solo  puede  obtenerse  por  un  desarrollo  en  serie;  y  puesto  que 

1                I                       II 
(i  —  e*  sen*  &)•  =  i e*  sen*  * e*  sen*  ? 

2  '24 

^•^•3    o       6  I  -1.3.5    ,  8  , 

^®  sen*  ? ^— ^  éT»  sen  íp*  + 


2.4.6  ^       2.4.6.8 

1  ,  ,  11,^ 

sera         j  =  ¿x  (cp  —  —  e*j  a^  sen*  9 e*  f  dfu  sen*  * 

2  '     •  '        24^^ 

^  e^  ]  d^  sen*  9  — ) 

2.4.6'^         ^  ^ 

Las  integrales  del  segundo  miembro  se  obtienen  sustituyendo  ? 
i  X  en  las  fórmulas  de  la  pág.  95  (t.  IV). 

Para  la  cuarta  parte  de  la  elipse  será  ^  =  -,  y  tendremos 


Tí 

r 

J  o 


»        „      .         1.3.5 {m  —  3){m—i)7: 

sen'^©aí'= — 

o  •  2.4.6 m 


«   /  ,        .      ,  7:         I         I  ir         II        I  .  3    « 

VI  —  e^  serv^d^  = e*  — e^ 

o  2       2       22       242.42 

I . 1.3    ,  1.3.5  ^ 


2.4.6      2.4.62 
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V  la  expresión  del  cuadrante  será  (flg.  78): 

■  ABM=^[.-(i.y_i(^:.)-i(it^^y 

,1/1.3.5.7  Y_ ] 

7V2.4.6.8V     j 

sene  tanto  más  convergente,  cuanto  más  pequeña  sea  t,  ó  cuanto 
a  diñera  menos  de  b. 

137.     Hipérbola      Se  tiene  que 

ds  =  dx  \    -     -i -.-í- »T-   '     ds  —  dx\/  — -, , 

m 

habiendo  hecho  (^¿x*  4- ¿*=  ¿k?;  y  puesto  que  x  varía  desde  a 

a  •  Tc 

hasta  00,  hagamos  Ar= ,   variando  ^  desde  o  hasta  -,  y 

^  cosíp  2    ^ 


tendremos: 


íx  sen  ^ 

dx  = 1 —  a^, 

eos'  ^ 


ds  =  — r-"M^  —  ^  eos*?  =  — í  -  V/  I j 

eos*  íp  ^       eos'  3p  V  ^ 

í^         d^     .  /         eos*  ^ 

^  ~Jo   ^  eos'  í?  V  ^  ^* 

Para  obtener  esta  integral,  se  desarrollará  el  radical  por  la  fór- 
mula del  binomio,  y  será 

r^    rf?     r  I  eos*  «p        I  i  eos*  ¿ 

,/„  eos'?  L         2     ^'  2  4     é?* 

I  .  I  .3 (2«  —  3)  COS*»:p 


2.4.6 2n 


] 


1  ¿X  ¿X  p/i  1  eos*?        1. 1.3  eos* cp  \, 

y  basta  ahora  integrar  expresiones  de  la  forma  eos"*  ^^x,  siendo 
m  par. 
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138.  KspiRAL  LOGARfTMicA.     Sea   :  =  út^'"'" .    Tencmos  que 

139.  Cardioide.  Prolonguemos  cada  radio  vector  OP  del 
círculo  en  una  longitud  constante  igual  al  diámetro  PM=¿x  (ñg.  8i). 

Tomando  el  diámetro  OA  como  eje  polar,  la  ecuación  de  la 

curva  es  r=a(i-\-  eos  b)  y  será 

.   -     .  .         -  H 

ds=^a}/sen*fi  +  (i  -f-cos^)Víi  =  ay2(i  +  cosíi¿^  =  2acos-(iH. 

O 
El  arco  AM=j,  que  se  anula  eos  ^  es  por  tanto  s=4a  sen  -. 

La  longitud  del  arco  AMO,  correspondiente  á  O  =  t:  será 
are  AMO  =  4a, 

140.  EvoLUTA  DE  LA  ELIPSE.     Se  tiene  que 

Ka)    +U)    ='•        '^•=     T-'         *•  =  -*- 
_  >  («,*  sen*  (u  +  ¿,*  eos*  <«)■'  —  A,' 

y  el  perímetro  de  la  evoluta  será 

—  "^  tf,*  _  ¿/ — ^  ""¿r~  • 

141.  Cicloide.     Tenemos  que 

ds^  =  dx^  f-  dy^  =  2¿x*  (I  —  eos  u)  du^  =  4a*  sen*  -  «¿«*; 

luego  s  =  —  4/í  eos     «  4-  C. 

Si  se  hace  principiar  el  arco  s  en  el  vértice  donde  «  = ::, 
cuando  u  aumenta  desde  o  hasta  t:,  la  diferencial  ds  es  negativa. 
Es  preciso  por  tanto,  cambiar  el  signo  del  resultado;  y  como  en 


APLICACIONES  DE  LAS  INTEGRALES   DEFINIDAS  SIMPLES  209 

este  caso  la  constante  C  es  nula,  será 

u 
j  ==  4^  eos  —  . 

2 

142.     Epicicloide.     Siendo  a  el  radio  de  la  circunferencia  que 
rueda  sobre  otra  de  radio  r  y  *  el  ángulo  que  ha  girado,  suponiendo 

d 
«  =  -  ,  la  ecuación  de  la  cicloide  es 
r 

X       «  +  I 

eos  «?  —  eos («4-  i)  ^, 


a  n 

y        «4-1 


a  n 

y  resulta  que: 


sen  «3p  —  sen(«  +  ijy, 


—  ds'^=z{n  +  i)«  (I  —  eos  cp)  =  4  («  +  1)*  sen*  -  , 

(t  2 

-  ¿í  =  2  («  4-  i)sen  -,     -  =  C  —  4(«  +  i)  eos- . 

Si  se  cuentan  los  arcos  á  partir  de  un  punto  de  retroceso, 
(íp  =  o),  se  obtiene 


^  =  4(«  +  l)(l--cos|) 


Para  la  hipoeieloide  se  cambiará  a  en  —  a. 
143.     Catenaria.     Sea  la  catenaria 

y  =  a—^ . 

Haciendo  x^  =  o,  es  decir,  contando  el  arco  desde  el  punto 
más  bajo,  será 

«  « 

f^  ¿a  ^  0     a  a  i   /  í  ^  -~—  \ 

j=/ dx  =  ay  =  -y(e^  +  e    «  +  2  j  —  4 

Se  tiene       a/  =  f  \/(^«  +  T  «)  —  4  =  fy'—~a*. 


14 
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144.     Logarítmica.     Sea  y  =  a\og x.  Se  tiene  que 


a  a 

y  =  -,      ;r  =  -7  =  ¿X  COt  O),      dx  = 

X  y 


sen^u) 


J  U) 


cot  w  sen*  ü> 


Pero 


eos*  03  + sen*  w       cosi 


cotü)  sen*to 


+ 


eos  ü)  sen*  w        sen*  w       eos  w 


r-  = +  C,     / =  /tg(-+-)  +  C 

sen*  w  sen  w  j  eos  to  "  \  4       2  /  ' 

LVsenoj       sencüo/  ^\4       2/  ^\4        2  / J 

145.     Curva  de  las  tangentes  iguales.     Siendo  constante  ia 
longitud  CP  de  la  tangente,  tendremos 

Elevando  al  cuadrado  y  sustituyendo,  será 
y  {dx*  -f  dy)  =  a^df    y    dx  =  —  yja^—f^ 

y 

y  x-x,=yj^{a^~^y\  (I) 

Para  integrar,  hagamos 

y  z=^  a  sen  o,     i  a?  —  y*  =^  a  eos  w,     dy  ^=^  a  eos  wrfw. 
Sustituyendo  en  (i),  será 


Figura  85 


eos' O)    , 

dx  =  a da 

sen  co 

La  integración  da 


dx  zz:  a  ( —  sen  ü>  i  ¿w. 

\sen  (O  / 


X  —  Xf^=  a  (log  tg h  eos  ü>). 


Las  coordenadas  de  un  punto  de  la  curva  están  expresadas  por 

dy 
el  parámetro  co;  y  tendremos  -^  =  tg  w. 

dx 
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Construyamos  la  curva  correspondiente  á  XQ  =  Oy 
X  =  a  (log  tg  -  -f-  eos  tü),      y  =^  a  sen  w. 

2 
(t) 

Para  que   tg  -  sea  positiva,  es  necesario  que  w  vane  desde  o 

hasta  7c.  Dos  valores  suplementarios  de  ü>  dan  dos  puntos  de  la 
curva  simétricos  respecto  á  Oy.  En  efecto,  sean  a:,,  y^  los  valores 
de  las  coordenadas  correspondientes  á  Wj  =  «  —  o).  Se  tiene 

^1  =  «    log  tg  í  ^  —  ^)    +  eos  (^  —  ü)),    y,=a  sen  (i:  —  a>). 

Pero  tg(^---j  =  cot-=i:tg-, 

eos  {r.  —  ctí)  =  —  eos  ü),        sen  (t:  —  ctí)  =  sen  w. 
Luego  ;rj  =  — ;r,        yx=y. 

Hagamos  variar  w  desde  o  hasta  - .   Para  (d  =  o,  ;r  =  —  oo  , 

2 

j/  =  O.  La  curva  es  asíntota  de  Ox.  Cuando  o)  aumenta,  x  ^  y 

dx      dy  ...         T^  ^  . 

aumentan,  porque  -f  Y  -3-  son  positivas.  Para  d)  =  -   se  tiene 

;r  =  o  é  j'  =  ¿X.  En  el  punto  B  así  obtenido,  la  tangente  se  con- 
funde con  el  eje  las  y.  La  curva  es  simétrica  respecto  á  Oy, 
Para  obtener  el  arco  j,  tenemos 

ds  =  frf^«  Trf?. 

Sustituyendo  é  integrando,  resulta  sucesivamente 

eos  (O 

ds  =  a tfw,        j  =  ¿x  log  sen  w, 

senw  . 

sin  añadir  constante,  porque,  al  contarse  s  desde  el  punto  B,  debe 

anularse  para  w  =  - ,   lo  que  se  verifica,  puesto  que   log  1  =  0. 

146.     Lemniscata.     Sea  p*  =  2a*cos2w.  (i)  Tenemos 

rfw*  ,—  C     diú 

ds*  =  do*  +  p*¿tü*  =  2a*  ^^^  ^    ;     luego    j  =  a  y  2  /  - 


eos  2tó  J  r  <^S  2ü) 
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y  haciendo  2(.)  =  3», 

2   A  t^cos^         4p  /_i\         4     V^     '  ^  ^ 

La  rectificación  de  la  lemniscata  depende  de  las  funciones  elípti- 
cas, pero  su  longitud  total  depende  como  hemos  visto,  de  las 
funciones  eulerianas. 

Observaremos  además  que,  siendo  la  lemniscata  el  lugar  de  los 
puntos  M  tales,  que  se  tenga  MF  .  MF'  =  OF*  =  o,  su  ecuación 
en  coordenadas  polares  se  expresará  bajo  la  forma  (i). 

La  longitud  del  arco  AMO,  cuarta  parte  de  la  longitud  total, 
quedará  expresada,  como  se  ha  visto,  por 

Hagamos  p  =  2w.  La  integral  se  reducirá  al  primer  miembro  de  (2) 
que  es  la  integral  euleriana  de  primera  especie  BÍ-,  —  j  dividida 
por  2.  Así  la  longitud  total  será 

/I      I\  \2/       \4/ 

\4/ 

sen  ~ 

■■•(i) 

Luego  s  -=  a . 

147.  Cardioide.  La  ecuación  de  la  curva  es  r=¿x(i  +cos  6), 
y  tenemos  que 


ds  =»  a) sen^  ^  +  (i  +  eos  6)« dH  =  2a  eos  -  dh. 
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El  arco  AM  =  s  (fig.  8i)  se  anula  con  0;  luego 


j  =  4¿x  sen  —  . 

2 

La  longitud  del  arco  correspondiente  á  6  =  tc  será  igual  á  4a. 


§  3.**     Problema  inverso 

148.  Hemos  visto  que  cuando  se  da  una  curva  por  su  ecua- 
ción, se  puede  obtener  en  términos  finitos,  ó  por  medio  de  un  des- 
arrollo en  serie,  la  relación  que  existe  entre  un  arco  de  la  curva  y 
las  coordenadas  de  su  extremidad,  lo  que  permite  calcular  exacta- 
mente ó  con  tanta  aproximación  como  se  quiera,  la  longitud  del 
arco  comprendido  entre  dos  puntos  dados. 

Ahora  podemos  proponernos  el  problema  inverso,  á  saber: 
Dada  la  relación  que  existe  entre  un  arco  de  una  curva  y  una  de  las 
coordenadas  de  su  extremidad^  hallar  la  ecuación  de  la  curva  (*). 

Sea  s  =  ^  {x)\  tendremos  que 

dy  =  dx  vTf  {x)\  ~"í,      y=^¡dx  ^^ ["^'"(¿■)7 -1  +  c. 

7: 
En  muchos  casos  puede  sustituirse  á  x  el  ángulo  6  = t 

que  la  tangente  á  la  curva  forma  con  el  eje  de  las  y^  obteniéndose 
sucesivamente  las  relaciones: 

rf|/  =  tg  T  rfjr  =  cot  hdx^     dx  =  ds  sen  O,     dy  =^  ds  eos  0. 

ds  ,  I 

Y  siendo       dx  =  -77-7»     ?  (^)  = Z"  =  cosec  O, 

^  {xy     ^  ^  sen  6 

eos  o    , 
resulta      x  =  'I  (cosec  0),     dx  =  —  «f  (cosec  b)  — r-r  rfO, 

eos*  o 
y  =  —  í  Y  (cosec  0)  — =-r  db  +  C. 
-^  '  ^  ^  '  sen"^  6 


(*)    Abbé  Moigno.  ¿e^oM  dt  ea¡eu!  difftrtid  tt  inUpraf,  t.  II,  p.  115 
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Eliminando  h  entre  esta  ecuación  y  la  que  da  el  valor  de  x,  se 
llegará  á  la  ecuación  buscada  F  (.r,  ji)  =  o. 

El  arco  s  de  la  curva  y  su  radio  de  curvatura  se  obtienen  por 
las  ecuaciones 

^  =  jp  (;r)  =  ^  [íf>  (cosec  e)]  =  /(cosec  0) 

ds _  ds cosec*  6  ^cosec*  b  —  i 

^""-íí"""^rf6~-  í~(cosec"6)  * 


dxd*jy  ^  (x)    'L»  V  /j 

Ejemplo  //     Sea  el  arco  dado  por  la  ecuación 

s^  =  pxy      s  =  ^  Px. 
Se  tendrá 

dx  2fpx  /sen*  O       ^         /senOcosOrfO 

-—  =  sen  O  =  -~—  ,      X  = ,      dx  =  ;; , 

as  p  4  2 

P  P  P  f 

j  =  -  sen  O,     dy  =  -  cos«  Orfe,    y  =  -  \  eos*  0¿e  +  C. 

Integrando  desde  e  =  o,  j/  =  o;  y  haciendo  /  =  8R,  26  =  w, 
se  obtiene 

^  =  R  (u,  +  sen  O)),    AT  =  R  (i  —  eos  w), 

ecuaciones  de  una  cicloide,  cuyo  radio  generador  es  R. 

2,"     Sea  la  ecuación  que  liga  el  arco  á  la  abscisa  de  una  pará- 
bola de  orden  i«  +  «, 

Se  tendrá     {m  +  n)  s^-^^-^ds  =  mp^x'^-^dx, 

n 

dx  (w  +  «) -í"*"*"**"*       (w  +  «);r       m  +  n/xV^'^^ 

sen  O  = 


¿J  mp^x^-^  ms  m     \p 

2n        1 


(7)" 


eos 


•=[-(^)'(r"]' 
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y  haciendo 

tnq        ~ 
será  dx  =  —  sen"  e  eos  6rfo, 

n 

fnq       ^-1  ^ 

dy  =^  —  sen*»      0cos*0rf6  =y  eos  Orfsen'^íi. 

Se  obtendrá  además  para  el  valor  del  radio  vector,  la  expresión 

mq 


=  -\ sen   »    6  eos  6 . 

~"    n 


Consideremos  el  caso  particular  en  que,  «  =  i,  siendo  la  pa- 
rábola de  orden  w  -f-  i  y  su  ecuación  j»»+i  :=px^\  q  es  entonces 
(nt     \^ 
^qr7 )  '  y  ^^  ^^®"® 

s  =  q  sen"*6,     ds  =  mq  sen**"~^  O  eos  6rf6, 

m 

X  = ¡-^-  q  sen*»"+"^  O,       dx  =  mq  sen"*  6  eos  6a6, 

m  +  I 


1 


w+i  /í\'-'"  r     /m  +  iV  /s\^'''^y 


2  1 


¿V  == -[ =  9  eos  6rf .  sen**  6 


i;/  -4-   T    /«•\"»  +  * 


^(i)" 


=  mq  sen**"^  6  eos*  0¿6,         p  =  ±  ;«^  sen"»~^  6  eos  0. 

Integrando  por  partes,  resulta 

y  =q  (sen"»  6  eos  6  +  / sen«+*  ^dh)  +  C. 

Haciendo  w  +  i  =  H^»  según  que  i*  sea  par  ó  impar,  se  aplica- 
rán las  fórmulas  de  la  pág.  95  (t.  lY),  y  se  obtendrán  inmediata- 
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mente  las  relaciones  que  ligan  Xy  y  con  el  ángulo  6,  y  por  consi- 
guiente la  ecuación  F  (;r,  ^)  =  o  de  la  curva  que  se  busca. 

Ejemplo.     Sea  w  =  2.  La  parábola  es  de  tercer  orden  y  está 
dada  por  la  ecuación  x*  =px^.  Tendremos  en  este  caso 

4  2y 

q  =  -  p       X  r=  —  sen"*  6,      s  ^=  q  sen*  e. 

2q 
dy=2q  sen  O  cos*0¿e,       y  = cos^O  +  C; 

pero  cuando  6  =  o,  ^  es  también  nula;  luego 

2q  2 

C  =  y,      y  =  -q{l  —eos*  a). 

Se  tendrá  en  este  caso  todavía  p  =  2q  sen  O  eos  e  =  y  sen  26. 
Para  obtener  la  ecuación  de  la  curva  en  coordenadas  cartesia- 
nas, hagamos 


-q-y=yi>    ^ 


y  obtendremos  así; 
\  =  A  sen^  6,     Tj  =  A  eos'  6,     í — J    =  sen  6,     í -^|    =  eos  6, 


1 


ecuación  de  la  curva  cuyos  arcos  son  iguales  á  las  ordenadas  de 
una  parábola  cúbica. 

Análogamente,  la  ecuación  de  la  curva  cuyos  arcos  se  hallan 
representados  por  la  parábola  de  quinto  grado  s^  =px*,  es 

2  « 


a)'-(i)*=- 
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CAPÍTULO  II 
Aplicaciorte8  de  las  integrales  definidas  múltiples 


§    I.**       CUBATURAS    DE    LOS    SÓLIDOS    Y    ÁREAS 

149.  Definiciones.  Seaf(x,  y)  una  función  de  dos  variables 
independientes  x,  y,  que  suponemos  conserva  valores  finitos  entre 
los  límites  x^,  x^  é  y^,  y^.  Podremos  efectuar  en  cualquier  orden 
las  dos  integrales,  y  tendremos,  por  ejemplo, 


/7" 


f{x,y)dydx, 

que  expresa  la  suma  de  todos  los  valores  infinitamente  pequeños 
de  segundo  orden  que  adquiere  la  función  f{x,y)dxdy,  cuando  x 
é  y  varían  por  intervalos  infinitamente  pequeños  dx  y  dy. 

Es  decir,  que,  si  se  divide  el  intervalo  x^  —  x^  qx\  m  partes 
iguales  A;r  y  el  intervalo  y^  — yoOnn  partes  iguales  Aj,  y  se  toma 
la  suma  de  todos  los  valores  de  la  función  f{x,y)lx^y,  combi- 
nando todos  los  valores  de  x  con  todos  los  valores  de  y  compren- 
didos respectivamente  en  las  dos  series 

Xo,     Xo  +  A4r,     x^  +  2^x,     ,     .1^0  +  (w  —   1)  Aat; 

y,,    yo-^^y.    J^o+2^y,     ,    yo+{n—i)^y, 

la  suma  convergerá  hacia  un  límite,  á  medida  que  se  tomen,  para 
^x  y  A^',  fracciones  más  pequeñas  de  los  intervalos  primitivos. 

Si  ahora  construímos  la  superficie  cuyas  coordenadas  rectan- 
gulares son  Xy  y  y  e  =f{x,y),  la  función  /{x^y)  ix^y  medirá  el 
volumen  de  un  paralelepípedo  cuya  base  es  Hx^y  y  cuya  altura 
es  z.  Las  intersecciones  de  los  planos  laterales  de  este  paralelepí- 
pedo con  la  superficie,  circunscriben  un  cuadrilátero  curvilíneo 
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cuya  proyección  sobre  el  plano  xy  es  el  rectángulo  A^  Ay.  El  volu- 
men comprendido  entre  estos  planos  laterales,  la  base  del  paralele- 
pípedo f[x,y)  A^rAj  y  la  superficie  z  =^f(x,y)  no  difiere  de  este 
paralelepípedo  más  que  en  cierto  volumen  menor  que  t^x^y^z, 
siendo  ^z  la  diferencia  de  los  valores  extremos  que  adquiere  z  para 
todos  los  puntos  que  se  proyectan  sobre  el  plano  xy,  en  el  interior 
del  rectángulo  AjtA/.  Así  pues,  la  integral  considerada  es  el  límite 
hacia  el  que  tiende  la  suma  de  los  paralelepípedos  elementales, 
cuando  ^x  y  Aj/  decrecen  indefinidamente.  El  cociente 

\l'¡l'f(x,y)dxdy 

(indicando  ;  y  y,  valores  comprendidos  respectivamente  entre  x^^, 
^\  ¿  7üi  J'i)»  expresa  la  media  entre  todos  los  valores,  en  número 
infinito,  que  adquiere  la  altura  z  en  el  intei-valo  considerado. 

Y  por  ser  ia  integral  doble  una  función  continua  de  x  é  y^  la 
podremos  expresar  por  F{x,y)]  y  tendremos: 


=  ¡' n^.y)dy.     ^^^=r  f{x,y)dx, 


=  f{x,y).  (O) 


T^x 


^xly  ^y^x 

Toda  función  de  la  forma 

^\x,y)^^.{x)  +  ^[y\  {b) 

en  la  que  ^  y  '^  expresan  funciones  absolutamente  arbitrarias,  sa- 
tisface á  la  ecuación  {a),  pues,  cuando  se  toma  la  derivada  parcial 
de  la  función  {b)  con  relación  á  x,  desaparece  •!/  {y)\  y  enseguida 

Mx)  ^    lF{x,y)    .    l^{x)     ,   ,    .     '  ,     •'     ' 

desaparece  -- -  -  de  - — r — - — f-    !.-  -,  al  derivar  con  relación  a  j. 

oX  oX  ÓX 

En  vez  de  tomar  la  integral  ff{x^y)dy  entre  límites  jo  ^  yi  q^e 
no  varían  con  x,  se  la  podrá  tomar  entre  límites  variables  ^o  (x), 

j{Xy  y)  dy    será   una 

Ou¡r 
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función  de  la  sola  variable  x,  É  integrando  otra  vez  entre  los  lími- 
tes Xo  y  4r, ,  se  obtendrá  la  integral  definida  doble 


Para  formarnos  idea  clara  de  este  resultado,  imaginemos  que 
los  valores  extremos  x^^  y  x^  están  representados  por  las  abscisas 
O/o  y  O/i»  las  funciones  ^o{x)y  ^^{x)  por  las  ordenadas  de  las 
lineas  m^n^m^  y  m^ti^m^  {m^  y  w, ,  «y  y  n^  son  puntos  de  las  orde- 
nadas y  de  las  abscisas  extremas,  respectivamente)  y  \dif{x,y)=s 
por  la  ordenada  de  la  superficie,  levantada  perpendicularmente  al 
plano  de  las  xy.  En  virtud  de  estas  hipótesis,  la  integral  V  mide 
el  volumen  limitado  por  el  plano  xy,  por  la  superficie  curva,  cuya 
ordenada  es  jgr  y  por  la  superficie  cilindrica,  cuya  sección  recta  es 
el  perímetro  ntQUjn^n^, 

Tracemos  paralelamente  al  eje  de  las  ,r,  las  rectas  «y^o  y  «,^i, 
y  representemos  ^ov y^^.y^  las  ordenadas  O^o»  O^i  y  por  ^^i^y,  '^^y  á 
los  valores  de  la  abscisa  x  en  función  de  y,  para  las  porciones  de 
línea  njnji^  y  njn^n^^  tendremos 

P'  \'^''f{x,y)dxdy  =  (''  ¡^'''f{x.y)dydx  =  V. 

Podemos  razonar  también  considerando 
las  superficies  curvas  en  general,  refirién- 
dolas á  los  tres  planos  perpendiculares,  por 
medio  de  las  coordenadas  AP=Ar,  PM'=j/, 
M'M  =  z  (fig.  86). 

El  segmento  APGMM'QHD  que  tiene  su 
base  APM'Q  en  el  plano  de  las  xy,  hallán- 
dose terminado  por  los  dos  planos  PM'MG 
y  QM'MH,  respectivamente  paralelos  á  los 
de  las  j-sr  y  xZy  y  por  la  superficie  propuesta, 
es  una  función  de  las  dos  variables  x  q  y\y  puede  extenderse  su- 
cesivamente en  el  sentido  de  cada  una  ó  variar  con  relación  á  las 
dos  simultáneamente. 

En  efecto,  si  se  supone  que,  permaneciendo  y  constante,  x 


Figura  86 
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se  cambie  en  AP-f-PA  este  segmento  aumentará  en  la  zona 
Y^GWSMm'mgp  y  en  la  zona  QHMM'«'«A^,  si  se  hace  variar  tan 
solo  á  j/  en  Qy.  Por  último  si  ;r  é  j/  se  cambian  en  AP  +  P/, 
AQ  +  Q^,  el  mismo  segmento  limitado  ahora  por  los  planos /N'N^, 
^N'NA,  diferirá  de  su  estado  primitivo  por  las  dos  zonas  ya  indi- 
cadas y  por  la  especie  de  prima  truncado  M'w'N'«'«MwN,  que  es 
el  incremento  de  la  primera  zona,  cuando  se  hace  variar  solamente 
á  j/,  ó  el  de  la  segunda,  si  en  ésta  se  hace  variar  solo  á  x. 

Si  se  representa  por  «  á  la  función  de  ;r  é  j',  que  expresa  el  va- 
lumen  del  segmento  APGMM'QHD,  es  evidente  que  en  la  expre- 
sión del  cambio  total  de  esta  función,  los  términos  en  que  varía  ,v 
solamente,  darán  la  expresión  de  la  primera  zona,  aquéllos  en  los 
que  ha  variado  solo  j/,  la  de  la  segunda  y  los  demás  pertenecerán 
al  prisma  truncado  M'N.  Se  tendrá  pues 

^'íí  I      "b^U  I      "b^U 

M  'N  =  -f  A>&  +  -  -^  A'k  +  --—,hk'  + ; 

Ixby        ^    2lx^by  2  bxby^ 

dividiendo  los  dos  miembros  de  esta  ecuación  por  kk,  y  pasando  á 
los  límites  relativos  á  la  anulación  de  //  y  k,  el  del  segundo  miem- 

bro  será  — -^   .  Pero  el  prisma  truncado  M  N  tiende  incesantemente 
bxby 

hacia  el  paralelepípedo  formado  sobre  la  base  M'w'N'u'  y  con  la 
ordenada  M'M,  pudiéndosele  aproximar  cuanto  se  quiera;  y  si  to- 
mándolo por  éste,  puesto  que  se  trata  de  los  límites,  se  sustituye 
MW.M'«'.M'M  al  prisma  M'N,  y  se  hace  M'nt   ó  P/=A,  M'«'  ó 

M'N 
Qqz=zk,  la  relación  --,-y-  se  reduce  á  M'M=xr.  Resulta  pues,  que 

=  z;  y  para  obtener  el  segmento  APGMMQHD,   es  nece- 
sario pasar  de       -  á  la  función  u. 

Puesto  que  es  indiferente  el  orden  de  las  integraciones,  tendre- 
mos desde  luego 

bu 

—  =  /  sdx,     u  =  J  dy  f  zdx     ó     u  =  ff  zdxdy. 
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Eimiplo.     Sea  z=^—l r.  Tendremos 

j     ¡^  x^  +  f 


"=jjJT?=^''^j^  =  f'^j: 


dx 


La  primera  integral  dará 

expresando  X'  una  función  arbitraria  de  x.  Integrando  de  nuevo 
con  relación  á  ;r,  y  haciendo  /  X'dx  =  X,  será 

Para  integrar  /  —  í arctg  =  - j,  escribamos  el  desarrollo 
X       3^        5^        ' 


Y  puesto  que  se  debe  agregar,  después  de  haber  integrado,  una 
función  arbitraria.  Y,  de^,  será 


¡\ 


^^^y      V  .  V    y  ,  f     _y    ,    y' 


x*+y  X    '    gx^         25;r*         49-^' 

Operando  en  un  orden  inverso,  según  la  última  integral,  se  obtendrá 

/*/?f7=/*B-('8-^)+v'] 

=/f„.(,=-;)-.v. 

Observación.     Se  ha  visto  que  se  llega  á  la  expresión  general 
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de  la  diferencial  del  área  de  una  superficie  curva,  considerándola 
dividida  en  zonas  (fig.  85)  tales  como  EG^*.',  por  planos  paralelos  á 
uno  de  los  planos  coordenados  y  concibiendo  que  cada  una  de 
estas  zonas  se  divida  en  porciones  cuadrangulares  M/«N«  por  pla- 
nos paralelos  á  otro  plano  coordenado. 

Por  la  figura  se  ve  que  el  área  DGMH,  que  podemos  repre- 
sentar por  j,  aumenta  en  el  cuadrilátero  curvilíneo  GM.mg,  cuando 
X  aumenta  en  P/,  y  que  este  cuadrilátero  aumenta  en  M;«N« 
cuando  y  aumenta  enseguida  en  Qq.  Un  razonamiento  análogo  al 

ya  hecho  manifiesta  que  el  límite  de  la  relación  ~   u.-   es  igual  á 

la  derivada    -  -  - .  Para  llegar  á  este  límite,  se  observa  que  los  cuatro 
'bxoy 

planos  m'lA  y  N'«,  «'M  y  N'/«  paralelos,  dos  á  dos,  á  los  planos  xz 
é  y^y  y  que  determinan  el  cuadrilátero  curvo  M;//N«,  determinan 
también,  en  el  plano  tangente  en  M,  un  paralelógramo  MXZY  (fi- 
gura 87)  en  el  cual,  todas  las  líneas  trazadas  por  M  serían  las  tan- 
gentes á  las  diversas  secciones  que  determinarían  en  el  cuadrilá- 
tero curvo,  planos  trazados  por  la  ordenada  M'M,  y  que  tendrían 
con  los  arcos  de  estas  secciones  una  relación  cuyo  límite  es  la 
unidad.  Se  puede  pues,  sustituir  en  el  límite,  al  cuadrilátero  curvo 
M;«N«,  el  paralelógramo  MXZY  cuya  área  se  halla  con  la  de  su 
proyección  en  la  razón  del  radio  al  coseno  del  án- 
gulo comprendido  entre  el  plano  tangente  y  el  de 
las  xy.  Pero,  por  ser  la  normal  MG  y  la  ordenada 
MM'  perpendiculares  á  cada  uno  de  estos  planos,  el 
ángulo  que  forman  es  igual  al  GMM';  luego  se  ten- 
drá para  el  coseno,  la  expresión 

M'M  _  I 

MG 


Figura  87 


lo  que  da     MXZY  =  M';«'N'«' 


M'M 


=  dxdy\'i+p*  +  g*; 


luego  s  =  fí  dxdy  j'  I  +  /**  +  ?*. 

expresando        dy\  dy^x -\-  p*  -y  q^        el  área  de  la  zona  FHA/. 
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150.  Coordenadas  polares.  Supongamos  que  la  superficie 
del  sólido  se  halle  referida  á  coordenadas  polares.  Un  punto  m  es- 
tará determinado:  i.*^  por  la  longitud  r  del  radio  vector  Ow.  2.*^  por 
el  ángulo  :p  de  la  proyección  Om'  de  este  radio  vector  sobre  el 
plano  de  las  xy  con  el  eje  O.1-.  3.*^  por  el  ángulo  •}  que  dicho  radio 
vector  forma  con  su  proyección. 

Supongamos  que  la  superficie  esté  dada  por 
la  ecuación 

Para  obtener  el  volumen  del  sólido  que  se 
considera,  determinaremos  el  volumen  de  un 
cono  cuyo  vértice  es  el  origen  y  cuya  base 
sea  una  parte  cualquiera  de  la  superficie  del 

^  ^  ^  Flgurn  88 

solido,  para  lo  que  se  debe  determinar  el  con- 
torno de  esta  base,  lo  que  se  conseguirá  observando  que  á  un 
valor  arbitrario  del  ángulo  ^  corresponden  dos  valores  •]/,  y  '^i  del 
ángulo  4,  pertenecientes  respectivamente  á  la  hoja  superior  é  infe- 
rior de  la  superficie. 

Sean  cp,  «J^,  r  las  coordenadas  del  punto  n.  Demos  á  c»  un  incre- 
mento rfv  representado  por  n'Om!  en  la  figura  y  otro  d'\  á  '\  re- 
presentado por  el  ángulo  «Ov.  En  la  pirámide  cuyo  vértice  es  O, 
cuya  base  es  m^  «v  y  perpendicular  á  0«,  el  lado  nm  es  igual  á  su 
proyección  n'm'  sobre  el  plano  de  las  xy\  y  por  ser  0;«'  =  rcos'}, 
será  mn  =  r  eos  j/rfíp. 

El  lado  «V  es  igual  á  r.d'l\  luego  el  volumen  de  la  pirámide  es 

r  eos  •j'rf©  .  rrf| .  r      ó       -  d^d}^  eos  'f  r^, 

que  solo  difiere  en  un  infinitamente  pequeño  de  tercer  orden  del 
volumen  comprendido  entre  las  caras  laterales  de  la  pirámide  y  la 
superficie  del  cuerpo.  Calculando  la  integral 

t 

eos  '^  .  r^ 


I        H'  , 
3    V.}, 


tendremos  el  volumen  comprendido  entre  los  dos  planos  que  pasan 
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por  el  eje  z  y  cuyas  trazas  son  On  y  Om\  Y  si  se  calcula  la  integral 


d'^t  cosO/r^, 


se  tendrá  el  volumen  comprendido  entre  los  planos  que  pasan  por 
el  eje  z  y  forman  con  el  plano  xz  los  ángulos  ^o  Y  ?•  Por  consi- 
guiente, si  ^0  y  ?«  son  el  menor  y  mayor  valor  del  ángulo  ;p  que 
corresponden  á  la  base  del  cono,  su  volumen  completo  estará  re- 
presentado por 

eos  •} .  r^ 


Si  el  polo  estuviese  situado  en  el  interior  del  cuerpo,  y  quisié- 
ramos obtener  su  volumen  completo,  tomaríamos  ^  desde 

hasta  -  y  ^  desde  o  hasta  2-¡:;  y  tendríamos 


ój  o  J      n 


•i' .  eos  +  .  r^ 


151.     LoxODROMiA.     Se  llama  así  una  curva  trazada  en  una 

esfera  y  que  corta  á  todos  los  meridianos  según  el  mismo  ángulo. 

Sea  a  el  radio  de  la  esfera,  9  la  longitud  y  6 

la  colatitud  de  un  punto.  La  ecuación  de  la 

curva  en  coordenadas  polares  es 

senO(^»?+  ^-"?)  =  2,  (i) 

de  la  que  resulta 

cosíi 


^"?  — ^— ?=  ±  2 


sen  6' 


(2) 


FlKura  89 


La  expresión  del  arco  infinitamente  pequeño  es 


MM'*  =  MP*  +  PM'»  =  a>d^*  +  a*  sen* 


(3) 


<¿f*  =  a  j/rfe»  -\-  sen*  Orff*      s  =  aj  ^'¿e»  +  sen* 
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Diferenciando  (i)  resulta 

eos  bd^  (^»?  +  ¿?-«?)  +  sen  6  (^»?  —  ^-«?)  «rf?  =  o. 
Y  sustituyendo  las  exponenciales  por  sus  valores, 
db  =  ±  n  sen  6¿^; 

luego  .  =/-^-^  d,  =  «  1^^  (6  -  e.). 

El  arco  es  proporcional  al  cambio  de  latitud. 

152.  Áreas  de  las  superficies  de  revolución.  Sea  la  su- 
perficie descrita  por  una  curva  plana  cuya  ecuación  es^  =f{x),  al 
girar  alrededor  del  eje  Ox,  Al  incremento  ^x  de  x,  corresponderá 
el  incremento  ^u  del  área  descrita  por  la  revolución  del  elemento 
\s,  que  podrá  considerarse  como  igual  al  área  de  un  tronco  de 
cono,  cuya  altura  es  bg  y  ¿/,  ge-  los  radios  de  las 
bases.  Tendremos  pues 

\u  =  2^  {y  -\~  Aj/)  A^; 
y  en  el  limite 


du  =  2T.yds      ó      du  =  2'Jtdx  •  J'  \ / 1  + 


dr 

dx* 


-y 

Figura  90 


La  expresión  del  área  comprendida  entre  dos  planos  perpen- 
diculares al  eje,  cuyas  distancias  al  origen  son  x  y  ,r,„  será 


'//^••^0 


27C  ;    rf.r.j\/i  +  ¿ 


Ejemplo.    Sea  el  elipsoide  de  revolución 

Tendremos    y  =  -\'a^  —  ;r*,     y-  =" j:::^.-.--  , 

a  '  dx  a  \'a'^  —  x^ 


.  - ..  í/;^  sf"'-^-' = -  í/'^'r»' 


-e*x^ 

13 
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b  ( I        / I  ex\ 

11  =  2r.  —  \-  cx\  a^  —  ^*.r*  +  -  út«  are  sen  —  ) 

,  í    4  /  c^x^        a  ex\ 

=  .¿(^^^i-^+-arcsen---j. 

Haciendo  x  =  a^  se  tiene,  para  la  mitad  del  elipsoide, 

•Kabyi  i  —  e^  -\ —  are  sen  e\     ó     ^  í  ¿*  H are  sen  e\ . 

Supongamos  a<^b,  es  deeir,  que  la  elipse  gira  alrededor  del 

¿*  —  a* 
eje  menor.  Tendremos  — ^ —  =  ^  y 

bcx 

y  haeiendo,  por  brevedad ==  H, 

a 

íbedx  r-.  bex .   a*  . 

/  —^{a^~\-W=  C+^;^y^*  +  H*4-  — /(H  +  >V+  H*). 


/. 


2a  "2 

X 

a    '       '   "         2a 


bídx  , -       bcx  r «*     H^^a*4-~H* 

a  2a  2  a 

[bx   . a"     \\-\-  V'a*-|-H*l 
—  ^  a*  +  H^  +  —  /  "-X.»^-?  X  " 
a  e  ^  J 

=-['f+f+;:'("+V-+i)]- 


Haciendo  .r  =  íí,  resulta 


que  es  la  mitad  del  área  del  elipsoide. 
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§  2.°     Integrales  de  superficies 

153.  Definición.  Sea  S  una  parte  de  superficie  S,  limitada 
por  una  ó  varias  curvas,  distinguiéndose  en  aquélla  dos  lados  ó 
caras,  de  modo  que  no  pueda  pasarse  de  la  una  á  la  otra  sin  atra- 
vesar las  curvas  límites  (t.  II,  pág.  299).  Fijemos  sobre  la  normal 
en  un  punto  P  de  la  una,  una  dirección  determinada  y  la  dirección 
opuesta,  en  el  punto  correspondiente  P'  (que  coincide  geométrica- 
mente con  P)  de  la  otra.  La  dirección  de  la  normal  está  determi- 
nada, sin  ambigüedad,  en  cada  uno  de  los  puntos  de  la  una  y  de 
la  otra  cara,  si  el  punto  P  ó  su  correspondiente  P'  se  mueven  sobre 
las  caras  respectivas,  arrastrando  consigo  la  dirección  elegida  de  la 
normal,  que  varía  de  una  manera  continua. 

Por  ejemplo,  en  el  caso  de  que  cualquier  paralela  al  eje  Ojet  en- 
cuentre splo  en  un  punto  á  la  parte  de  superficie  considerada,  se 
podrán  distinguir  dos  lados  en  ésta,  si  se  asocia  á  un  punto  P  del 
uno,  la  dirección  de  la  normal  que  forma  un  ángulo  agudo  con  Oz, 
y  al  punto  correspondiente  P'  del  otro  la  dirección  opuesta,  que 
forma  un  ángulo  obtuso.  Estos  dos  ángulos  variarán  de  una  ma- 
nera continua,  permaneciendo  el  uno  agudo  y  el  otro  obtuso, 
cuando  los  puntos  P  y  P'  se  muevan  en  sus  lados  respectivos. 
Bastarán  pues,  dichos  ángulos  para  distinguirlos. 

Sean  ahora  C  {x,  y,  z)  una  función  de  x,y,zy  una  superficie  S, 
5  =  3,  (jtr,  y),  limitada  por  una  curva  L,  que  se  supone  tener  tan 
solo  un  punto  de  intei*sección  con  una  paralela  al  eje  Oz\  L  se  pro- 
yecta sobre  el  plano  de  las  ;r,  y  según  una  curva  /. 

Formemos  la  integral  doble 

ífC(x,y,z)dxdy,  (i) 

extendida  al  área  /,  suponiendo  que  se  sustituya  z  por  su  valor  en 
función  ÚQ  X  é  y.  Esta  integral  tiene  un  sentido  preciso  cuando 
se  dan  el  contorno  L  y  la  superficie  jet  =  f  (^r,  y),  que  pasa  por  di- 
cho contomo. 

Introduzcamos  los  elementos  d^  de  la  superficie,  para  lo  cual 
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sustituiremos  dxdy  por  eos  yrfíj,  en  virtud  del  teorema  que  da  la 
expresión  de  la  proyección  de  un  área. 
Y  la  integral  (i)  se  transfoimará  en 

//  C  {x,  y,  z)  eos  yrfi,  (2) 

cuyo  concepto  tiene  más  generalidad  que  el  de  la  primera. 

Para  obtener  esta  generalidad,  hemos  supuesto  que  á  un  valor 
de  ,r  é  ^  corresponde  tan  solo  un  punto  de  la  superficie.  En  esta 
hipótesis  eos  y  conservaba  un  signo  invariable;  pero  suponiendo  á 
eos  Y  positivo,  se  ha  podido  sustituir  dxdy  por  cosyrf^.  Se  dirá 
que  la  integral  (i)  está  tomada  en  el  área  S,  hacia  el  lado  de  ésta 
donde  la  normal,  considerada  como  semi-reeta,  forma  con  el  eje  Oz 
un  ángulo  agudo.  Pero,  como  se  puede  considerar  en  S  la  segunda 
cara,  podemos  tener  en  cuenta  ésta,  para  la  que  la  normal,  consi- 
derada como  semi-reeta,  forma  un  ángulo  obtuso  con  Oz.  Diremos 
entonces  que  la  integral  (2)  representa  la  integral  (i),  tomada  en  la 
segunda  cara  ó  lado  de  S. 

Cualquiera  que  sea  el  área  y  el  lado  que  se  considere  en  la 
misma,  la  integral  (2)  tendrá  un  sentido  perfectamente  determi- 
nado, tomando  por  eos  y,  el  coseno  del  ángulo  formado  por  Oz  y 
la  dirección  de  la  normal  correspondiente  á  este  lado.  Y  se  dirá 
que  esta  integral  (2)  tomada  así,  representa  la  integral  (i)  exten- 
dida al  lado  considerado  de  la  superficie.  En  este  caso  el  elemento 
dxdy  no  es  ya  necesariamente  positivo.  Podremos  considerar  aná- 
logamente integrales  como 

//  A  (x,  y,  z)  dydz,      //  B  (;r,  y,  z)  dz  dx, 

extendidas  á  un  lado  determinado  de  una  área,  cuyos  elementos  de 
integración  son  dydz  ó  dsdx,  que  estarán  representadas  por 

//  A  (-r,  y,  z)  eos  arffj       é      //  B  {x,  y,  z)  eos  ^d^, 

en  las  que  a,  ^  expresan  los  ángulos  formados  por  la  dirección  de 
la  normal  correspondiente  al  lado  elegido,  con  los  ejes  de  las  x  y 
de  las^. 

Sumando  las  tres  integrales  precedentes,  se  tiene  todavía  una 


//[ 
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integral  de  área 

ff  Aefydz  +  Bdzdx  +  Cdxdj^,  (3) 

que  puede  escribirse  bajo  la  forma 

//  (A  eos  a  +  B  eos  p  +  C  eos  y)  dtj. 

Es  importante  el  tener  la  expresión  de  la  integral  (3),  cuando  se 
expresan  x,  y,  z  en  función  de  dos  parámetros  uy  v. 

Siendo  los  cosenos,  eos  a,  eos  P,  eos  y  proporcionales  á  los 
determinantes  funcionales 

D(j^,^)         D  (^>  X)         D(;r,>) 
D  («,  V)  '      D{u,v)'      D  («,  v)  ' 

salvo  el  signo,  que  se  tomará  según  el  lado  de  la  superficie  que  se 
considere;  la  expresión  (3)  será  igual  á 

A^L^+BHÍi^+C^'m..*.         (4) 

154.  Independencia  de  la  integral  respecto  al  contorno. 
Vamos  á  obtener  la  condición  para  que  sea  independiente  del  con- 
torno la  integral 

I  =  //  Adyd¿  +  Bdedx  +  Cdxdy. 

Supongamos  que  las  coordenadas  Xy  y,  z  estén  expresadas  en 
función  de  dos  parámetros  uy  v^  para  una  superficie  S.  Entonces 
tenemos  la  expresión  (4)  de  dicha  integral. 

Consideremos  ahora  una  familia  de  superficies,  que  tengan  el 
mismo  límite  y  dependan  del  parámetro  a.  Cada  valor  de  a  deter- 
mina una  parte  de  superficie  correspondiente  al  área  S  en  el  plano 
(«1  v)\  y  se  pueden  elegir  estas  funciones  de  manera  que  la  curva, 
correspondiente  al  perímetro  de  S,  no  dependa  de  a,  y  sea,  por 
consiguiente,  la  misma  para  todas  las  superficies.  Además,  admiti- 
remos que  los  límites  entre  los  cuales  varía  a  sean  tales,  que,  las 
funciones  A,  B,  C  y  sus  derivadas  parciales  de  primer  orden  per- 
manezcan continuas,  en  todo  el  espacio  recorrido  por  las  superfi- 
cies correspondientes,  al  elegir  convenientemente  los  límites  entre 
los  cuales  varía  a. 


230  LIHRO    2.^ — CAPÍTULO    II 

Calculemos  la  variación  de  I,  es  decir,  las  diferenciales  respecto 
á  a.  La  variación  de 

[[Aifyds      ó      ffA—i^duJv 

sera  igual  a     /  /     oA  ^r r  +  A$  ^— r r  \dudv, 

ó  desarrollando,  á 


(5) 


rrr^^      í^a.     ^a^  iD(>.,xr) 

/  /  I  —  ">'^  +  "  ~  '^y  +  —  ^^^  I  f^  7  — :  dudv 

+  11  Al —  —  -—I  dudv.  ] 


La  segunda  integral  puede  transformarse  por  medio  de  integra- 
ciones por  partes.  Así,  se  tiene 

teniendo  presente  que  la  variación  de  ^^  es  nula  en  el  borde;  y 
cada  una  de  las  integrales  que  forman  el  segundo  término  de  (5) 
puede  transformarse  de  igual  manera.  Sustituyamos  enseguida, 
desarrollando  los  cálculos, 

Í)A         l\  ^x   ,    ^A2iy  ^    ^Alz 

—  por , 

Tiu  ^      ^x  l^u        íy/  2^u       'bz  lu 

7>A 
y  procedamos  análogamente  con  ^— .  La  expresión  (5),  se  reducirá  á 

^v 

JJ    ^^  L^  («>  í')  D{u,v)^        D  («,  v)      j 

Y  haciendo  cálculos  análogos  en  las  otras  integrales,  se  obtendrá 

X     -- — — -  TjX  +  -p-7 Zy  +  -^r-. r  he    dudv. 
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Pero  oí  debe  ser  nula;  y  puesto  que  los  signos  de  las  variacio- 
nes í,r,  Sy,  o-sr  son  arbitrarios,  debe  resultar  idénticamente 

Í^A       ¡íB       ^C 

=  o.  (6) 

Esta  condición  que  es  necesaria,  es  también  suficiente,  puesto 
que  dadas  dos  superficies  con  el  mismo  contorno,  podríamos  for- 
mar una  familia  con  este  mismo  contomo,  que  dependa  de  un  pa- 
rámetro a,  de  la  que  formen  parte  dichas  dos  superficies. 

Sin  que  sea  necesario  insistir,  y  refiriéndonos  á  las  integrales 
curvilíneas,  podemos  enunciar  el  teorema  siguiente: 

La  relación  (6)  expresa  la  condición  necesaria  y  suficiente  para 
que  sea  igual  á  cero  la  integral  1,  extendida  a  una  superficie  cerrada, 
en  el  interior  de  la  que  A,  B,  C  y  sus  derivadas  parciales  de  primer 
orden  son  continuas. 

155.     Fórmula  de  Stokes.     Hemos  visto  que 

//  Kdydz  +  ^dzdx  +  Zdxdy, 

extendida  á  una  área  limitada  por  un  contorno  L,  no  depende  más 
que  de  este  contomo,  cuando  se  verifica  la  condición 

TT  +  —  +  —  =  o,  (7) 

dX        ^y        ^z 

pudiéndose  en  este  caso  escribir  la  integral  doble  bajo  la  forma  de 
una  integral  curvilínea,  tomada  á  lo  largo  del  contorno  L. 

Vamos  á  demostrar  ahora  que,  dadas  tres  funciones  que  satis- 
facen á  la  identidad  precedente,  pueden  obtenerse  tres  funciones  oi 
P,  Y  de  X,  y,  z  tales,  que  se  verifiquen  las  relaciones 

^_|í  =  A.     ?-^^  =  B.     ^-,^  =  C.  (8) 

Iz         ^y  ^x        ly  '     ly        ^x  ^  ' 

Tomemos,  por  ejemplo,  y  =  o.  Satisfaremos  á  las  dos  prime- 
ras, haciendo 

«  =  —  í    ^{x,y,z)dz,     P=í    ^(,x,y,z)dz^r'H{x,y\ 
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expresando  £r„  una  constante  numérica  y  ^  una  función  arbitraria 
de  X  é}^.  Sustituyendo  estos  valores  en  la  tercera  ecuación  y  te- 
niendo en  cuenta  la  identidad  (7),  resultará 

^-\-C{x,  y,  z)  =  o; 

y  se  podrá,  mediante  una  integración,  determinar  una  función 
íp  {x.y)  que  satisfaga  á  esta  ecuación.  Es  evidente  que  si  «i,  Pj,  y, 
expresan  una  solución  particular  de  las  ecuaciones  (8),  la  solución 
más  general  estará  dada  por 

a  =  a,  +  -,      P  =  P.  +  -^-,      T  =  r.  +  ^, 

siendo  F  una  función  arbitraria  de  x,  y  y  z. 

Vamos  á  considerar  ahora  integrales  de  superficie  de  la  forma 

//(l-9*-+(5-5)+e-S)-*-  '«' 

Estas  integrales  se  encuentran  en  varias  teorías  de  física  ma- 
temática. 

Se  puede  expresar  la  integral  (9)  por  medio  de  la  integral  cur- 
vilínea 

oidx  If.  ^dy  4-  y/fe, 


/. 


tomada  á  lo  largo  del  contomo  L. 

Ante  todo,  debemos  definir  el  sentido  en  el  que  se  toma  la  inte- 
gral curvilínea.  La  integral  (9)  se  aplica  á  un  lado  determinado  de 
la  superficie  S.  A  cada  punto  de  S  corresponde  una  dirección  de  la 
normal.  Tracemos  alrededor  de  P  un  elemento  de  superficie  limi- 
tado por  el  contorno  w.  El  sentido  directo  en  el  contomo  tc  será  de 
izquierda  á  derecha,  para  un  observador  colocado  en  la  normal,  con 
sus  pies  en  P  y  la  cabeza  en  la  dirección  de  esta  normal.  Suponga- 
mos ahora  que  el  punto  P  esté  próximo  al  contomo,  C  y  que  una 
parte  del  perímetro  ic  pertenezca  á  este  contomo.  Se  habrá  fijado 
en  éste  un  sentido  determinado  siempre  el  mismo,  cualquiera  que 
sea  la  parte  del  contomo  á  que  se  aproxime   el  punto  P.  Fijado 
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así  el  sentido  en  el  contorno  L,  vamos  á  demostrar  que  las  dos  in- 
tegrales (9)  y  (10)  tienen  signo  contrario,  si  el  sentido  de  rotación 
del  triedro  {Oxyz)  es  directo. 

Supongamos  que  el  contorno  C  sea  plano,  y  tomemos  un 
nuevo  sistema  de  coordenadas,  tomando  el  sistema  de  ejes  (QXYZ) 
con  igual  sentido  de  rotación  que  el  primero,  y  tal,  que  el  plano 
Z  =  o  sea  el  plano  de  la  curva  C.  Supongamos  además  que  se  in- 
tegra en  el  lado  del  plano  correspondiente  á  la  dirección  del  eje  ÜZ. 
El  sentido  directo  en  la  curva  C,  será  entonces  el  sentido  de  OX 
hacia  OY,  es  decir,  el  sentido  positivo  tal  como  se  definió  en  el 
tomo  II  (pág.  296).  Si  a'^  b"  y  c"  expresan  los  cosenos  directores 
de  ÜZ,  la  integral  doble  (9)  puede  escribirse  así 

//[(S-g)-+(5-5)*-+(|-a)-]-^ 

además,  las  fórmulas  de  transformación  de  las  coordenadas  dan 
x  =  aX  +  a'Y  +  oTZ  +/,    ^  =  ¿X  +  b'X  +  b'Z  +  q, 

z  =  cX  +  c'Y  -\-c'Z  +  r, 
y  se  sabe  que 

c"  =  ab'  —  ba\     a"  =  be'  —  cb\    b"  =  ca'  —  ac\ 
Por  ser  dZ  =  o,  la  integral  curvilínea  se  reduce  á 

¡^  {aoL  +  ¿?  +  c^)  dX  +  (a'oL  +  ¿'p  ^-  c'y)  ¿Y, 

y,  según  lo  expuesto  (t.  II,  pág.  200-204),  es  igual  á 

extendiéndose  esta  integral  al  área  L.  Las  derivadas  parciales,  fun- 
ciones de  X,  y,  jgr,  .son 

c)a         2»a  ^a  .    .     ^a         ^a         «^a    ,        S^t  ,,        Sa    , 

^X      -hx     ^  ly     ^  iz  '     ÍY       Ix     ^  ly     ^  Iz    ' 

y  análogamente  para  P  y  y. 
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Por  consiguiente 

Por  consiguiente,  la  expresión  (9)  es  igual  á 
l^o^x   I-  p¿>/   h  vrfr, 

cuando  la  curva  es  plana. 

P2s  fácil  pasar  al  caso  de  un  contorno  cualquiera,  pues  dicho 
contorno  puede  reducirse  á  un  contorno  poligonal,  puesto  que  bas- 
taría aumentar  indefinidamente  el  número  de  lados  para  tener  una 
curva  cualquiera.  Se  puede  hacer  pasar  enseguida  por  este  con- 
torno poligonal  una  superficie  poliedral  cuyas  caras  sean  triángu- 
los. Aplicando  la  fórmula  demostrada  para  el  caso  de  las  áreas 
planas  á  cada  uno  de  estos  triángulos,  y  sumando  los  resultados 
obtenidos,  se  llega  á  la  fórmula  que  se  trataba  de  demostrar,  que 
se  llama  fórmula  de  Stokes. 

Aplicación.     Consideremos  una  curva  cerrada  L  y  un  punto 

cualquiera  M(/x,  ¿,  c).  Sea  una  supei-ficie  cualquiera  S  limitada  por 

L  y  en  la  que  consideramos  dos  lados.  Un  elemento  d^  de  esta  su- 

^  .                    ,          ,       ,    .       ,  ,  eos  (r, «)  , 
pei-ficie  se  ve  según  un  ángulo  igual  a -  d^. 

Llamando  r  á  la  distancia  del  punto  M  á  un  punto  P  {x,  y  y  z) 
del  elemento,  y  (r,  n)  al  ángulo  que  forma  la  dirección  PM  con  la 
dirección  de  la  normal  en  P  á  la  superficie,  este  ángulo  será  posi- 
tivo ó  negativo  según  que  el  ángulo  (r,  n)  es  agudo  ú  obtuso.  Y 
expresando  por  eos  a,  eos  ?,  eos  y  los  cosenos  de  los  ángulos  que 
forma  la  noiTnal  con  los  ejes,  tendremos 

a  —  X                b—  y        _       c—z 
eos  (r,  n)  = eos  a  A eos  p  H eos  -. 

La  suma  de  los  ángulos  triedros  para  todos  los  elementos  d'i 
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de  S  será  pues 

íf/a  —  X  ,    d — y        .    ,    c  —  2  \  , 

I=jj  (^-77- cosa  +  -^cosP  +  -^;j-cosyj¿(i.     (11) 

Será  pues  una  integral  de  superficie  extendida  á  S,  indepen- 
diente de  S,  porque  se  tiene 

^   /a  —  x\        ^  (b  —y\        I  /^  —  A 

\r'={x  —  af  +  {y-  bf  -\-  {z  -  cf\. 

Puede  decirse  que  representa  el  ángulo  sólido  (contado  con  un 
signo)  bajo  el  que  se  ve  el  contorno  C  desde  el  punto  M. 

Vamos  á  obtener,  antes  de  aplicar  la  fórmula  de  Stokes  el  valor 
de  la  integral  (11).  Si  el  punto  {a,  b,  c)  es  exterior  á  la  superficie, 
esta  integral  es  nula,  según  el  teorema  fundamental. 

Supongamos  que  (a,  ¿,  c)  sea  interior  á  la  superficie,  é  integre- 
mos en  el  lado  interno  de  ésta.  La  integral  es  independiente  de  la 
superficie.  Tomemos  pues,  una  esfera  de  radio  R  y  centro  {a,  b,  c)\ 
la  integral  se  reduce  á 

'cos(r,  n)  d<s 


/  /  P¡  =  4:r.  Se  tiene  pues   /  /  - 


=  47r. 


Tendremos  ahora  que  la  integral  I,  extendida  á  una  superficie  S 
limitada  por  un  contorno  C,  se  puede  sustituir,  según  la  fórmula  de 
Stokes,  por  una  integral  curvilínea  tomada  á  lo  largo  de  C.  Esta 
transformación  sería  complicada  y  no  ofrecería  gran  interés.  Por  el 
contrario,  es  interesante  en  diversas  teorías,  particularmente  en  el 
electromagnetismo,  expresar  las  derivadas  parciales  de  I,  conside- 
rada como  función  de  ¿»,  ¿  y  ¿r,  por  integrales  curvilíneas.  Sea,  por 
ejemplo,  la  derivada  parcial  de  I  con  relación  á  a.  Tendremos 
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Debemos  buscar  funciones  a,  p,  y  de  ;r,  j,  z  tales,  que  sea 
^      ^r    ^  (^  —  -^\      ^      ^_  ^/^_I>'\ 

Hagamos  a  =  o;  y  tendremos  que  elegir,  si  es  posible,  ^  y  y  de 
modo  que  satisfagan  á  las  ecuaciones 

^r  ^ _  i^b—y){a  —  x)    ^_ ^  _^  3 (^  —  g) (^  ~  ^) 

^?       ^  _  I         3  (^  —  ^)^ 

E)stas  ecuaciones  quedarán  satisfechas,  si  se  toma 
y  —  6  z  —  c 

Y,  por  consiguiente,  la  integral  curvilínea 
—  /  (kdx  +  ^dy  -h  y¿fe 
—  c)  dy  —  {y  —  b)dz 


se  reducirá  á 


X^ 


r3 

Y  tendremos  análogamente 

M         í(x~d)dz — {z  —  c)dx        ni         /*  (^  —  ¿:)rf;ir  --(.r  —  /í)tí?;/ 
^^ ""jo  í^^  '     ^  ^ je  í^^^ 

fórmulas  importantes  en  la  teoría  del  magnetismo  (*). 


(•)    E.  Picard.  Traüé  d'Anahfie,  1. 1,  p.  128,  (primer*  edición). 
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ESTUDIO  DE  LAS  SUPERFICIES  EN  FORMA  PARAMÉTRICA 

GAPÍTUDO  I 


§  l.°     Fórmulas  fundamentales 

156.  Definiciones.  En  general,  la  posición  de  un  punto  se 
determina  por  la  intersección  de  tres  superficies.  Así,  en  los  siste- 
mas de  coordenadas  rectilíneas,  las  tres  superficies  son  tres  planos 
paralelos  á  los  coordenados.  En  el  sistema  de  coordenadas  polares 
r.  O,  I'  las  tres  superficies  son  una  esfera  de  radio  r,  un  cono  des- 
crito alrededor  del  eje  de  las  z  cuyo  semi-ángulo  del  vértice  es  O  y 
un  plano  que  pasa  por  el  eje  de  las  2  que  forma  un  ángulo  '^  con 
el  plano  de  las  xz. 

Sabemos  que  una  curva  se  puede  definir  analíticamente,  en 
función  de  un  parámetro  u  por  medio  de  las  ecuaciones 

^  =  / («)»      J^  =  9  («)»       ¿r  =  'H«)  (I) 

suponiendo  las  tres  funciones  finitas  y  continuas,  así  como  sus  de- 
rivadas primera,  segunda  y  tercera,  excepto  á  lo  más  en  algunos 
puntos  especiales.  A  cada  valor  u^  del  parámetro  u  corresponde 
una  posición  Mi  del  punto  generador  M. 

Si  consideramos  un  nuevo  parámetro  Vy  las  ecuaciones 

X  =f{u,  V),      y  =  ^  (u,  v)y    .  s  =  •{/  («,  v)  (2) 

para  cada  valor  z/,  de  v  determinarán  una  línea;  y  si  el  parámetro  v 
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varía  de  una  manera  continua,  esta  curva  se  moverá  describiendo 
una  superficie,  que  resulta  definida  analíticamente  por  medio  de  las 
fónnulas  (2).  Y  si  eliminamos  u  y  v  entre  las  ecuaciones  (2),  ob- 
tendremos la  ecuación  ordinaria  de  la  superficie  f{x,  y,  z)  =  o. 

Esta  superficie  quedará  cubierta  por  el  sistema  de  lineas  ante- 
riormente considerado,  de  las  cuales  corresponderá  cada  una  á  un 
valor  de  v,  y  se  dirá  una  línea  v  =  const.,  ó  una  línea  v. 

Podremos  razonar  análogamente  respecto  á  u.  El  valor  «1  de  u 
determinará  una  línea 

y  el  conjunto  de  todos  los  valores  de  u  la  superficie. 

Un  punto  P  de  la  superficie  quedará  determinado,  cuando  se 
conozcan  dos  valores  «^ ,  v^  de  los  parámetros  uy  v,  es  decir,  que 
un  punto  P  quedará  determinado  en  la  superficie,  por  la  intersec- 
ción de  las  dos  líneas 

u  =  U^,         V  =  Vi, 

Los  valores  u^  y  v^  de  los  parámetros  se  llaman  las  coordetta- 
das  curvilíneas  del  punto  P,  ó  también  coordenadas  de  Gauss^  y  las 
líneas  «  =  «,,  v  =  v^  curvas  paramétricas. 

Ejemplo  //     Sea  la  superficie  de  revolución 

X  =^  u  eos  V,      y  =^u  sen  v,      z  •=.  f{u)  (3) 

u  =  const  determina  un  paralelo,  y  v=^  const,  un  meridiano  de  la 
superficie.  Hagamos  z;  =  o,  y  obtendremos  el  meridiano  situado 
en  el  plano  xz.  Las  ecuaciones  son 

X  =  u^    J  =  o,    z  =f{u)^     ó,  eliminando  «,     z  =/(;r),    y  =  o. 

Si  eliminamos  «  y  z^  en  el  sistema  (3),  obtendremos  la  ecuación 
de  la  superficie  de  revolución  bajo  la  forma 

2f     Para  la  esfera  de  radio  r,  las  ecuaciones  (3)  se  reducen  á 
X  =  u  eos  Vi      y  =  u  sen  v,      z  =  }/r*  —  «*. 
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157.  Primera  fórmula  fundamental.  Si  consideramos  dos 
puntos  próximos  {x,jy,  z)  y  {x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz),  las-  dife- 
renciales dxy  dy,  dz  serán,  en  valores  paramétricos, 

dx  =  —  du  A-  —  dv^     rfy  =  —  du  A-  —  dv^ 
bu       ^  bv      '      -^       bu  bv 

bz  bz  ^ 

dz  =  —  du  A-  zr  dv, 
bu  bv 

Y  sustituyendo  en     ds^  =  dx^  -\-  dy'^  -{■  dz*^    se  tendrá 

ds'  =  Erf««+  2Fdudv  +  Gdv'  (4) 

que  es  la  primera  fonna  cuadrática  fundamental ^  habiéndose  hecho, 
por  brevedad, 


bx  bx       by  by       bz  bz 
F  = y.  jL  JL  _i^ 

bubfü         bu  bv  bu  "bv* 

-(s)"+(0+e)'. 


(5) 


Su  discriminante  es 
A«  =  EG  -  F* 


\bu/   "^  \bu/        \bu/         bubv 

bx  bx       by  by       bz  bz       /^•^'V 
bi       \  W  "^ 


—  _|_  ^1.  -—  _|. 

bu  bv  bu  bv  bu 


by  by       bz  bz 

bu  bv         bu  bv 


(S)"-(5y 


bu  bv 

bz  bz 

bu  bv 

+ 

bz  bz 

bu  bv 
bxbx 

bu  bv 

9 

bxbx 

bu  bv 

bu  bv 

Los  coeficientes  E,  F,  G  son  funciones  finitas  y  continuas  de  u 
y  de  z;  y  admiten  (por  hipótesis)  derivadas  primera  y  segunda  fi- 
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nitas  y  continuas.  Y  además  con  los  símbolos 

expresaremos  los  valores  positivos  de  los  radicales.  Tenemos  ade- 
más las  siguientes  fórmulas 


«  =  í: 

"*  3«  a«3z'        2  liv' 

.    3.r  i^x             I  3G 
3«  5»*              2   3« 

+ 

3F 

Ix  ^^x  I  2>E        3F 

2>;r   <)*;r  I  íiG 

Bz;  ¿wí)z;        2  ^n* 


H   =11 


^,  B:r  2^*;r        I  ^G 
*  =1—---;=---—. 

Y  también  definiremos  las  seis  cantitades  /,  /',  /",  ^,  q\  q"  por 
las  fórmulas 

A*/  =  wG  —  «F,  A*^  =  «E  —  wF, 

A*/  =  w'G  —  fi'F,  AV  =  «'E  —  w'F, 

Ay  =  ;«'G  — «T,  Ay=«"E  — wT, 

que  dan         /  +  ^'  =  -^ ,      /  +  /'  =  -^  . 

Si  las  curvas  u  =  const,  z/  =  const  se  cortan  perpendicular- 
mente,  se  dice  que  las  coordenadas  son  ortogonales.  Entonces 

r.,  ^x     ^y     Iz       'hx     Isy     ^z  ,  «  •     x      a- 

P  =z=  o,  porque  -r— ,  %:  - ,  -r-  Y  -r-»  -^  >  -^    son  los  coeficientes  di- 

rectores  de  las  tangentes  á  las  curvas  v  =  const  y  «  =  const.  La 
fórmula  (4)  se  reduce  entonces  á 

ds*  =  Edu"  +  Gdv\ 

En  cada  punto  de  una  línea  coordenada  u  ==  const  ó  v  =  const 
distinguiremos  la  dirección  positiva  de  la  negativa,  y  convendremos 
en  que  la  primera  corresponde  á  valores  crecientes  y  la  otra  á  va- 
lores decrecientes  del  parámetro. 

Expresaremos  por  dsu  y  ds„  los  arcos  elementales  positivos  de 
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las  líneas  u  y  v,  y  se  tendrá,  siendo 

u  =  const,    rf«  =  o       ó      V  =  const,     dv  =  o, 
dsu  =  iOdv,      ds^=Í  Rdu. 

Y  representando  eos  (ux),  eos  (uy)y ,  eos  vXy los  co- 
senos de  las  direcciones  positivas  de  las  tangentes  á  las  líneas 
coordenadas  u  y  v,  será 

eos  {UX)  =  -      r  --     ,       eos  iuv)  =  -T-rr  -^-  ,      COS  \UZ)  =  ---. 

eos  {vx)  =  -    .   -  ,     COS  (vy)  =  -7=  ;— ,     eos  {vz)  =   ,  —  ^—  . 

Y  si  designamos  con  w  el  ángulo  comprendido  entre  O  y  tc  que 
forman  en  un  punto  de  la  superficie  las  direcciones  positivas  de 
las  líneas  coordenadas  uy  v  que  pasan  por  él,  tendremos 

eos  03  =  eos  iux)  eos  (vx)  -\-  eos  itiy)  eos  i^y)  +  eos  («xr)  eos  (pz). 

^       t  .  *         VEG— ~P 

o  pos  (O  =    ,_.—     (5)         y         sen  w  =  '      ~-  .       ,         (6) 

^EG  fEG 

De  la  ecuación  (5)  resulta  que:  La  condición  necesaria  y  suficimte 
para  que  las  coordettadas  \x  y  v  sean  ortogonales  es  que  sea  F  =  o. 

158.  Elemento  de  área.  Consideremos  el  cuadrilátero  infi- 
nitesimal comprendido  entre  las  líneas  coordenadas  u,  u-\-  du^  v, 
V  -f-  dv,  que  despreciando  infinitamente  pequeños  de  órdenes  su- 
periores, puede  considerarse  como  un  paralelógramo;  y  puesto  que 
f)^du,  y  )'Gdv  son  las  longitudes  de  los  lados  que  comprenden  el 
ángulo  (O,  su  área  quedará  expresada  por  /EG  —  F^dudv.  Y,  en 
virtud  de  (6),  resulta  que:  El  elemento  de  área  á^  de  la  superficie  se 
expresa  por  la  fórmula  • 

rfd  =  f^ÉG  —  Vdudv  =  bidudv, 

159.  Ángulo  de  una  línea  con  las  líneas  coordenadas. 
Consideremos  una  línea  cualquiera  trazada  en  la  superficie,  para  la 

16 
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que  se  ha  fijado  la  dirección  positiva  del  arco.  Para  determinar  sin 
ambigüedad  los  ángulos  que  forma  cpn  las  líneas  coordenadas  u  y 
v^  supongamos  trazado  el  plano  tangente  en  cada  punto  P  de  la 
superficie.  Indiquemos  con  O  el  ángulo,  comprendido  entre  o  y  2ir, 
que  debe  girar  sobre  el  plano  tangente  y  en  sentido  positivo,  la  di- 
rección positiva  de  la  tangente  á  la  línea  z',  hasta  superponerse  con 
la  tangente  á  la  curva  C. 

Si  se  mueve  un  punto  M  á  lo  largo  de  C,  sus  coordenadas  cur- 
vilíneas «,  2/  y  las  cartesianas  ;r,  y,  z  se  pueden  considerar  como 
funciones  de  s\  y  tendremos 

Ix  du        2>.r  dv  ^y  du        7y  dv 

eos (C.r)  =  —  T-  +  T-  -^-»     co^{Cy)  =  t^  "t  +  V"  "TT  » 
<>u   ds        }iv   ds  hu  ds        Iv   ds 

be  du         2ie  dv 
eos  {Cz)  =  — -  -j-  +  T-  -7-  . 
lu  ds        Tn)   ds 

Y  por  consiguiente 

eos  O  =  eos  iCx)  eos  {vx)  +  eos  (C;')  eos  {vy)  -{-  eos  {Cz)  eos  {vz)\ 

y  sustituyendo  los  valores  de  los  cosenos  en  el  segundo  miembro, 

I    I-  du    .   -  dv\ 
eos  O  =  —  .    E  — -  -f  F  — -   . 
^E\ds^       ds)' 

Pero,  en  virtud  de  (4),  tendremos  la  identidad 

I  /     du  dv\*      EG  — F«/rfz;\* 

.     .     ,                           itG  —  F*  dv 
y  por  consiguiente,     sen  e  =  ± ■= -r- . 

Y  desaparecerá  la  indeterminación  del  signo,  conviniendo  en 
contar  á  6  como  positivo,  si  v  crece  con  s, 

„     .  ,       í'EG'-^^F»  dv 

i  endremos  pues,    sen  6  =  -      ,_         --,  - . 

J'E         'i^ 

De  estas  fórmulas  y  de  las  (5)  y  (6)  se  deduce 

^,       F'ÉG  — F*  du  ,-, 

sen(.   -0)='     ^„         -^  (8) 


y  además 
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tgO  =  ^^EG  — F* 


(9) 


Edu-{-  ¥dv' 

por  la  cual  se  ve  que  el  ángulo  de  inclinación  de  una  curva,  tra- 
zada en  una  superficie,  depende  solamente  de  la  relación  de  los 
incrementos  du^  dv  de  las  coordenadas  curvilíneas  á  lo  largo  de 
la  curva. 

Si  las  líneas  coordenadas  son  ortogonales,  P"  =  o,  y  las  fór- 
mulas anteriores  se  reducen  á  *■ 

.du  ,        ,r^  dv       .    .        -\IG  dv 


sen  6  =  re  5,     tge  =  y; 


(10) 


160.  Ortogonalidad  de  dos  líneas.  Vamos  á  establecer  la 
condición  de  ortogonalidad  de  dos  curvas  C  y  C  en  un  punto  P, 
y  expresando  con  Is  el  elemento  del  arco  de  C  y  con  B«,  iv  los 
incrementos  de  las  coordenadas  cur\'ilíneas,  tendremos 


'hx  o«        ^x  Iv 
eos  {Cx)  =  -—  —  +  —  —,     eos  (C» 


^y    Olí         'ly    Iv 

^U     os  "hv     os  * 


eos  {Cz)  =  ^  —  -^  -T-  -— ; 

lu    os  Iv    os 

y  la  condición  de  ortogonalidad 

eos  {Cx)  eos  (Cx)  +  eos  {Cy)  eos  (C»  +  eos  (Cz)  eos  (Cz)  =  o 
se  reduce  á    Edulu  +  F(rfiiBz;  -f-  rfz;5«)  -f-  Grfz/íz/  =  o,  (11) 

la  cual  expresa  la  condición  para  que  dos  elementos  lineales,  traza- 
dos desde  el  punto  («,  v)  de  la  superficie  hasta  dos  puntos  infinita- 
mente próximos  {u  +  du)y  {v  +  dv)  y  (n  +  ^«)>  (^  +  ^^)»  sean 
perpendiculares  entre  sí. 

161.  Segunda  fórmula  fundamental.  Sean  a,  ¿,  c  los  cose- 
nos directores  de  la  normal  á  la  superficie  y  w  el  ángulo  de  las 
líneas  coordenadas.  Tendremos 


I 

I  J)y  i  'bz 
^E   ^«    fE   ^« 

I  c)>/  I  c)jer 
fG   ^    J^G    ^^ 

¿            ^ 

I     ?jer      I     B.r 

sen  (0 

senw 

I     ;)2r      I     ^r 
fG   ^^    fG   ^^ 
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ó  bien, 


a  = 


rEG— F' 
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I     2^x      I  2^jy 

I         \E    ^^^    fK  ^ 

sen  w       I     T^x      i  T^y 

\'G    ^7^    (G  ^^ 


d  = 


(I) 


[íy 

32 

d« 

~a« 

ay 

is 

JlZ» 

iv 

iz 

^x 

I 

lu 

^u 

/EG  —  F* 

iz 

Ix 

^v 

^v 

}>X 

iy 

I 

d» 

lu 

Veg- 

-F" 

3jr 

iy 

Iv 

iv 

La  segunda  fórmula  fundamental  de  la  superficie  es 

*  =  —  (dxda  4-  ¿^¿¿í  +  dzdc)^ 

que  en  función  de  «  y  z/  puede  escribirse  así 

tp  =  —  lrf,rrf/í  =  D¿««  +  2D'duJv  +  DVz/'. 

Vamos  á  exponer  las  diversas  formas  de  los  coeficientes  D,  D' 
y  D"  de  ^.  Derivando  las  identidades 


la--  =  0, 
}^u 


Sa  -r-  =  o, 


se  obtiene: 


^*x 
Ha— -  =  —  2. 


lü 


5a  'bx 
'bu  lu  ' 


l'x 


^,  ba  Ix  ^^  la  Ix 

lulv  '^  Ix  lu  lu  Iv 


la  Ix 
lu   Iv  * 


y  tendremos 


l^x  ,,  Ix  la 

T>  =  la -=  —  i:  —  — , 

lu^  lu  lu 
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b'x 
D'  =  ila  = 

bubV 


bx  ba  ^  bx  ba 

'^    bu    bv  "^    bv    bu  * 


_  b^x  .    bx  ba 

bv^  bv  bv 

y  en  virtud  de  las  (i)  se  obtienen  los  valores  bajo  la  forma 


rx  by  b*z 

b'x    by 

bu^   bu^  bu^ 

bu  bv  bu  bv 

I 

bx    by    '^z 
bu    bu    bu 

^EG  —  F^ 

bx      by 

bu        bu 

bx    by    bz 
bu    bv    bv 

bx      by 

bv        bv 

b^x    by    b'z 
bV'     bv^     bv^ 

D' 

I 

bx     by      bz 
bu     bu     bu 

J^EG  ~  F* 

bx     by      bz 

bv      bv      ^ 

§    2.°       SlSTExMAS    ISOTERMOS 

162.  Definición.  Consideremos  descompuesta  la  forma  cua- 
drática (4)  en  dos  factores  imaginarios  conjugados 

ds'  =  I  ^Edu  +  (F  +  ifEG  —  F*  "f^.  I 
{  r  K  \ 

fÉdu  +  (F  - /  fRG~V^  ^^  j. 

Pero  según  se  ve  en  el  cálculo  integral,  existen  factores  que 
al  multiplicar  por  ellos  ciertas  diferenciales,  las  reducen  á  diferen- 
ciales exactas.  Sea  a  +  í  v  un  factor  de  esta  clase,  de  manera  que 
tengamos 


(1 


¡X  +  /v)  l^Edu  +  (F  +  i  fÉG  —  F'  í^-1  =  rf?  +  id  I, 
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y  por  consiguiente 

(¡x  -  ív)  [fEdu  +  {F-i  J'EG  -  F'  ^1  =  rfí  -  idl; 

multiplicando  estas  dos  expresiones  y  haciendo  Á  =  — — — -,  ten- 

dremos 

ds'  =  \(df-{-d'\^*).  (I) 

Estos  sistemas  ortogonales  especiales  que  dan  la  forma  (12)  al 
elemento  lineal  de  la  superficie  se  llaman  sistemas  isoternos.  Su  ob- 
tención depende  de  la  integración  de 

dv 


p.du  +  (F  +  /  J^EG  —  F^  ^  =  o. 
'  -^     '  J^E 

ó  rfj'  =  Erf««  +  2¥dudv  +  Gdv^  =  o.  (2) 

Las  líneas  imaginarias  de  la  superficie,  que  determina  esta 
ecuación  se  llaman  líneas  de  longitud  nula,  rectas  mínimas.  Están 
caracterizadas  por  que  sus  tangentes  encuentran  al  círculo  imagi- 
nario del  infinito. 

Su  ecuación  diferencial  es 

dx^  +  ¿y  +  rfxr'  =  o      ó      ds^  =  Edu^  +  2¥dudv  +  Gdv^  =^0, 

por  medio  de  los  parámetros  uy  v,  que  descompuesta  en  los  dos 
factores  lineales  imaginarios  da 

)/E¿«  +  -Í^/¿z/  =  o,       fp.du  +  -~^~dv  =  o,       (3) 

expresando  A*  el  discriminante  EG  —  F«  que,  como  sabemos,  no 
se  anula.  Los  dos  valores  de  du  :  dv  son  imaginarios  conjugados. 
Y  si  [i.  y  V  son  dos  factores  de  integrabilidad,  obtendremos  dos  di- 
ferenciales exactas 

d<,==^{}lKdu  +  ^^-^dv\  (4) 

d^^.QlEdu  +  '^-^dv),  (5) 
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ecuaciones,  que  por  integración,  conducen  á 

cp  («,  v)  =  a,       '\'  («,  v)  =  p,  (6) 

ecuaciones  de  las  rectas  mínimas. 

El  elemento  lineal  de  la  superficie  adquiere  una  forma  especial, 
pues  si  multiplicamos  las  ecuaciones  (4)  y  (5),  escribiendo  por  bre- 
vedad —  =  X*,  será  ds*  =  y^^d^d^  (7) 

en  la  que  podemos  introducir  los  parámetros  u  y  v  por  medio  de 
las  ecuaciones  (6).  Resulta  pues  el 

Teorema.     Si  descomponemos  el  segundo  miembro  de 

ds'  =  Edu»  +  2Fdudv  +  Gdv« 

en  sus  dos  factores^  que  igualamos  a  cero,  obtendremos  dos  ecuaciones 
diferenciales  y  cuyas  integrales  resueltas  respecto  á  las  constantes  a  ^  p 
de  la  integración,  adquieren  la  forma 

<p  (u,  V)  =  a,       ^  (u,  v)  =  p. 

Si  introducimos^  por  medio  de  estas  ecuaciones,  en  vez  de  <t  y^, 
My  \  como  parámetros  en  las  ecuaciones  de  la  superficie,  el  elemento 
lineal  de  ésta  adoptará  la  forma  ds*  =  X*dad?. 

Ejemplo  I,"     Sea  el  plano  XY  (xr  =  o). 

El  elemento  lineal  es 

ds^  =  dx^  +  ¿/  =  {dx  +  idy)  (dx  —  idy). 
Las  ecuaciones  (3)  dan 

dx  +  idy  =  0,       dx  —  idy  =  o; 

é  integrando  ;r  +  (y  =  o,      x  —  iy  =  o. 

Introduciendo  a  y  P,  resulta  /£r*  =  rfa¿p. 

Ejemplo  2,"     Sea  la  esfera  de  radio  =  i. 
Las  ecuaciones  de  la  misma  son 


X  =  ucosv,      y  =  u  sen  v,      ¿r  ==  )/ 1  —  «*,  (8) 

du^     _i_    tj  * 
y  el  elemento  lineal     di*  = ;  -\-  u  av  . 
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Las  ecuaciones  (3)  dan 

du  .    .  du  .    . 

-— .    _^-  +  iudv  =  o,      - .: =r^  —  mdv  =  o, 

\i  —  u^  '  ^i  —  u^ 

é  integrando,  resulta  (9) 

—  / '  -  -\-  w  =  /a,     —  / tv  =  /3. 

u  u  "^ 

Multiplicando  estas  ecuaciones,  tendremos 

y  efectuando  operaciones,  después  de  reducir,  será 

De  igual  modo,  de  las  ecuaciones  (9)  resulta 

IV  =  /a ^   -   ,        —  jv  =  ¡ü       -  — . 

u  ^  u 

Sustituyendo  el  valor  de  «,  obtenemos  las  ecuaciones 

-— ::  =  eos  V  +  t  sen  V,     -^  =  eos  V  —  t  sen  v, 

a  4-  S  a  —  8 

y,  cosz/  =  — — r  ,       sen  z/ = z:i.  (11) 

^  2Í4  2/7ap 


(12) 


y  siendo        X*  =  ^^ — ; — 5—     sera     rfr  =  --I J--  . 

^  (I  +  aP)«  (I  +  a.3)« 

Si  sustituímos  los  valores  de  «,  eos  v  y  sen  v  en  (8)  resultará 
_   g  +  P  _  /(3-a)  _  o?  -  I 

^-r^jT^p'    ^--^^4^    ^-7+^-    (13) 

En  muchos  casos  es  conveniente  sustituir  el  parámetro  ¡3  por 
—  -,  siendo  por  tanto  a  y  —  ^  imaginarios  conjugados. 

P  r 
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Las  ecuaciones  (12)  y  (13)  se  reducen  á 

(a  -  ^r ' 

Los  sistemas  isotermos  están  caracterizados  por  una  propie- 
dad geométrica.  Para  enunciarla,  obsei-varemos  que  el  cuadrilátero 
construido  entre  dos  líneas  ^  y  •]/  y  las  dos  infinitamente  próximas 
en  los  sistemas  respectivos  ^  -\-  d^  y  14-  ¿|,  pueden  conside- 
rarse como  un  rectángulo.  Pero  si  el  sistema  es  isotermo,  y  se  hace 
crecer  á  jp  y  •{;  por  incrementos  ¿^  y  ¿|  constantes,  tomando  ade- 
más rff  =  di,  se  tiene  que:  Los  sistemas  isotermos  dividen  á  la 
supefficie  en  cuadrados  infinitesimales,  ó  en  otra  forma,  siendo 

dsu  =  Xdu,      dsp  =  "kdvy 

construyamos  en  la  superficie  las  cuivas  u  =  const,  así  como  la 
V  =  const,  tomando  respectivamente  las  series  de  valores 

«,     u  +  du,     u  +  2du,    V,     V  -\-  dv,     V  +  idv,    

Y  si  ds^  =  ds^ ,  tendremos  un  sistema  de  curvas  isométrico.  Y 
podremos  enunciar  el 

Teorema.  La  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  el  sistema 
de  curvas  coordenas  sea  isométrico  es  que  se  verifiquen  las  ecuaciones 

siendo  '^  y  ^  respectivameute  funciones  dexiydew. 

Ejemplo,     Sea  la  esfera  de  radio  =  i. 

Podemos  hacer  en  (12)  y  (13)  a  =  «  +  íV,  P  =  h  —  iv,  y  ob- 
tendremos 

2^^  2v  «*  +  z;*  —  I 

^  ^  u^  +  V^  +  l  '       ^  ^  u'+v^  +  I  '        ^  ""  ««  +  v'+  I  ' 

^  {u^  +  v^+iy 
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Las  curvas  u  =  const  y  z'  =  const  son  circunferencias  que 
pasan  por  el  punto  (4r  =  o,  ^  =  o,  r=  i)  y  cuyos  planos  son 
respectivamente  paralelos  al  eje  de  las  X  y  al  eje  de  las  Y. 

Observación  i,"  Lame  definió  las  curvas  isotermas,  con  rela- 
ción á  la  teoría  del  calor,  en  la  que  tienen  su  orígen.  Y  en  efecto, 
se  demuestra  en  la  Teoría  matemática  del  calor  que,  si  los  puntos 
de  un  plano  se  hallan  en  equilibrio  de  temperatura,  es  decir,  si  la 
temperatura  V  en  cada  punto  es  simplemente  función  de  las  coor- 
denadas X  ky  á^  este  punto,  y  no  del  tiempo,  esta  función  V (jr, y) 
satisface  á  la  ecuación 

Para  cierto  estado  de  equilibrio  de  temperatura,  una  familia  de 
curvas  ^  (4r,  y)  =  const  se  llama  isoterma,  si  la  temperatura  es  la 
misma  para  todos  los  puntos  de  cada  una  de  estas  curvas.  Esta 
variará  de  una  á  otra  curva.  Para  que  las  curvas  íp  =  C  sean  iso- 
termas, es  necesario  y  suficiente  que  exista  una  función  de  ;p  que 
satisfaga  á  la  ecuación  (i),  puesto  que  V  (x^y)  debe  ser  una  fun- 
ción de  %. 

Vamos  á  hallar  la  condición  para  que  sea  así:  Supongamos 
V  =  V  (^).  Sustituyendo  en  (i)  resulta 

Puesto  que  el  primer  miembro  solo  depende  de  ^y  también  el 
segundo.  Pero  cp  está  dada,  por  lo  que  podremos  formar  el  segundo 
miembro.  La  condición  necesaria  para  que  la  familia  ^  =  C  sea 
isoterma,  es  que  dicho  segundo  miembro  se  reduzca  á  una  función 
de  ^.  Esta  condición  es  también  suficiente  porque,  si  queda  satis- 
fecha, la  relación  precedente  permite  hallar  la  función  V(^)  por 
una  cuadratura. 
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2.*     Si  <p  satisface  á  la  ecuación  A^^  =  o,  ó  sea 

La  expresión 

E^_F^  G^-FÍ?- 

P    ■^--      —  du  -\-  — -^-_^T—      -tífe 

fEG  —  F^'  J^EG  —  F* 


es  la  diferencial  exacta  de  cierta  función  •]/,  y  se  tiene 

E-^— F-^  G-^  — F-^ 


(1) 


^«  ^EG  —  ¥*  ^  j'EG  —  F* 

Estas  ecuaciones,  resueltas  respecto  á  ?,  dan 

eÜ_f-^-^  G^-F^ 

^  ^  ^U  "b-^    bu  bV 

^«  ""      J^EG  -^^    '       bv  ~  ^G -^^^    " 

La  función  •]/  detenninada,  salvo  una  constante  arbitraria,  por 
las  ecuaciones  (i),  es  á  su  vez  una  solución  de  A,»]/  =  o,  que  lla- 
maremos solución  conjugada  de  (p. 

Observaremos,  respecto  á  las  fórmulas  (i),  que  si  el  sistema  pri- 
mitivo («,  v)  es  ya  isotermo,  se  reducen  simplemente  á 

b^  b'\  b^    b'\ 

bu  7fü  *  bv  bü' 

Estas  ecuaciones  expresan  que  <p  +  /•}/  es  una  función  de  la 
variable  compleja  u  +  iv.  Y  puesto  que  cambiando  •]/  en  —  «j/,  la 
ecuación  característica  ¿y*  =  X  (rf**  +  rf*];*)  no  cambia,  tendre- 
mos que: 

Si  está  dado  en  la  superficie  S  un  sistema  isotermo  (5.,  ij;),  cual- 
quier  otro  sistema  isotermo  {^\  ^')  se  obtiene  haciendo 

^'  +  i^'  =  F  (5p  ±  /+), 

siendo  F  el  símbolo  de  una  función  arbitraria  de  variable  compleja. 


252  LIBRO    3.° — CAPÍTULO    I 

Supongamos  que  el  elemento  lineal  ds^  =  X^rfjrf.í  se  haya  es- 
crito de  dos  maneras  distintas  bajo  la  forma 

ds^  =  XVarfp  =  A'*í/a'áP'.  (I) 

Vamos  á  ver  que  esta  ecuacjpn  solo  puede  verificarse  cuando 
a'  y  p'  dependen  de  una  sola  de  las  variables  a  y  p. 

En  efecto,  si  se  suponen  a'  y  P'  expresadas  en  función  de  las 
variables  a  y  p,  y  sustituímos  Ut!  y  í/^'  por  sus  valores 


3a'    .      ^  3a'    .^         3.3'    .     ,    3.3'    .^ 
3a  ''^  +  3.3  ''^^        3a  ''*  +  ¿  ''^' 

la  identidad  (i)  conducirá  á  las  tres  ecuaciones 

3a   3a         °'       3?    3^         ^'       3a    3^          3[á   3a 

_     A* 

La  primera  no  puede  tener  lugar  más  que  en  el  caso  de  ser  a' 
y  |5'  dependientes  de  la  sola  variable  a;  y  considerando  la  segunda, 
tendremos  los  dos  sistemas  de  soluciones 

a'=F(a),       P'  =  F.(?);       a'=F(íi),       fi' =  F,  (a).         (2) 

Luego:  Cuando  el  elemento  lineal  tiene  la  forma  ds'=  X*dadj3, 
solo  se  podrá  conservar  esta  forma  al  elemento  lineal^  cuando  se  sus- 
tituye á  las  variables  a  y  ^  las  variables  a'  ^  ^'  determinadas  por  uno 
de  los  dos  sistetnas  (2). 

163.  Red  isoMÉTRiCA.  Liouville  demostró  que  se  puede  adop- 
tar, en  una  superficie,  un  sistema  de  coordenadas  tales,  que  se 
tenga  E  =  G,  F  =  o,  donde  E  =  o,  G  =  o,  razonando  de  la 
manera  siguiente: 

Tenemos         ds^  Edu*  +  2F  dudv  -f-  GdvK 

Descomponiendo  el  segundo  miembro  en  dos  factores  de  la 
forma  Pá«-|-Qrfz;,  estos  factores  serán  imaginarios  conjugados, 
que  tendrán  factores  de  integrabilidad  también  conjugados  m-\-ni, 
m — ni,  que  los  transformarán  en  las  diferenciales  exactas  áa  4-  id't, 
doL  —  id^\  y  podremos  escribir 

í/a  -4-  ida  dT.  ~  idñ  .       í/a*  ^-  ¿?« 

ds^  =  —-, r—      ó      ds^  =  — r— — ~  . 

m  +  m     m  —  m  m*  ■{-  n* 
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Se  pueJe  pueSy  tomar  de  una  infinidad  de  maneras  E=G,  F=o. 
Las  líneas  coordenadas  forman  lo  que  se  llama  una  red  isométrica. 


§  3.°     Representación  conforme 

164.  Definiciones.  Cuando  se  ha  establecido  entre  los  pun- 
tos de  dos  superficies  S  y  S'  una  correspondencia  tal,  que  á  cada 
punto  M'  de  la  superficie  S'  corresponde  un  punto  M  (imagen 
en  S);  y  que  moviéndose  éste  en  S  con  continuidad,  el  punto  M' 
se  mueva  con  continuidad  en  S',  diremos  que  la  superficie  S' 
está  representada  en  S.  Esta  representación  es  perfecta  cuando  sa- 
tisface á  las  dos  condiciones  siguientes: 

I.**  Igualdad  de  ángulos  correspondientes.  2.**  Proporcionalidad 
en  las  áreas  correspondientes. 

Pero  si  entre  S  y  S'  no  existen  relaciones  especiales,  tendremos 
que  limitamos  á  establecer  la  correspondencia  entre  las  dos  super- 
ficies, de  manera  que  se  cumpla  una  de  estas  dos  condiciones. 

Nos  limitaremos  á  tratar  de  la  primera  representación  ó  repre- 
sentación  conforme  según  expresó  Gauss  que  estableció  esta  teoría. 

Sean  («,  v)  y  («',  v)  los  dos  sistemas  de  coordenadas  que  se  con- 
sideran en  las  dos  superficies,  cuyos  elementos  diferenciales  serán 

ds*  =  Edu'  +  2Fdudv  +  Gdv\  (i) 

á/*  =  E'rf«'*  +  2¥'du'dv'  +  G'dv'K  (2) 

Si  por  la  representación,  á  cada  punto  («',  i/)  de  la  segunda  su- 
perficie debe  corresponder  un  punto  («,  v)  de  la  primera,  esto  sig- 
nifica analíticamente  que  («',  v)  deberán  ser  funciones  de  («',  i/)  y 
vice-versa.  Supongamos 

«'  =  u  («,  v)      v'  =  V  («,  v\  (3) 

y  que  estas  funciones  sean  finitas  y  continuas,  así  como  sus  deri- 
vadas C-»  ^    >  ;^>  >  -  en  toda  la  superficie  S',  sobre  la  que  se 
^u     ^v     lu     ^ 

hace  la  representación. 
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Si  por  medio  de  las  (3)  operamos  en  la  (2),  tendremos 
ds'-  =  E,á«*  +  2V\dudv  +  Gjrfz;», 
donde  se  ha  hecho,  por  brevedad, 


'=.  =  ^'^W  + 


La  condición  impuesta  á  la  representación  exige  la  semejanza 

ds' 

de  las  partes  infinitesimales,  ó  sea  que  la  relación  -j-  de  dos  ele- 

as 

nientos  lineales  correspondientes  que  unen  en  S  y  S'  los  puntos 
(«,  v),  {u-\-dUy  v'+dv\  pudiendo  depender  de  la  posición  del 
punto  en  S,  sea  independiente  de  las  direcciones  de  dichos  ele- 
mentos, es  decir,  que  se  tenga 

^   dv        ^  /dvV 
ds^  dv  /dvV 

dv 

independientemente  del  valor  del  cociente  -j- ,  lo  que  da  las  pro- 
porciones 

E,  F,  _  G, 

•e=T~g"'  ^^> 

que  son  dos  ecuaciones  de  derivadas  parciales  de  primer  orden, 
cuya  integración  resuelve  el  problema  propuesto.  Pero  indepen- 
dientemente de  los  teoremas  generales  acerca  de  la  existencia  de 
la  integral,  se  puede  resolver  de  muchas  maneras  en  el  caso  de 
estar  representadas  las  dos  superficies  por  sistemas  isotermos. 
165.     Resolución  del  problema.     Teorema.     En  toda  re- 
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presentación  conforme^  d  un  sistema  ortogonal  isoterma  en  la  primera 
superficie  corresponde  un  sistema  ortogonal  isotermo  de  la  segunda. 
En  efecto,  se  tiene  en  S  un  sistema  ortogonal  isotermo  (a,  |3) 
que  puede  suponerse  reducido  á  los  parámetros  isométricos,  de 
modo  que  se  tenga  para  el  elemento  lineal  ds 

Debiendo  conservarse  en  S'  los  ángulos,  corresponderá  un  sis- 
tema ortogonal,  que  conservará  los  parámetros  «  y  P,  y  tendremos 

Pero,  puesto  que  la  representación  es  conforme,  deberán  quedar 

satisfechas  las  ecuaciones  (4),  y  por  consiguiente  será  — ^  =  --- , 

esto  es,  E,  =  G,  lo  que  demuestra  que  el  sistema  (a,  P)  sobre  S' 
es  también  isotermo,  y  «  y  P  son  parámetros  isométricos. 

Recíprocamente.  Si  en  una  representación  de  S'  sobre  S  se  hace 
corresponder  a  un  sistema  isotermo  en  S  un  sistema  isotermo  en  S', 
podrá  determinarse  la  relación  entre  los  parámetros^  de  manera  que 
la  representación  sea  conforme. 

Se  tiene,  en  efecto,  en  S  el  sistema  isotermo  (a,  P)  reducido  á 
los  parámetros  isométricos  con  áj *  =  X  (rfa*  +  rfp*)  y  análoga- 
mente el  sistema  isotermo  (a',  p')  en  S'  con  ds'^  =  X'  (da'*  +  rfP'*). 

Si  queremos  que  corresponda  al  sistema  (a,  p)  el  (a',  P'),  será 
necesario  tomar 

a'=f(a).         P'  =  +(P) 

y  se  tendrá:         ds'^  =  X'  [( J)^a^  +  (^Í  ^^']- 

La  condición  impuesta  á  la  representación  exige  que  se  tenga 

— I — r~    °    •^  =  -  ¿p  =  '"^ 

donde  m  es  una  constante.  Integrando,  resulta 

a'  =  :p  (a)  =  «a  +  «,       p'  =  ^  ((i)  =  ±  «p  +  „', 
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siendo  ;;/,  «,  n  constantes  arbitrarias  reales;  es  por  tanto  nece- 
sario hacer  * 

a'  +  ;?'  =  w  (a  ±  /p)  +  c,  (5) 

con  la  constante  real  m.  Esto  sentado,  sean  (a,  P)  y  (a, ,  p^)  dos  sis- 
temas isotérmicos  (reducidos  á  parámetros  isométricos)  en  S  y  S'. 
Si  suponemos  que  existe  una  representación  conforme  de  S'  en  S, 
al  sistema  isotermo  (a,  P)  en  S  deberá  corresponder  un  sistema  iso- 
termo  (a',  p')  en  S',  que  podremos  suponer  reducido  á  parámetros 
isométricos.  Entonces  se  verificarán  entre  a'  -f-  /p'  y  a  ±  /p  las 
relaciones  (5).  Por  otra  parte,  siendo  (a,,  p,)  otro  sistema  isotermo 
en  S',  se  deberá  tener 

a,  +  /p,  =  F  (a'  ±  /?•); 

y  por  consiguiente  será 

«I  +  /?,  =  ^  (ot  ±  /p).  (6) 

Así  pues:  Si  en  S  yS'  se  conocen  dos  sistetnas  isotermos  (a,  p)  y 
(^i »  Pi)  reducidos  á  parámetros  isométricos^  el  modo  más  general 
de  obtener  una  representación  conforme  de  la  una  superficie  sobre 
otra^  está  dado  por  la  fórmula  (6)  en  la  que  t^  es  el  símbolo  de  una 
función  arbitraria, 

166.  Representación  conforme  de  un  plano  sobre  otro. 
Consideremos  dos  planos  referidos  á  las  coordenadas  rectangu- 
lares (,r,  y)  y  (X,  Y),  y  establezcamos  la  correspondencia 

X  =  P(;r,j^),       Y  =  Q(4r,^) 

entre  sus  puntos. 

Según  se  ve  (pág.  255)  la  condición  necesaria  y  suficiente  para 
que  la  transformación  conserve  los  ángulos  es  que 

¿X*  -\-dY*=\  {dx'  +  dy% 

siendo  >w  independiente  de  las  diferenciales,  es  decir,  dependiente 
solo  de  X  é  y.  Esta  condición  equivale  á  las  dos  relaciones 

{E\\  (^-^\=.  (^  \\  /"^V   ^p  2^  4-  ^  ^Q  =  o 
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Estas  condiciones  que  deben  verificar  las  funciones  P  y  Q,  se 
pueden  simplificar,  pues  la  segunda  se  reduce  á 

Ix  '  }y         Ix  '        ly  ^ 

el  valor  común  de  dichas  relaciones,  que  es  igual,  en  virtud  de  la 
primera  ecuación,  á  ±  i.  Se  tiene  pues 

Ix         «¡y '       'by  Ix  Ix  ly'       Ty  T^x' 

Y,  para  pasar  del  segundo  sistema  al  primero,  basta  cambiar 
Q  en  -  Q. 

Sea  el  primer  sistema.  Si  P  y  Q  satisfacen  á  las  relaciones  co- 
rrespondientes, la  transformación  X  =  P  (.r,  y)^  Y  =  Q  {x,  y)  con- 
serva los  ángulos,  y  efectúa  por  tanto  la  representación  conforme 
Qntre  los  dos  planos. 

Ejemplo  if  Plano  con  plano.  Sean  {x^y)  y  {x^ ,  y^)  las  coor- 
denadas de  dos  puntos  correspondientes.  Las  fórmulas  más  ge- 
nerales de  la  representación  conforme  son  (F  y  Fi  expresan  dos 
funciones  conjugadas) 

X  +  iy=V  {x^  +  iy,\       ;r  —  í>  =  F,  {x,  —  iy,)        (i) 
ó  X  +  iy=¥{x^  —  iy,\    ^x  —  iy  =  F,  {x,  +  (y,).        (2) 

a^ 
Sea  como  ejemplo  en  (i),  F(S)  =  ^,  expresando  a  una  cons- 
tante y  S  el  argumento  complejo  de  x±iy^  lo  que  constituye  la 
npresentacián  por  radios  vectores  recíprocos.  Las  fórmulas  de  repre- 
sentación son 


"+'-^- -.+(»'.• 

«» 

X  —  ly  =— 

X,  —  ty^ 

De  estas  fórmulas  resulta 

a-   1    r*            ***           "^       '^' 

a*x,                    a*y, 

-"    .••^-^.' +>-.»•   y-  y. 

""    ''~x*+yr^~x,*+A 

17 
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Para  esta  representación  geométrica,  consideremos  superpuestos 
los  planos,  de  manera  que  +  X  y  +  Y  coincidan  con  +  X,  y 
-h  Y|.  Tendremos  así  una  representación  del  plano  consigo  mismo. 

Ejemplo  2/  Sea  la  ecuación  que  representa  el  sistema  de 
elipses  é  hipérbolas  homofocales 

Si  X*  >.  ¿:*,  se  tiene  una  elipse  y  si  X*  <;  c^  una  hipérbola.  Ha- 
gamos ¿:  =  I,  y  consideremos  las  curvas 

—  +  .^ =  I       con       X*  >  I  (elipses) 

K  Al 

—^  -I 5 =1       O  <  [A*  <  I  (hipérbolas). 

Supongamos  x  íy  positivos.  A  todo  valor  de  X*  y  [jl*  corres- 
ponde un  punto  [x^y).  Y  se  tiene  resolviendo 

^,  =  XV,      y=(>^*  -i)(i-fA*), 
de  lo  que  resulta 

¿..  +  ¿y  =  4  (X*  -  ,0  (^^,— ^  +  ^-^). 

Pero,  si  se  hace     -^^t=-_™-  =  ¿a,  ,  =  d% 

yX*  ~-  I  M  —  l^* 

se  tendrá  dx^  +  df  =  m  (rfa*  +  rf^*); 

luego  la  correspondencia  entre  (x^  y)  y  (a,  P)  conserva  los  ángulos. 
Se  tiene  por  otra  parte 

a  =  log  (X  +  ^X*  —  I),        P  =  are  sen  jx; 

y,  por  consiguiente,  sustituyendo  X  y  [i.  por  sus  valores  en  función 
de  a  y  p, 

,r  =  -  (^  +  ^"*)  sen  p,      y  =  -(f'  —  ^-*)  cosp.        (2) 
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Esta  transformacipn  entra  en  el  segundo  tipo.  Cuando  el  punto 
(a,  P)  describe  en  su  plano  una  paralela  á  uno  de  los  ejes,  el  punto 
(x,  y)  describe  una  elipse  ó  una  hipérbola.  Estas  elipses  é  hipérbo- 
las son  homofocales. 

La  transformación  (2)  que  conserva  los  ángulos,  transforma 
estas  elipses  y  estas  hipérbolas  en  dos  sistemas  de  rectas 
a  =  const.,     P  =  const. 
Estos  sistemas  de  rectas  for- 
man sistemas  isotermos;  y  po- 
dremos enunciar'^l 

Teorema  de  Lame.  Las  elip- 
ses y  las  hipérbolas  homofocales 
forman  un  sistema  de  curvas  or~ 
togonales  isotermas. 


Figura  91 


Figura  92 


Figura  93  Figura  94 

Observación,  La  transformación  por  radios  vectores  recípro- 
cos cambia  entre  sí  sistemas  ortogonales,  un  sistema  isotermo  en 
otro.  Así: 

I.**  Un  sistema  isotermo  de  dos  series  de  rectas  se  transforma 
en  el  sistema  de  todas  las  circunferencias  que  pasan  por  un  punto, 
siendo  tangentes  á  una  de  dos  rectas  perpendiculares  entre  sí  (fi- 
guras 91  y  93). 

2.**  Un  sistema  isotermo  formado  por  circunferencias  concén- 
tricas y  sus  radios  se  cambia  en  un  sistema  de  circunferencias  de 
las  que,  una  serie  está  formada  por  todas  las  que  pasan  por  dos 
puntos  fijos,  mientras  que  la  otra  se  compone  de  los  círculos  orto- 
gonales á  los  primeros  (figuras  92  y  94). 
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3.°  Sistemas  isotermos  de  elipses  é  hipérbolas  confocales  en 
sistemas  isotermos  de  dos  series  de  curvas  de  4.°  orden  (*). 

167.  Representación  de  la  esfera  en  el  plano.  Conside- 
remos las  ecuaciones  del  ejemplo  tratado  en  la  pág.  249.  Tomando 
'^i>  Ji  por  coordenadas  del  plano,  será  (6)  (pág.  256) 

u  +  iv  =  ¥(x,  +  />,),       u  —  iv  =  F,  (;r,  —  iy,), 

expresando  F  y  Fj  dos  funciones  conjugadas. 

Podemos  decir,  que:  La  representación  conforme  más  general  de 
una  superficie  sobre  otra  se  obtiene  igualando  la  variable  compleja  de 
la  una  a  una  función  de  la  variable  compleja  dé  la  otra. 

Ejemplo  jS    Superficies  de  revolución. 

Las  coordenadas  son 

X  ^=  r  eos  03,      y  sen  o,      z  =  ^  (r), 

siendo  jsr  =  &  (r)  la  ecuación  de  la  curva  meridiana.  El  elemento 
lineal  es 

¿y«  =  [I  -^  a>'* (r)l  ¿r'  -f-  rVü)*. 

Cambiando  el  parámetro  r  por  el  arco  u  del  meridiano,  contado 
á  partir  de  un  punto  fijo,  tendremos 

u  =  JU~+  ?"' W  dr      y      r  =  +  («). 

La  función  •}  estará  dada  por  la  naturaleza  efe  la  curva,  y  se  tendrá  » 

di'  =  du'  -f-  r'dio\ 

Corolario.     En  toda  superficie  de  revolución  los  meridianos  y 
los  paralelos  forman  un  sistema  ortogonal  isotermo. 
Observación,     Por  ser 

Cdu 
se  ve  que  los  parámetros  isométricos  son  w  y  Ui=  I  — . 

Ejetnplo  2f     Esfera.     Sea        ;r'  +  y  H-  ^*  =  i. 
Tenemos    x  =  sen  u  eos  v,    y  =  sen  u  sen  Vy    z  =  eos  «, 


(*)    Sofus  Lie   Geomttrie  der  Bertíhrungstransformationen.  Erst.  Hand  p.  8 
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siendo  v  la  longitud  y  la  «  la  distancia  angular  del  punto  al  polo 
«  =  o,  ó  sea  el  complemento  de  la  latitud.  Tendremos 


¿y»  =  du^  -J-  sen*  udv^ 


—  í  JüL  — 

*      J  sen  u 


log  tg  -  u. 


Podremos  hacer  la  representanciófi  estereográfica  polar ^  tomando 
como  variable  compleja  en  la  esfera 


T  =  ^ -«!+««' 


T  =  cot  -  w  .  ^+»«' 
2 


y  por  variable  compleja  ^  en  el  plano  del 
ecuador  X^  =  ^e*^;  y  haciendo  t:;=C,  ó  sea 


c  =  cot  ■ 


1  =  2/, 


tendremos  la  representación  conforme  de  Figura  95 

la  esfera  en  el  plano  del  ecuador.  Desde 

el  polo  «  =  o  se  proyecta  el  punto  M  («,  v)  de  la  esfera  en  el 

plano  ecuatorial.  Podemos  considerar  la  transformación 

»  +  íV  =  ^1  +  í>, ,     u  —  w  =  x^  —  />»     ó     x^=u,    y^  =  V. 

Y  tendremos  entre  las  coordenadas  (;r,  y^  z)  de  la  esfera  y  las 
del  plano  (x^^y^,  las  relaciones 


2X, 


^i'+^'i'+i' 


y  = 


2r, 


^i*-l-j^.*+i' 


z  = 


^1*  +  ^'i*  +  r 


Mediante  estas  fórmulas  se  corresponde  cada  punto  (^r^,  y^) 
del  plano  con  un  punto  {x,  y,  z)  de  la  esfera;  y  de  ellas  se  deducen 
las  siguientes: 

X,  (I  —  £r)  =  4r,   .  y^  (I  -  z)  =y. 

En  la  figura  95  se  establece  la  correspondencia,  de  manera  que 
coincidan  los  ejes  de  las  ^r  y  de  las  ^^  del  plano  y  de  la  esfera.  Rectas 
trazadas  por  el  origen  y  círculos  concéntricos  cuyo  centro  es  el 
origen,  representan  á  los  meridianos  y  á  los  paralelos.  A  un  círculo 
de  la  esfera  cuyo  plano  es 

A;r  -f.  Br  +  CíT  -|-  D  =  o. 
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corresponde  en  el  plano  la  curva 

2Ax,  +  2Br.  •+  c  {x\  +  y,  _  I)  -I-  D  (x\  +/,  ^-  i)  =  o, 

que  es  una  circunferencia. 

jf    Proyección  de  Mercator.     Tenemos  la  representación 

u  +  iv  =  ^*«"^'^»,       u  —  iv  =  ^^«"'^i 
que  conduce  á     «  =  ^'»  cos^i ,     v  =  e^*  seny^ 
y  en  virtud  del  ejemplo  de  la  pág.  249 

2e^^  zo^y^  2e^^  seny^  e^'  —  i 

A  los  paralelos  e  =  const.  corresponden  en  el  plano  paralelas 

y 

al  eje  de  las  Y,  x^  =  const.,  á  los  meridianos  -  =  const.  de  la  es- 

X 

fera  las  paralelas  al  eje  Xj  =  const.,  y^  =  const.,  resultando  en  el 
plano,  dos  seríes  de  paralelas  que  se  cortan  perpendicularmente. 

4."  Determinar  todos  los  sistemcLs  ortogonales  de  circuios  ó  de 
rectas  sobre  el  plano.  La  condición  necesaria  y  suficiente  para  que 
dos  círculos  de  la  esfera  se  corten  según  ángulo  recto  es  que  el 
plano  del  uno  pase  por  el  polo  del  otro.  Y  debiendo,  por  consi- 
guiente, los  polos  de  los  planos  de  los  círculos  de  uno  de  los  sis- 
temas (C),  hallarse  situados  en  cada  plano  de  un  círculo  de  (C), 
su  lugar  es  la  recta  r\  por  la  que  pasan  todos  los  planos  del  se- 
gundo sistema.  Y  análogamente  todos  los  planos  de  los  círculos 
del  sistema  (C)  pasan  por  una  recta  r,  que  es  la  polar  recíproca  de 
r'  respecto  á  la  esfera. 

De  esto  concluímos  que  el  modo  más  general  de  construir  un 
doble  sistema  ortogonal  de  círculos  de  la  esfera,  es  cortarla  por  dos 
haces  de  planos,  cuyos  ejes  sean  rectas  polares  recíprocas  respecto 
á  la  esfera. 

Supongamos  en  primer  lugar  que  la  recta  r  no  sea  tangente 
á  la  esfera,  ó  que  su  polar  recíproca  r'  corte  á  la  esfera  en  dos 
puntos  reales  distintos,  que  serán  comunes  á  todos  los  círculos  del 
sistema  respectivo.  Proyectando  estereográficamente  sobre  el  plano, 
tendremos: 
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a)  Dos  haces  ortogonales  de  círculos^  uno  con  dos  puntos  de 
base  realy  y  el  otro  con  puntos  de  base  imaginarios. 

En  particular,  si  res  el  eje  polar  de  la  esfera,  el  sistema  i.**  se 
cambia  en  las  rectas  de  un  haz  y  en  círculos  con  el  centro  en  el 
centro  del  haz. 

Si  r  es  tangente  á  la  esfera,  r'  será  tangente  á  la  esfera  en  el 
mismo  punto,  en  dirección  ortogonal  á  r,  y  por  proyección  este- 
reográflca  se  obtiene  en  el  plano: 

b)  Dos  sistemas  de  circuios  tangentes  en  el  mismo  punto  á  dos 
rectcís  ortogonales. 

En  particular,  si  el  punto  de  contacto  de  r,r  con  la  esfera  es 
el  polo  de  proyección,  tenemos  en  el  plano,  como  caso  límite,  un 
sistema  doble  ortogonal  de  rectas. 

168.     Representación  de  la  esfera  en  sí  misma.     De 

^  _  I  -  «P       „_/(l-haP)       ,_a  +  P 
resulta  (U*  =z 


A  cada  par  de  valores  a,  p  corresponde  un  punto  de  la  esfera 

real,  cuando  a  y  —  —  son  imaginarios  conjugados.  A  otro  par  a, , 

P 
,8,  análogo,  corresponde  un  punto  (x^,y^,  z^)  de  la  esfera 

.        ^  -  ^*Pt        ,  _  ^'(i+««P»)        ^  _  «t+Pi 
•^i  =  Q-  »       ^i 1 S »       ^í  —  Z rT  » 

«1  —  Pl  «I  —  Pl  «I  -  Pl 

siendo  el  elemento  lineal   dsi^  =         *      * 


(a,  -  P.r 
Hagamos  a,  =  F  (a),       P,  =  F.  (P). 

A  cada  punto  de  la  esfera  (a,  P)  corresponde  otro  (a,,  Pj.  La 
esfera  queda  representada  por  sí,  y  por  representación  conforme, 
cuando  se  corresponden  las  rectas  mínimas. 

Si  al  hacer  girar  á  la  esfera  alrededor  de  su  centro,  expresamos 
por  la  variable  compleja  t  los  puntos  de  la  esfera  y  por  t'  el  punto 
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á  que  llega  t,  después  del  movimiento;  en  virtud  de  ser  iguales  dos 
figuras  descritas  por  puntos  correspondientes  t  y  t',  será  t'  una 
función  lineal  de  t 

ya  que  t'  tiene  tan  solo  un  valor  para  un  valor  de  t  é  inversamente 
y  además,  porque  en  la  esfera  como  en  el  plano  de  representación, 
á  cada  circunferencia  descrita  por  t  corresponde  una  circunferencia 
descrita  por  t'.  Y  las  representaciones  conformes  del  plano  en  el 
mismo,  que  cambian  circunferencias  en  circunferencias,  se  dan  me- 
diante sustituciones  lineales. 

Igualemos  á  i  el  determinante  ao  —  ¡Sy  de  la  sustitución  lineal, 
que  es  distinto  de  cero.  Y  vamos  á  obtener  las  relaciones  particu- 
lares que  deben  existir  entre  los  coeficientes  ot,  fJ,  y,  I  para  que  la 
sustitución  represente  un  movimiento  de  la  esfera.  Para  ello,  ex- 
presemos el  elemento  lineal 

ds*  =  du*  +  sen*  udv* 

de  la  esfera  mediante  la  variable  compleja  t  y  su  conjugada  t^. 

Siendo       t  =  cot  -  «¿'•^       t„  =  cot  -  ^      » 
2  2 

4rfTrfT„ 
resulta  que  ds^ 


(^^oM-  ly' 


Para  que  la  sustitución  (i)  represente  un  movimiento,  es  nece- 
sario y  suficiente  que  sea 

d-c'd^Q  dxd-^Q 


y  siendo,  en  virtud  de  (i), 

d '  =       ^^  ¿   _        rf^o 

(Y'  +  S)"        '       (Yo-'. +  8.)»' 

(ax  +  p)  (a„x.  +  p.)  +  (y,  +  S)  (y„x.  +  8.)  =  tx„  4-  I. 
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Puesto  que  la  última  relación  se  verifica  para  cualquier  valor 
de  t,  será 

que  por  ser  a$  —  py  =  i,  se  reducen  á  las  condiciones  necesarias 
y  suficientes,  í  =  a<,,  y  =  --Pj„  esto  es,  que  o  es  la  conjugada 
de  a  y  y  la  conjugada  de  P,  cambiada  de  signo.  Resulta  pues,  el 
Teorema.  El  movimiento  más  general  de  la  esfera  compleja  en 
si  misma  se  representa  mediante  la  sustitución  lineal 

169.  Ejemplos  de  representación  conforme.  La  teoría  de 
las  funciones  de  una  variable  compleja  ofrece  sistemas  de  funcio- 
nes P(;ir,  >')  y  Q{x,  j^)  que  permiten  efectuar  una  representación 
conforme. 

Consideremos  una  fracción  racional  de  z,  F  (5),  cuyos  coeficien- 
tes son  cantidades  reales  ó  imaginarias.  Hagamos  s  =x  -}-  i}^;  y 
podremos  escribir  F{g)  bajo  la  forma  P  {x,y)  +  iQ  {x,  y)  siendo  P 
y  Q  funciones  racionales  de  ;r  y  de  y.  Derivando,  sucesivamente 
los  dos  miembros  de  la  identidad 

F(ir)  =  P(;r,j/)  +  iQ(^,>') 

con  relación  k  x  é  y\  siendo  P  y  Q  funciones  racionales  reales, 
tendremos 


de  lo  que  resulta    1  ( \-  i  - 

\  T^x  ( 

'"^^^  ^  =  V 

La  transformación  X  =  ?(x,-y),  Y  =  Q(;r,  j/)  conservará  los 
ángulos. 


SP 

aQ 

íF 

'(«)  = 

~  V 

+  i 

Jy" 

\_ 

3P 

4- i 

3Q. 

:  

/ 

ly 

1 

aj'* 

aP 

5Q 

iy 

7)x' 
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Sea  F (z)  = —-.    (i)  (ad—ic^z  o). 

expresando  a,  b,  c^  d  cuatro  constantes  reales  ó  imaginarias. 

dZ  -h  b 

Tenemos  la  sustitución  lineal  Z  = -.  que  establece  la  co- 

cz  -\'  d 

iTespondencia  entre  el  punto  (X,  Y)  y  el  {x^y).  Esta  correspon- 
dencia resulta  de  las  transformaciones  siguientes: 
I.**    Consideremos  la  sustitución  Z  =  az. 

Haciendo      Z  =  R^*^,    z  =  re'\    a  =  >&^**, 
se  tendrá  R  =  ^,      Q  =  o>  -f"  «*• 

Esta  transfoi-mación  consiste  en  tomar  el  punto  homotético  del 
z,  y  hacerle  girar  después  en  un  ángulo  a  alrededor  del  origen. 

2.^  Sea  Z  =  5  +  ¿.  Esta  transformación  equivale  á  una  tras- 
lación igual  y  paralela  á  la  recta  que  une  el  origen  con  el  punto 
correspondiente  á  la  cantidad  imaginaria  b, 

3.*^     Sea  Z  =  -  .  Se  tendrá  R  =  - ,  Q  =  —  co. 

Z  T 

El  punto  (X,  Y)  es  el  simétrico,  respecto  á  Ox  del  punto  trans- 
formado de  {x,y)  por  radios  vectores  recíprocos. 

az  -\-  b 

Caso  general.^  La  transformación  Z  = -. ,  se  obtiene  com- 

*"  cz  -\-  d 

binando  las  anteriores.  En  efecto,  podemos  hacer  Z  =/  + 


cz  4-  d' 


y  sucesivamente  /=^cz,  z''  =  z  +  d,  jgr*  =  — ,  Z  =/  +  z*^. 

Zr 

Teorema.  La  transformación  (l)  transforma  en  general^  una 
circunferencia  en  otra  circunferencia,  pues  cada  una  de  las  trans- 
formaciones parciales  en  general,  efectúa  dicha  transformación. 

170.     Transformación  del  semi-plano.     Supongamos 

oá  —  ¿¿:=  I. 

T  .-.     .'  ,       az  +  b      ,      í     az  +  b\ 

La  sustitución     z  = ; — -^     o     I  jsr,  ■ — -  I , 

cz  '\'  d  \     cz  -i-  d) 

az  \-  b 
expresa  que  se  sustituye  z  por  — -— : . 
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Esta  sustitución  transforma  el  semi-plano  en  sí  mismo,  es  decir, 
que  á  un  punto  del  semi-plano  corresponde  un  punto  del  semi- 
plano,  pues  de 

'     ,        .,         a  (;r  +  />)  +  ¿  V 

X  +  í  Y  =     ;         .  :        ,     resulta     Y  = 


c{x-{-iy)  +  d  {ex  +  dy  +  c^y  • 

Y  tiene  el  mismo  signo  que  y,  A  un  punto  del  eje  Ox  corres- 
ponde un  punto  del  mismo.  La  sustitución  transforma  en  sí  mismo 
el  semi-plano  situado  en  la  parte  superior  de  Ox\  y  transforma  una 
circunferencia  cuyo  centro  se  halle  en  Ox,  es  decir,  ortogonal  á 
esta  recta,  en  otra  circunferencia,  que  deberá  ser  ortogonal  á  la 
transformada  de  0;r,  es  decir,  á  Ox.  Por  consiguiente,  su  centro 
estará  en  el  eje  Ox.  Y  toda  recta  perpendicular  á  Ox  se  transfor- 
mará en  una  de  dichas  circunferencias. 

Una  serie  indefinida  de  sustituciones  de  la  forma 


/     az  +  b\ 
V'  cz  +  dP 


(I)  {ad  —  bc=\) 


siendo  a,  b,  r,  d  reales,  fortnan  un  grupo  (el  grupo  modular).  Este 
grupo  es  discontinuo  en  el  semi-plano,  cuando  para  un  punto  arbi- 
trario A  del  mismo,  exterior  al  eje  real,  no  exista  en  el  grupo,  nin- 
guna sustitución  que  transforme  A  en  un  punto  diferente  de  A  y 
cuya  distancia  á  éste  sea  menor  que  una  cantidad  tan  pequeña 
como  se  quiera.  Estos  grupos  discontinuos,  cuya  teoria  ha  estable- 
cido M.  Poincaré,  constituyen  los  grupos  fuschianos. 

Por  ser  uno  de  estos  grupos  G  discontinuo,  se  podrá  dividir  el 
plano  ó  una  parte  de  éste  en  una  infinidad  de  regiones  que  gocen 
de  las  siguientes  propiedades: 

Cada  una  de  ellas  corresponde  á  una  de  las  sustituciones  del 
grupo  G.  La  que  corresponda  á  la  sustitución  (5,  f^iz)),  se  llamará 
la  R,-  y  la  que  corresponda  á  la  sustitución  (5,  /<,  {z))  ó  (5,  z)  se 
llamará  R^. 

Cuando  z  esté  en  el  interior  de  R^,  fi(z)  deberá  ser  interior  i  Ri, 
es  decir,  que  R,  será  transformada  de  R©  por  la  sustitución  (5,  f{z% 

Decir  que  R¿  es  la  transformada  de  Ro  por  una  sustitución  real, 
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es  decir,  que  estas  regiones  son  congruentes,  y  por  tanto,  que  to- 
das las  regiones  R  son  congruentes  entre  sí.  Ó  también  podemos 
decir,  que  la  división  del  plano  en  una  infinidad  de  regiones  es  re^ 
guiar ^  cuando  al  deformar  éstas  de  una  manera  continua,  se  pueda . 
hacer  coincidir  el  nuevo  modo  de  división  con  el  anterior  de  tal 
manera,  que  cada  región  de  la  nueva  división  coincida  con  una  re- 
gión de  la  antigua,  y  que  una  región  dada  cualquiera  del  nuevo 
modo  de  división  coincida  con  una  región  dada  igualmente  cual- 
quiera del  antiguo  modo.  Al  aplicarse  la  sustitución  \z,  f¿z)\  á  las 
diferentes  regiones  R,  cada  una  de  éstas  se  cambia  en  otra  región 
R  y  R^j  se  cambiará  en  R,-. 

Esto  sentado,  M.  Poincaré,  reduce  el  problema  de  la  obtención 
de  los  grupos  Fuschianos  á:  Subdividir  de  una  manera  regular  el 
plano  ó  una  parte  de  éste  en  una  infinidad  de  regiones  todas  con- 
gruentes  entre  sí  (*). 

Limitándonos  al  grupo  formado  por  las  sustituciones  (i),  obser- 
varemos que  la  relación 

az  ->t-  b                                     y 
Z  = ; — -.     da      Y  =  ■; T-- --T ; 

cz  ->c  d  (ex  +  df  4-  cY 

de  manera  que  si  | Y  — y\  <;s,  el  denominador  {ex  -f-  dy  +  c-y^ 

y 

es  menor  que  —^ — . 
y  —  z 

Por  consiguiente,  los  enteros  c  y  d  solo  pueden  tener  un  nú- 
mero limitado  de  valores.  Además,  si 

siendo  h|,  como  e  inferior  á  un  número  determinado  muy  peque- 
ño, íí  y  ¿  tampoco  podrán  tener  más  que  un  número  limitado  de 
valores.  El  número  de  las  sustituciones  será  finito  y  el  grupo  dis- 
continuo. 

El  razonamiento  empleado  supone  á  y  diferente  de  cero,  es 


(*)    TKiorit  dt$  groupes  f\tehsiens. 
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decir,  que  z  no  se  halla  en  el  eje  Ox.  Para  los  puntos  de  éste  el  gru- 
po es  continuo,  lo  que  se  ve  considerando  la  sustitución  del  grupo 

^  _  (I  +  g^)  i?  —  g^ 
c^z  -I-  I  —  ac    ' 

en  las  que  ay  c  son  enteros  cualesquiera.  Esta  sustitución  puede 
escribirse  bajo  la  forma 


cZ  —  a         cz  —  a 


+  c. 


Si  pues,  partiendo  de  un  punto  arbitrario  r,  se  repite  esta  sus- 
titución un  número  infinito  de  veces,  se  obtendrá^un  número  infi- 

a 
nito  de  puntos  que  tienden  hacia  el  punto  Z  =  ~ . 

Ahora  bien;  si  r  es  real,  todos  los  puntos  así  obtenidos  son  rea- 
les, y  se  tendrá,  por  consiguiente  en  la  proximidad  de  - ,  un  número 

c 

infinito  de  puntos  correspondientes,  lo  que  es  contrario  á  la  hipó- 
tesis de  ser  el  grupo  discontinuo  en  el  eje  Ox. 

El  grupo  discontinuo  considerado  conduce  á  dividir  el  semi- 
plano  en  un  número  infinito  de  triángulos. 

Para  llegar  á  esta  subdivisión  M.  Picard  establece  la  noción  de- 
bida á  Lagrange  de  forma  cuadrática  reducida^  estableciendo  que: 
En  un  sistema  de  formas  definidas  positivas  equivalentes^  no  existe 
más  que  una  reducida 

Ax'  +  2Bxy  4-  Cy', 

excepto  cuando    .    A  =  C     ó     2|B|=A.     (♦) 

az  +  b 

Haciendo  enseguida  xr  =  ;r  +  y^,  la  parte  real  de  -.  se 

cz  '\-.  a 

reduce  á 

ac  (.r*  +  y.)  -h  {ad  -f-  be)  x  +  bd 
c^(x^+y)+  2cdx+  d'        * 


(•)    Traite  d'Analytey  t.  I,  págs.  44'2-46. 
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y  el  cuadrado  de  su  módulo  es  igual  á 

«*  {x'^  +  >*)  +  2a6x  +  ¿* 
c'  {x^  +  y)  ^-■  2¿:rf.r  +  d* ' 

Considerando  la  forma  cuadrática 

X*  +  2;rXY  +  (x'  +  / )  Y*,  (>^  >  o) 

en  la  que  x,  y  tienen  valores  determinados,  y  efectuando  la  sus- 
titución 

(X,  Y,  ¿X  +  ¿Y,  ¿:X  +  aS\ 
resulta 

[¿:*(^'+y)  +  2¿:¿;r+¿*]X*  +  2[(.r«+/)a¿:+-(tfrf+¿0^  +  *¿JXY 

+  \a^  (4r«  +  /)  +  2tf¿;r  +  ¿«]  Y*. 

Eligiendo  los  enteros  n,  ¿,  r,  rf  {ad  —  bc)^=\)  de  manera  que 
esta  forma  sea  reducida,  se  tendrá 

c"  {x^  +y)  +  2cdx  +  ¿*  <  a»  (AT*  +/)  +  2abx  +  ¿S 

~  2  "^        ¿r^'C^r'+y)  +  2cdx  '\-  d*        ^  2  * 

Luego,  eligiendo  convenientemente  los  enteros  a^  ¿,  c,  d,  el  mó- 
dulo de  la  forma  considerada  será  mayor  que  la  unidad,  hallándose 

comprendida  su  parte  real  entre y  +-.  Luego: 

A  todo  punto  z  del  semi-plano  corresponde^  mediante  una  susti- 
tución  conveniente  del  grupo ^  un  punto  en  el  triángulo  formado  en  el 

semi'Plano  de  las  rectas  x  =  -,    x  = y  la  circunferencia 

^  2  2   -^  -^ 

X»  +  y'  =  I. 

El  tercer  vértice  de  este  triángulo  curvilíneo  está  en  el  infinito, 
en  la  dirección  de  Oy.  Este  triángulo  se  llama  el  polígono  fnnda- 
mental  del  grupo. 

Al  punto  z  no  corresponde^  en  general^  más  que  un  punto  en  el 
triángulo  precedente,  pues  si  el  punto  {x,  y)  está  en  el  interior  del 
triángulo  (y  no  en  el  perímetro),  la  forma  cuadrática  F  es  una 
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forma  reducida  y  cualquiera  otra  forma  equivalente  no  es  una 
reducida. 

Los  puntos  del  perímetro  del  triángulo  se  corresponden  dos  á 
dos,  por  una  sustitución  del  grupo. 

Si  se  hacen  representaciones  conformes  del  triángulo  funda- 
mental que  precede,  empleando  todas  las  sustituciones  del  grupo, 
se  obtendrá  una  inñnidad  de  triángulos  curvilíneos  cuyos  lados 
serán  arcos  de  círculo  normales  á  Ox.  Dos  cualesqufera  de  estos 
triángulos  solo  podrán  tener  comunes  puntos  de  sus  perímetros. 

Observaremos  además  que  un  segundo  grupo  modular  es  el 
grupo  modular  ampHculo 

az  -]-  b 
Z  = — ,  {ad~-bc=  I) 


cz 


fl 


que  contiene  al  modular  como  subgrupo  invariante 
de  índice  2. 

El  triángulo  fundamental  del   grupo  modular 
ampliado  se  halla  comprendido  entre  las  dos  rectas 

,r  =  o,  ;r  = y  el  círculo  de  reflexión  ;r*  +  y  =  !•  Sus  tres 

vértices  son  (fig.  96) 


r-^j — r 

Figura  96 


7C»  m 

JET  =  ^*  =/,    z  =  e^  = 


5=  00  . 


La  red  modular  que  cubre  una  sola  vez  el  semi-plano  positivo 

(fig-  97)  se  puede  engendrar 
reflejando  el  triángulo  funda- 
mental sobre  sus  tres  lados, 
es  decir,  transformándolo  por 
radios  vectores  recíprocps  res- 
pecto á  dicho  círculo. 

Si  A,  B,.C  expresan  tres  re- 
flexiones sobre  los  lados 


Figura  97 


X  =  0,    X  =  —  -,    X*  +y. 


del  triángulo  fundamental  T,  y  expresamos  con  los  mismos  símbolos 
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los  tres  triángulos  adherentes  al  fundamental  i,  veremos  que  si  V 
es  una  sustitución  cualquiera  del  grupo  modular  ampliado,  aplicán- 
dola, por  ejemplo,  á  los  dos  triángulos  adherentes  i,  A,  obtendre- 
mos dos  triángulos,  también  adherentes,  V  y  AV.  Así  pues,  al 
triángulo  V  serán  adherentes  los  triángulos  AV,  BV,  CV.  Y  puesto 
que  se  puede  pasar  del  triángulo  fundamental  á  uno  cualquiera  de 
la  red,  mediante  una  serie  de  triángulos  adherentes,  deducimos  que: 

El  grupff  modular  ampliado  Fq  se  engendra  por  tres  reflexiones 
elementales  A,  B,  C. 

En  cuanto  al  triángulo  fundamental  del  grupo  modular,  bastará 
decir  que  asociamos  dos  triángulos  adherentes  de  la  red  modular, 
por  ejemplo,  el  fundamental  i  y  su  simétrico  A,  respecto  al  eje 

imaginario  limitado  por  las  dos  paralelas  ;r  = ,  ;r=  -h  i  al 

exterior  del  círculo  4r*-f-y=  i»  cuyos  ángulos  son  — ,  -,  o.  La 

sustitución  (5,  r  +  i)  transforma  los  dos  lados  y  los  dos  arcos. 
Ejemplo  //    Sea  la  función 

Z  =  5»  —  I  =  (í:  —  I)  (5  +  I). 

Puesto  que  los  módulos  de  jet  —  i  yxr-f-i  son  respectivamente 
las  distancias  de  jet  á  los  puntos  +  1,  —  i;  á  la  circunferencia  cuyo 
centro  es  Z  =  o  y  radio  i  corresponderá  una  lemniscata  de  Ber- 
noulli  con  los  focos  en  £r=i  yj8r  =  —  i;  y  más  generalmente,  á 
toda  circunferencia  concéntrica  en  Z  una  cassinoide  con  los  focos 
en  dichos  puntos.  Al  interior  de  la  hoja  derecha  de  la  lemniscata 
corresponderá  el  interior  de  dicho  círculo  y  al  foco  de  aquélla  el 
centro  de  éste. 

2!"    La  función   Z  =  tg'  (-y^ )  da  la  representación  conforme 

de  la  parte  del  plano  z  interior  á  la  parábola  cuyo  foco  es  jsr  =  o  y 
el  vértice  z\=  i  en  ej,  círculo  del  plano  Z  cuyo  centro  es  el  origen 
y  el  radio  la  unidad.  En  efecto,  la  ecuación  polar  de  la  parábola  es 

I 

eos'  — 

2 
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Cuando  z  recorre  el  perímetro,  se  tiene 


£r=  I  4-/tg-, 


y         Z  =  tg>(-  +  .-tg-)  = 


ii+/tgA 


Por  consiguiente  |Z|  =  i.  A  los  puntos  interiores  á  la  parábola 
corresponden  los  puntos  internos  al  círculo  (biunívocamente);  al 
foco  de  aquélla  corresponde  el  centro  de  éste.  Análogamente  la 
parte  externa  de  la  parábola  se  halla  representada  en  el  círculo  por 
la  fórmula 

2 


Z  = 


Sz 


I, 


y  puesto  que  el  punto  jet  =  o  es  exterior  al  área  considerada,  la 
función  del  segundo  miembro  es  en  el  área  monódroma. 

171.     Transformación  de  w  =  js^       {m  positivo). 

En  coordenadas  polares  tenemos  r^^^'^^  O  =  «íw.  A  cada  arco 
de  circulo  z  descrito  desde  el  origen,  cuyo 

27r 

ángulo  central  es  —  ,  corresponde  una  cir- 
m 

cunferencia.  Cuando  o  varía  de  una  mane- 
ra continua  desde  o  hasta  00 ,  sucede  lo 
mismo  con  r.  La  función  propuesta  da  una 
representación  continua,  biunívoca  y  con- 
forme de  un  sector  del  plano  z,  cuyo  án- 

2ir 


guio  central  es 


m 


en  el  plano  w. 


Figura  98 


La  función  w  es  automorfa^  porque  es 
uniforme  y  no  altera  al  sustituir  z  por  ^z\  a  tiene  m  —  i  valores. 
La  función  queda  invariable  por  m  —  i  transformaciones  lineales, 
y  la  representación  es  conforme,  lo  que  se  verifica  obteniendo  el 

valor  de  -^  de  los  arcos  de  curva  iv  y  5,  que  es  m^^  -  *(p  ^  o  e  00), 


18 
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y  depende  tan  solo  de  la  distancia  de  ds  al  origen  y  no  de  su 
dirección. 

Para  «í  =  2  la  correspondencia  se  establece  haciendo  ver  que 
la  igualdadd  zt^  =  jer*  da 

«  =  ;r'  —  y,       Z'  =  2xy, 

A  paralelas  respecto  á  los  ejes  en  el  plano  w  co- 
rresponden hipérbolas  equiláteras  en  el  plano  5.  Los 
puntos  JET  =  o,  JET  =  00  son  irregulares.  Y  se  ve,  por 
último  que  á  dos  cui-vas  del  plano  z  que  se  cortan 
en  el  origen  según  cierto  ángulo,  corresponden  en  el  plano  iv  dos 
curvas  que  se  cortan  según  un  ángulo  m  veces  mayor. 

1/         c^\ 
M2.     Transformación  W  =  -ÍZ'] I. 

Haciendo  5  =  p  (eos  w  +  /  sen  o)),  w  =  u  +  ív  se  obtiene 


» 

h\9 

f 

y 

i\a 

c 

f 

/t 

.\J 

i 

m  :  n 

p 

Figura  99 


«  =  -(?  +— JCOSO), 


sen  ü). 


A  cada  circunferencia  descrita  por  z  (p  cons- 
tante) corresponde  una  elipse  descrita  por 
w.  Los  focos  de  estas  elipses  son  ±  ¿:.  A  un  Figura  100 

círculo  dado  z  corresponde  una  sola  elip- 
se lü.  A  una  elipse  w  corresponden  dos  círculos  tales,  que  el  pro- 
ducto de  sus  radios  es  igual  á  c^.  Así,  por  la  transformación  de  que 
se  trata,  se  representa  de  una  manera  biunívoca  en  el  plano  w  una 
parte  del  plano  z  situada,  sea  en  el  interior, 
sea  en  el  exterior  del  círculo  de  radio  c  (ex- 
cepto para  los  puntos  de  la  circunferencia  de 
"'  este  círculo).  A  la  circunferencia  p  =  ¿r  del 
plano  z  corresponde  el  segmento  ( —  c,  -f-  c) 
Fi^irn  101  del  plano  w.  Cuando  p  aumenta,  á  partir  de  c 

indefinidamente,  la  elipse  w  recorre  todo  el 
plano.  Cuando  p  decrece  desde  c  hasta  o,  la  elipse  w,  reducida  en 
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el  momento  de  partida  al  segmento  ( —  ¿r,  -|-  O  recorre  de  nuevo 
todo  el  plano  y  coincide  sucesivamente  con  cada  una  de  las  elipses 
obtenidas,  haciendo  crecer  á  p  hasta  el  infinito. 

Dividamos  el  plano  z  en  cuadriláteros  por  círculos  p  ==  const. 
y  rectas  6  =  const.  A  estos  círculos  y  á  estas  rectas  correspon- 
derán, en  el  plano  tu,  elipses  é  hipérbolas  homofocales  (figuras 
looy  loi). 

1/         ¿:'\ 

Por  ser  -  (  I j^  I  la  expresión  de  la  derivada  de  la  función 

propuesta,  se  ve  que  deja  de  ser  finita  y  diferente  de  cero  en  los 
puntos  5  =  0,  5  =  ±  ¿r.  En  los  dos  puntos  ±  c,  la  representación 

deja  de  ser  conforme.  Haciendo  w  =  — 7  se  ve  que  se  conservan 

los  ángulos  en  la  proximidad  del  punto  z  =  o. 

173.  Función  multiforme.  w^  =  z  {m  positivo,  z  no  es  nula 
ni  infinita).  Tendremos 

r*»  (eos  mh  -|-  1  sen  mb)  =  p  (eos  la  -^  i  sen  w). 

*»_        /  Cí)  2it\  ^ 

r  =  Vp,    [^  =  :;;í  +  i'^)       (f^  =  o»  ±i»  ±2,  ). 

Cuando  z  parte  del  valor  ^^(Po,  ^o)  rodeando  al  origen,  se  ob- 
tiene como  se  sabe,  una  multiplicidad  de  determinaciones. 

Al  describir  z  un  contomo  ^cerrado,  las  sustituciones  que  re- 
sultan forman  un  grupo,  permutándose  las  raíces  alrededor  del 
punto  de  ramificación. 


§  4.^     Líneas  en  una  superficie 

174.     Radio  de  curvatura  de  una  sección  normal.     Las 
ecuaciones  del  eje  del  círculo  osculador  son 

(X  —  x)dx  +  (Y  -y)ify  +{Z  —  z)dz  =  o,  (I) 

(X  —  x)  d^x  +  (Y  -y)  d^y  -f  (Z  —  z)  d^z  =  ds\        (2) 

Cortándolo  por  la  normal  á  la  superficie,  se  obtiene  el  centro  de 
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curvatura  de  la  sección  normal  trazada  por  la  dirección  rf^r,  dy,  dz. 
Sea  p  el  radio  de  curvatura  de  esta  sección.  Las  ecuaciones  de  la 
normal  serán 

X  —  X  _  Yj-j'  _  Z  — ^ 
-      /      - 


(3) 


P  P  P"  t^EcT^F* 

siendo  /,  p*  y  /*  los  coeficientes  de  dirección  de  la  normal  á  la  su 
perflcie,  que  satisfacen  á  las  ecuaciones 

ix         ^ly         „lz  Ix  ^y         ^iz 

y  tenemos  que 


=[(S)V-][(^)V-]-(-:-S -••)'=— 

Eliminando  X  —  x,  Y — y,  Z  —  z  entre  las  ecuaciones  (i), 
(2)  y  (3)  resultará 


Hagamos 


{pd*x  +  p'dy  4-  p'dH)   ,  _Ü =  ds*. 


(4) 


}>*x 


+  /' 


=  í  =  AD 


/ 


^x_ 


■vp' 


3> 


-I-  fi  = 


buiv 

í«3» 

iulv 

ix 

}¡y 

Iz 

d» 

iu 

lu 

ix 

ly 

Iz 

"ífv       'iv       liV 


==f=ü\y 


(5) 
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2>*X       3V        ^^^ 


^ 

'h/* 


+  A 


,I¿. 


bv* 


iv' 

iv* 

ay 

ie 

d« 

lu 

3y 

le 
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=  ^  =  AD'  (5) 


'bv     ^      'bv 

(siendo  A'=  EG  —  F*)  que  conducen  á  los  coeficientes  D,  D',  D", 
anteriormente  obtenidos  (pág.  245). 
Tendremos,  en  vez  de  (4), 

edu"^  -[■  2fdudv  -f-  gdv^ 


J^EG  —  V^  _    edü^  +  2fdudv  +  ^rfz^* 
P~         ^  Erf«*  +  2F dudv  +  Grfz'*  * 


(6) 


Para  obtener  los  radios  de  curvatura  principales,  será  necesario 
expresar  que  la  ecuación  (6)  en  -  tiene  sus  dos  raíces  iguales,  lo 
que  da 

que  es  la  ecuación  de  los  radios  de  curvatura  principales. 

Si  en  (6)  se  hace  dv  =  o,  dará  el  radio  de  curvatura  de  la  línea 
V  =  const.;  y  se  tendrá 

í^^^  =  t  ^KG  p^^  ^  g 

^u  E  '  ^v  G 


E  ^EG  —  F«                  G  ^^EG--  V^ 
o  e=— ,       g=       

Los  umbílicos  se  obtienen  expresando  que  la  ecuación  (7)  tiene 
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raíces  iguales,  lo  que  da 

Ge  +  (E^-  2F/)*  ^^{p-eg)  (F*-  EG)  =  o. 
Pero  se  obtienen  más  fácilmente  haciendo  en  (7) 

7— '=-  =  - 

J'EG  — F* 
lo  que  la  transforma  en 

{fx  -  F)'  -  {ex  -  E)  {gx  -  G)  =  o. 
Las  raíces  de  esta  ecuación  se  hallan  separadas  por 
E        F 

-«.  7'  7  y  +"*• 

Para  que  sean  iguales  es  necesario  que 
JE  _  G^_  £ 
e  ~7~7* 
que  son  las  ecuaciones  de  los  umbílicos. 

175.     Teorema  de  Gauss.    En  virtud  de  (5)  tenemos 


DD'— 0'*  = 


l*x 

3«« 

hx 

•by 

3xr 

34f 

3z/ 

-by 
3» 

7>v 

Ix 


luhv 
^hx_ 

IX 


Efectuando  los  cálculos  por  la  regla  de  multiplicación  de  los 
determinantes,  se  obtiene 

l^x  Tl'x        Tl'x  ix        l^x  IX 


DD''  = 


y V 


Ix   l^x 
Ix  J)V 


m 


ix  "bx 


bu*  bv 
bu   bv 
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D'*  = 


y/^^^y  s  ^'^  ^^ 


b*x   bx 


\bubv/ 
b'^x  bx 

bubV 

b'^x   bx 


V 


bubV   bu 


bx        /bx\*  bx 

bu         \2^u/  bu 


bubV    bv 
bx    bx 


S 


bx  bx 


bu     bv 


<^)' 


bubv  bv         bu  bv 
Diferenciando  las  fórmulas  (4)  (pág.  276),  se  obtiene 


1  bK       ^   3«;r    br 

2  bu       "*  b*u    bu  ' 

1  ^E       ^,  b*x   bx 

2  bv         ^  bubv   bu 

1  2>G       ^  yx   bx 

2  bu         'bubv  bv  ' 

1  bG           2^^x   bx 

2  bv          ^    bv*     bv 

bu       "^  V  bu* 

bx         b*x   bx\ 
bv        bubv  bu)' 

bF       ^/b^x 

bv          ^\bubV 

bx         b^x   bx\ 
bv    '"   bv*    bu)' 

de  donde 

7^'xbx 

bF         I  bE 

bu*  bv 

bu         2  bv 

b*x  bx 


ÍF 

bv 


1  ^G 

2  bu 


bv*  :bu 
Diferenciando  las  dos  últimas  fórmulas,  será 

^^x  b*x      ,,   b^x    bx         b*F         I  ^*E 


bu^  ^v^ 


bu^bV   bv  lubv  2    bV* 
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y  además 


^b*xb*x  Vx    bx  _  ^        I  B*G       í 

^bü^bv*'^     bv^bu  ~bü  ~  bübv  ~  ^^'     1 

b^x  bx    ^  /  b*x  y    I  b*F. 


bu*  bv*    '     ""  bV*bU   bu  bub^  2    bu* 

b^'x    bx 

TfU^bv   bu  "     *     XbulvJ  2    bv* 


bv^bu  bu 


\bu'&U/  2   ^* 


(8) 


(8') 
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De  estas  cuatro  fórmulas  resulta: 


l'^x  ^x      ^^  /  l^x  y_   B'F  I  ^*E         I  l^G 


^u^  iv 


\^ulv/        ^u^v        2  "bv* 


2  M^ 


(9) 


La  diferencia  de  los  determinantes  e^  y  /*  puede  escribii*se  así: 


^  i*x  l*x        I  JE   3F        I  íE 
^  3«'   iv'        2  ?«     5«        2  iv 

s 

/  yx  y    I  ^E    I  bG 
Xbubv/     2  bv    2  bu 

1  ^^              E                    F 

2  <(« 

— 

if          E         F 

2  7^ 

'"-i*    F                   G 

lU          2    IV 

i^          F         G 

2   bu 

(que  es  igual  á  D  .  D"—  D'*),  y  en  virtud  de  (9), 

(EG    nr    í^'^-í''".) 

I  ^E  í^F        I  :^E 

I  SE    i  bO 
0 

2  lu  'bu        2  bv 

2   bu      2    bu 

+ 

-f               E              F 

2   bu 

_. F               G 

bu        2  bv 

— 

i'^     E        F 

2   bu 

iíS     F        G 

2  a« 

^eg-p 

( 

') 

(I 

Esta  fórmula  demuestra  que  el  producto  de  los  radios  de  cur- 

(EG  —  F2)«:» 

^2 —  depende  tan  solo  de  las  cantidades 


vatura  principal 


eg-P 

E,  G,  F  y  de  sus  derivadas.  La  cantidad  inversa  es  lo  que  se 
llama,  según  Gauss,  la  curvatura  total  ó  curvatura  esférica  de  la 
superficie,  así: 

La  curvatura  total  de  una  superficie  queda  determinada  en  cada 
punto,  cuando  se  conocen  las  cantidades  E,  G,  F  que  permiten  escri- 


(*)    Laurent.  Traite  d'Aniüjfée,  t.  Vil,  p.  102. 
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bir  la  diferencial  de  un  arco  de  curva  bajo  la  forma 
ds  =  iYdü*  +  iFdüdv  +"G^*. 

Observación.     Con  auxilio  de  las  fórmulas  de  la  pág.  241,  la 
ecuación  última  se  reduce  á  la  forma  útil 

^  le         ^  ic*        ,  Ic^ 

Pero  en  virtud  de  la  identidad     c  —  f  c f-  ¿:'  —  =  o, 

lu    '       lu  -bu 

le  ix  ix 

se  puede  escribir  -—  =  »i V-  n  —  , 

lu  lu  Iv 

le'  ly  ly         le"  Iz  Is  ^     ^ 

-—  =  m  — h  n  — - ,      T—  =  m  -r h  n  ——  , 

lu  lu  Iv         lu  lu  Iv 

siendo  m  y  n,  coeficientes  que  han  de  determinar.  Y  análoga- 
mente será 

le        ,1'^  ,      i^      ic        ,iy,,iy 

Iv  lu~       7^'       IV  lu^       IV  ^  ^ 

Sustituyendo  estos  valores  en 

le   Ix  _       D  le   IX  ^'       y  ^^    ^'^  _       ^' 

'^  lu  lu  A  *  Iv   Iv        "A  *  lu  Iv  A  * 

se  obtendrán  las  relaciones 


D  D' 

—  +  wE  +  «F  =  o,  -—  +  mF  +  «G  =  o, 

D'  D" 

-r-  +  m'E  +  nF  =  0,  -r-  +  w'F  +  n'G  =  o, 

A  i^ 


(3) 


FD'  —  GD 
m  = 


_  FD  —  ED'     1 


FD*  —  GD'             ,       FD'  —  ED'    \  ^"^^ 

»«'  =  — ^T— .       «' ir—    1 
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y     w'E  +  (w'  —  m)F  —  nG  =  o,     mn'  —  nm'  = 

Para  obtener  DD"  —  D'*  en  función  de  las  derivadas  de  E,  F,  G, 
basta  emplear  las  dos  fórmulas  de  la  pág.  279 

^x  ^*;r  _  2>F         1  í^E  :>x  ^x  _  JF  I  ÍVG 


Diferenciando  la  primera  de  éstas,  con  relación  á  z»,  y  restando 
del  resultado  la  derivada  respecto  á  «  de  la  3."  ec.  (8),  se  obtiene 

V  F—  —    /^— Yl  —  —  —  -—    -— 

"*  \lu^  Iv*  ""  \lulyvj  J  ~"  luyv ~  2  iv^  "~~  2  lu*  ' 

Basta  ahora  multiplicar  los  determinantes  D  y  D"  y  calcular  D'* 
para  obtener  la  expresión  de  la  pág.  281,  con  lo  que  se  obtienen 
los  resultados  á  que  llegó  Gauss.  A  estos  debemos  agregar  los  si- 
guientes, debidos  á  Codazzi. 

Diferenciando  la  primera  ecuación  (i)  con  relación  á  z^  y  la  pri- 
mera (2)  con  relación  á  «,  é  igualando  los  dos  valores  de  c  que  se 
obtienen,  resultará 

(m  —  n)  — --  +  n  — ;  —  m  ~z  i 

IX  /  im       im  \        ix  /in        in!  \  V 

^  \^       lü)      ^  yhv  ~  lu)^^'  ] 

Si  sustituímos  X  por  y  y  por  z,  obtendremos  análogas  ecuacio- 

.  .  ix    2iy   ^z 

nes,  que  multiplicadas  respectivamente,  pnmero  por  ^- »  ;.   »  ñ    y 

,         ,  ^x    ly   ^z     ,     ,  , 

después  por  —,--,—,  darán,  sumando: 


IV   Iv    ^v 

m  —  n  ^E 

~       2       Iv 


/^F        I  lG\       n¿_  ^E 
*"     \^        2^u}        2    ^u 


(6) 
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m  —  «'  SG        «  aG 

2         iv  2  3» 


(6) 


Considerando  las  ecuaciones  (8),  determinaremos  m,  «,  m\  n\ 
y  sustituyendo  sus  valores  en  función  de  D,  D',  D",  tendremos 

+  D'(ÍEAE_EÍ%lFa==o. 

'  \2        IV  lU     '     2        luí 

^.(^•__^D^  n^3G_^3F    .    I^3E^ 

\^Z^  lU  I  \2        'bu  IV 

+  D-(-F^+2Ff:_E^) 


K;) 


+  -F  — I 


+ 


D.(i 


3F        I  ^,  3E 


2       7íü) 


:0, 


ecuaciones  que  sirven  para  calcular  D,  D',  D*  cuando  se  co- 
nocen E,  F,  G  (♦). 

176.     Fórmula  de  Liouville.     Tenemos 


(EG  —  F«)  (DD*  —  D'*) 
^*;r  l^x      l^x  bx     "h^x  IX 


2 2 —  2 

hu*  ^*       bu*  bu     bu'^  ^v 


2 


bx  b'*x 


bx  bx 

bu  bv 


X  ^  Ibx^ 

bu  bv*  \3^/ 

bx  b*x  bx  bx       lbx>^ 

bv    'bv'^  "bv  bu         X'bv] 


'b'^X    bx  l*X    bx 

V 2 

bubv  bu      bubv  bv 


b'^x  bx       lbx\^ 


bubfübu 


H^l 


b*X    bx         bx  bx 

2 2 

^  bubv  b^  "^  bubv 


bxbx 
bu  bv 

lbx\^ 


(*)    Darbimae,  obr.  cit.  t  3.*  p.  918. 
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Y,  en  virtud  de  las  primeras  fórmulas  (8)  de  la  pág.  279, 
(EG  —  F«)«  k  = 


i^xl*x          1  ÍE 

3F 

I  SE 

I  Í>E    I  SG 

S«*  iv*          2  lu 

d» 

2  SV 

2  3z'    2  ¡>« 

aF       I  aE 
7)v  ~  2  J« 

F 

— 

*  I  SE 
2  3v 

E         F 

2  3» 

G 

r  3G 

2    d« 

F         G 

y,  sustituyendo,  en  virtud  de  (8'),  será 

(EG  —  F*)*  k  = 

S«^  2    ^Z^*      2    'bu      lU  2   IV 

SF        I  ^G        ^ 

—        E  F 

IV  2    lU 


2   IV 

Desarrollando,  se  tiene 
4(EG  — F*)*>&=E  j 


1  :í*G  i  ^E    i  IG 

2  i^u^  2  Iv    2  D« 

E         F 

2  iv 

1^  F 

2    ^M 


G 


^  _^  _   jF  ^    /^y/ 


,  ^^E  10       -^iG  ^  ^  ^  ^ 

¡"bu  T^v         ^    ^u  "bv   "^  bu   bu 


bu    bv\ 


-h 


I  ^G  ^E  bF  bE 

Q  1 ^   —  2 

bu    bu  bV     bu 


^m 


+  2(EG 


,       ^,s\     ^*P        ^*K        ^'G, 


i*Gi 


}   Tmív       }>v'  "^  lu*\' 


A  esta  fórmula  dio  Liouville  la  siguiente  forma: 

2A/dMA' 


•  ''    AVí«  ~"E  «H»/  ^"  afLAVí»  ~^  3»  "^E  í«/Jr 
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Aplicaciones:     I."     Para  ds*-='Edu* -\r  Gdv*y  será 

2."     Para  <¿$«  =  Á  {du*  +  rfi;»),  será 

I   p'logX        SMogXl 
2X[     3«'      ■•■       3z;*     J' 

3.'    Para  <¿r'  =  du*  +  Grfí»',  será 

¿_  _  _L^*rG 

fG   '^"«*    • 


» 


177.  Indicatriz.  Dos  sistemas  de  líneas  de  una  superficie 
forman  una  red  conjugada,  según  ya  vimos,  cuando  todas  las  cur- 
vas de  la  primera  serie  encuentran  á  las  de  la  segunda,  de  manera 
que  las  tangentes  en  el  punto  de  intersección  sean  diámetros  con- 
jugados de  la  indicatriz  en  este  punto,  y  se  reducen  á  lineas  asintó- 
ticas  cuando  dichos  diámetros  conjugados  son  asíntotas  de  la  indi- 
catriz. Y  puesto  que  el  cuadrado  R*  de  su  radio  vector  es  igual  al 
radio  de  curvatura  p,  la  fórmula  (6)  de  la  pág.  277  da 

f  EG  --T^  _    edu^+2fdudv  +  gdv^ 
-    Ri     —  —  Erf«*  +  2¥dudv  +  Gdv'  ' 

Y  tomando,  en  el  plano  tangente,  por  ejes  de  coordenadas  las 
tangentes  á  las  líneas  v  =  const.,  u  =  const.,  se  tiene  la  fórmula 
de  transformación  de  coordenadas 


X 

R  ~ 

\Edu 

ds     ' 

Y 

=  • 

fGdv 
ds     ' 

(12) 

siendo  ia  dirección  de  R  la  misma 

que 

i  la  de  ds,  y  en 

virtud  de  (II)' 

ds 

X 

R 

dv 
ds 

_    Y 
~  ^' G  ' 
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y  la  ecuación  (11)  se  reduce  á 

ecuación  que  adquiere  una  forma  más  simétrica,  por  ser 


(13) 


eos  o  =  -zzs^ 


I 


eos  o 


Se  tiene  entonces,  sustituyendo  f^EG  —  F*  por  la  unidad,  lo 
que  solo  altera  la  dimensión  de  la  indicatriz, 

1  =  |-  X*  +  ^  Y*  +  ^  XY  eos  6. 

178.     Direcciones   conjugadas  y   líneas   asintóticas.     Para 

Y      Y' 

que  dos  direcciones  ^,  -^  sean  conjugadas,   es  necesario   que 
2Í      Y 

se  tenga 

■^  XX'  +  ^^  (Xr  +  YX')  +  ^  YY'  =  o, 

y,  en  virtud  de  (12), 

edulu  +  2f{dulv  +  dvlv)  +  gdvlv  =  o,  (14) 

siendo  ou  y  ^v  las  diferenciales  relativas  á  la  dirección  conjugada 
de  du,  dv.  Y  por  ser 

Ix  ^         Ix  ^ 

dX  =  --  dU  +  -r-  dv^ 

Tl^x  Vx  }l^x 

^dx  =  --;  dulu  4-  r-v-  {du^v  +  dvlu)  +  ^-;  dvlv^ 

la  fórmula  (14)  puede  escribirse  así: 

d'^x    dly    d^e 
^x      'by       le 
lu       lu       lu      =  o. 
T^x      ly       Iz 

'bv         'bV         "bv 
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Para  que  las  lineas  u  =  const.,  v  =  const.  sean  coordenadas 
conjugadas,  es  necesario  que  esta  última  ecuación  y  la  (14)  que- 
den satisfechas  por  rf«  =  o,  dv  =  o  ó  que  /=  o. 

Para  que  las  direcciones  dx,  dy,  dz  y  Ix,  oj,  o^:  sean  conjuga- 
das, es  necesario  (adoptando  notaciones  conocidas)  que 

rlxdx  +  2s  {oxdy  +  oydx)  +  tlydy  =  o; 

y  por  consiguiente,  para  que  las  líneas  coordenadas  sean  conjuga- 
das, es  necesario  que 


^x 


2fv 


^  4^t  —  —  = 


(15) 


Pero 


T^x 


^y 


f^  +  ^^v 


lühv 


=p 


luhv 


l'x 


+  O), 


expresando  w  el  primer  miembro  de  (15).  Eliminando  p  y  q,  y  ob- 
servando que  w  =  o,  será 

Ix        2y         "be 


lu 

lu 

lu 

7>v 

l*x 

Vy 

i*e 

difdxr 


=  o. 


r=o.(*) 


La  condición  para  que  las  líneas  coordenadas  X  =  const . , 
v=  const.  sean  líneas  de  curvatura  se  reduce  á  r=o,  F  =  o. 

179.  Líneas  de  curvatura.  Si  X,  Y,  Z  expresan  los  cose- 
nos directores  de  la  normal  en  un  punto  cualquiera  x,  y,  z  de  una 
línea  de  curvatura  L  de  la  superficie  S,  y  r  expresa  la  parte  de 
normal  comprendida  entre  el  punto  (;r,  y^  z)  y  el  en  que  la  normal 
encuentra  á  otra  curva  L,  (arista  de  retroceso),  puede  verse  que  la 


(•)    Véose  H.  Uurcnt,  Traite  de  Mécanique  y  Traite  d'Anaitfse,  i.  VII,  p.  105. 


288  LIBRO    3.** — CAPÍTULO    I 

condición  necesaria  y  suficiente  para  que  L  sea  una  linea  de  cur- 
vatura  es 

dx  dy         dz 

dX  ^  ~dY  ^  dZ^  ^'  ^^^ 

pues  si  el  punto  de  contacto  M,  de  la  normal  con  la  arista  de  re- 
troceso es  x^.y^^z^^  tendremos 

x,=^x  —  rX,    y^=.y  —  r\.    z,  =  z  —  rZ,  (2) 

siendo  r  =  MM|.  Si  diferenciamos,  tendremos 

dx,  =  dx  —  rdX  —  Xdr,     dy^  =^  dy --  rd\  —  Zdr, 

dz,  =  dz  —  rdZ  —  Zdr. 

Pero  dx, ,  dy, ,  dz,  son  proporcionales  á  los  cosenos  directores  de 
la  tangente  en  Mi  á  la  curva  L^ ,  que  son  iguales  á  X,  Y,  Z;  luego 

dx  =  rdX  —  Xdr  =  XX,     dy  —  rd\  —  \dr=V{,     

Sumando  estas  ecuaciones  después  de  multiplicarlas  respectiva- 
mente por  X,  Y,  Z;  y  haciendo  reducciones,  se  obtendrá  X  =  —  dr\ 
resultando  la  relación  (i). 

Se  ve  pues,  que  esta  relación  es  necesaria  para  que  L  sea  una 
línea  de  curvatura.  También  es  suficiente,  porque  si  se  verifica  la 
(i)  se  deduce  que  se  verifica  la  curva  L'  tiene  por  tangentes  á  las 
normales  de  la  L. 

180.  Ecuación  de  las  líneas  de  curvatura.  Adjuntando  á 
la  ecuación  (14)  la  condición 

dx'^x  +  dyly  -\-  dzlz  =  o 


í^x  ^  ^x      \('bx  ^  Ix  ^\ 


=  o. 


es  decir,     lídunu  +  F  (du^v  +  dv^u)  +  Gdu^v  =  o, 

y  eliminando  ^u  y  ty  entre  esta  ecuación  y  la  (14)  se  obtiene  la 
ecuación  de  las  líneas  de  curvatura 

{¿du  +  rdv)  {Fdu  +  Gdv)  —  {Edu  +  Vdv)  {rdu  +  mdv)  =  0    (15) 

ó     (/F  +  Er)  du^  +  (/G  —  mE)  dudv  +  (rG  —  ¥m)  dv^  =  o. 
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181.     Otro  método.     Los  cosenos  de  dirección  X,  Y,  Z  de  la 
normal  satisfacen  á  las  ecuaciones 


X  -  -  +  Y  f-  + 

bu  bu 

Tendremos  pues 


X:Y:Z  = 


bz  bx  dy  bz 

—  =  o,      X   -  +  Y  -^  +  Z  —  =  o. 

bu  bv  bV  bv 


by     bz 
bu    bu 

bz    bx 
bu    bu 

bx    by 
bu    bu 

by    bz 

' 

bz    bx 

* 

bx    by 

bv    bv 

bv      bv 

bv      bv 

Y  por  ser  la  suma  de  los  cuadrados  de  estos  tres  determinantes 
igual  á .  EG  —  K*,  será 

by   bz         by    bz\ 


X 


V'EG  —  F*  V^í 


C'EG  —  F*  V  ^«  ^ 
Si  derivamos  las  identidades 


bv     bu) 


etc. 


(I) 


sx^=o,     í:x^^  =  o 

bu  bv 

respecto  á  u  y  kv^  tendremos 

bu    bu  '       '^    bu    bv  '^   bv    bu  ' 

V   ^^  aX  _ 

-^^  —  ^' 


(2) 


du  +  ^_-  dv\  (^-  du  +  V   dv 


lu 


Iv 


lu 


iV 


)■ 


expresando  D,  D',  D'  cantidades  conocidas  (pág.  245).  Calculare 
mos  con  estas  fóimulas  la  expresión  diferencial 

dxdX  +  dydY  +  dzdZ  =  ü  ( 

obteniendo 

dxdX  +  dydY  +  dzdZ  —  —  (Drfií»  +  2D'dudv  +  D"dv^). 

Siendo  la  expresión  del  primer  miembro  independiente  del  sis 
tema  de  coordenadas,  podremos  hacer  la  transformación 

19 
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y  los  nuevos  valores  de  las  cantidades  se  obtendrán,  operando  di- 
cha transformación  en  la  forma  diferencial 

Ddu'  +  lUdudv  +  D'rfz;*, 

y  calculando  los  coeficientes  de  rfa*,  rfarfp,  rfp*  que  se  expresarán 
por  medio  de  los  primitivos,  como  los  nuevos  valores  de  E,  F,  G 
por  los  antiguos. 

Supongamos  que  («,  v)  y  {u-\-du,  v -\^  dv)  son.  dos  puntos 
infinitamente  próximos  en  una  línea  de  curvatura.  Por  lo  expuesto 
en  la  pág.  288,  tendremos 

■bu        ^  lz>  \-¡>u        ^  Iv       /  '       (  ^^' 

Multiplicando  estas  ecuaciones  ordenadamente,   primero  por 

ix     ly     Iz  Ix     ly     Iz 

— ~,  ^--,  -T— ,  después  por  -r-^  -z—,  t— y  sumando,  se  obtendrá 

Edu  +  Fdv  =  —  r  {Ddu  +  D'dv)    ^ 
Fdu  +  Gdv  = —  r{D'du  +  D'dv)    )' 
ecuaciones  equivalentes  á  las  (3).  Eliminando  r  tendremos 
Edu  +  Vdv         Ddu  +  D'dv 
Vdu  +  Gdv         D'du  +  D'dv 


=  0  (5) 


ó  bien 

(FD''—  GD')dv^'\-  (ED-— GD)¿iirfz;  +  (ED'— FD)¿z;'=o,    (6) 

ecuación  diferencial  de  primer  orden  á  la  que  debe  satisfacer  toda 
línea  de  curvatura,  y  viceversa. 

La  cantidad  r  se  obtendrá  por  la  ecuación 

(DD^  —  D'*)  r»  +  (ED^  +  GD  —  2  FD')  r  +  EG  —  F«  =  o, 

du 

que  resulta  eliminando  — -  en  las  (4). 
dv 
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Las  dos  raíces  r,  y  r^^  de  esta  ecuación  son  los  dos  radios  de 
curvatura  principal.  Las  expresiones  de  la  curvatura  total  y  media 
serán  pues  ' 

I  DD"  —  D'* 

I          I         ED"— 2FD'+GD 
^  =  ^+^  = EG-F«  •  (7) 

La  ecuación  de  las  curvas  parabólicas  de  la  superfície  es 

DD"  —  D'*  =  o. 

La  expresión  del  radio  de  una  sección  normal  es 

£  _  D¿»'  +  2D'dudv  +  D'dv^ 
r  ~  Erf»V+  2F dudv  +  Gdv"  ' 

Y  cuando  las  curvas  paramétricas  son  líneas  de  curvatura,  por 
ser  F  =  D'  =  o,  se  tendrá 

Los  radios  de  curvatura  principales  se  obtendrán  haciendo  su- 
cesivamente dv  =  o  y  du  =  Oy  y  resultará 

182.  Líneas  bisectrices.  Son  las  que  dividen  en  dos  partes 
iguales  los  ángulos  de  las  lineas  coordenadas.  Para  obtener  sus 
ecuaciones  diferenciales,  basta  escribir  que  la  proyección  hecha, 
paralelamente  á  la  coordenada  «,  del  arco  ds  sobre  la  coordenada 
Vy  es  igual  á  la  proyección  del  mismo  arco  sobre  la  coordenada  u  ó 
igual  y  de  signo  contrario.  Tendremos  pues, 

dufE  ±du^G  =  o. 

Esta  ecuación  será  la  de  las  líneas  de  curvatura,  cuando  las  lí- 
neas coprdenadas  sean  las  líneas  asintóticas. 
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Si  en  una  supei-ficie  de  revolución  se  toman  por  líneas  coor- 
denadas los  paralelos  y  los  meridianos,  se  tendrá  en  coordenadas 
polares  * 

ds^  =  dr^  +  r*rfO*  +  r*  sen*  bd^\ 

Pero  r  =  3>  (6);  luego 

ds^  =  [^'«  (0)  +  ^«  (6)1  dh^  +  tp«  (6)  sen»  Hd}f\ 

La  ecuación  de  las  líneas  bisectrices  es 


¿6  )  tp'*  (6)  +  a>'  (e)  ±  rf'f  (6)  sen  6  ==  o 


183.  Propiedades  de  las  líneas  de  curvatura.  Teorema. 
El  sistema  doble  de  las  lineas  de  curvatura  es  un  sistefPta  ortogonal. 

Este  teorema  que  ya  se  demostró  en  el  libro  primero,  resulta  in- 
mediatamente de  la  ecuación  diferencial  de  las  líneas  de  curvatura. 

Las  raices  t,  =  -:^—  yT^  =  --  de  (6)  son  reales,  porque  el 

oU  oU 

discriminante 

ED'  —  GD  —  -g-  (ED'  —  FD)     +4 gi —  (ED'  —  FD)«. 

es  siempre  positivo,  por  serlo  EG  —  F'  que,  como  se  sabe,  es  una 
suma  de  tres  cuadrados. 

184.  Direcciones  conjugadas.  Considerando  la  ecuación  del 
plano  tangente  envolvente  de  la  desarrollable  circunscrita  y  la  del 
que  resulta  de  diferenciarlo,  llegaremos,  como  se  sabe,  á  la  ecua- 
ción de  las  direcciones  conjugadas. 

Considerando  un  punto  M  («,  v)  de  la  superficie  y  dos  infinita- 
mente próximos  M'(«  +  ¿«,  v-\-dv),  M'(«  +  '^^>  z'-f-^^)»  resul- 
tará la  condición  necesaria  y  suficientemente  para  que  MM'  y  MM* 
sean  direcciones  conjugadas,  bajo  la  foima 

\lv  ^    Iv      )\lu         '    ^z;      / 

ó  \^dudv-^\^\dulv-{- dvlu)-\'\^"dulv  =  0  (i) 
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á  la  que  debe  unirse  la  condición  de  ortogonalidad 

Eduou  4-  F  (duov  +  dvou)  -f-  Gdvov  =  o  (2) 

las  cuales,  como  se  sabe,  dan  por  la  eliminación  de  o«  y  $z;,  la 
ecuación  diferencial  de  las  líneas  de  curvatura. 

185.  Líneas  asintóticas.  Puesto  que  son  las  conjugadas  á 
sí  mismas,  tendremos  Zu  =  du,  hv  =  dv  y 

Ddu*  +  2D'dudv  +  D"dzi*  =  o. 

Podemos  obtener,  como  sabemos,  que:  E/  plano  osculador  de 
una  linea  asintótica  es  el  plano  tangente  á  la  superficie^  y  recípro- 
camente, y  que  para  las  lineas  asintóticas  solamente  la  curvatura 
geodésica  coincide  con  la  absoluta, 

186.  La  superficie  referida  á  sus  líneas  de  curvatura. 
Siendo  F  =  o,  la  forma  del  elemento  lineal^será 

Y  podemos  escribir  las  expresiones  de  los  cosenos  directores 
de  la  normal: 


X  = 


Tendremos  pues, 


ix 

iz 

I 

d» 

7)V 

í'ÉG 

■i>y 

■by 

lu 

iv 

Y  = 


ix 

7>x 

I 

lu 

7)V 

J'ÉG 

le 
lu 

iz 
iv 

etc.      (i) 


I     Zx 

1     iy 

I       d£ 

fó  a» 

^G  2^ 

fG  ^ 

I     ix 

I     Zy 

I     hz 

X  Y  Z 

y  podremos  escribir 

SX       I    B:r     BY        1    ^y 


=  +  I 


(2) 


2iu 

2íV 


lu'    lu' 


r.  Iv      Iv 


lu 

1   Iv  ' 


_SZ 
lu 

lu 


I    dz 
r,  }^u 

I    t^xr 


(3) 
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expresando  rj  y  r,  los  radios  principales  de  curvatura.  Se  pueden 
establecer,  para  estos  cosenos,  fórmulas  análogas  á  las  de  Frenet. 
De  las  ecuaciones  (3)  resulta 

D  =  --,     D'=o,     0'=--^.  (4) 

Respecto  á  las  fórmulas  análogas  á  la  de  P>enet,  puede  consul- 
tarse la  obra  del  Sr.  Bianchi. 

Observación.  Empleando  la  representación  esférica  de  Gauss, 
si  aplicamos  las  fórmulas  (3)  llegamos  á  la  representación  del  ele- 
mento lineal  de  la  esfera 

ds'^  =  rfX*  4-  rfY*  +  rfZ*  =  E'rf««  4-  2¥'duv  +  G'dv\ 

E  G 

siendo  E'  =  -^ ,     F'  =  o,     G'  =  -^  ,  (5) 

'1  'I 

es  decir,  que:  En  la  representación  esférica  de  Gauss^  el  sistema  or- 
togonal de  las  lineas  de  curvatura  tiene  por  imagen  en  la  esfera  un 
sistema  ortogonal. 

187.  Torsión  asintótica.  Teorema  de  Enneper.  Siendo 
en  virtud  de  las  ecuaciones  (4),  la  ecuación  diferencial  de  las 
asintóticas, 

E  G 

—  ¿1^»  -I dv'^  =  o, 

su  elemento  lineal  estará  dado  por 

ds  =  Edu^  4-  Gdv*  =  E  ^' ~  ^'  du\ 

Y,  puesto  que  para  las  asintóticas  es  eos  X  =  X,  etc. 

j {d eos X)*  +  {d eos ilY  4-  (d eos  v)»  _      Uu    ^"^  ^v    V 

T*  ""  ¿y*  ~  ds^ 

E  G 

E'du^-\-G'dv^        r\        ^  r\ 

F/-^-^du^  E'^^-^du 
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pero,  á  lo  largo  de  las  asintóticas  se  tiene 

—  dv^=  —  --  du\     luego     —  =  —  -—. 

Y  puesto  que  la  ecuación  diferencial  de  las  asintóticas  es 

E  G 

—  du*  4-  —  dv'^  =  o, 

expresando  (o  el  ángulo  de  inclinación  con  relación  á  v. 

En  particular,  las  asintóticas  forman  un  sistema  ortogonal, 
cuando  se  tenga  r,  -f  ^a  =  o.  En  este  caso  la  indicátriz  de  Dupin 
es  la  hipérbola  equilátera. 

188.  Ecuaciones  de  derivadas  parciales.  Diferenciando  las 
ecuaciones  (3)  de  la  primera  línea  (pág.  293)  respecto  á  z'  y  las  de 
la  segunda,  respecto  á  «,  tendremos 

I  I 

/I         I  \   ^*;r        ^V^  Ix       ^~r¡  Ix 

I  I 

/I         i\   ^V        ^7,  -by  ^^  ^>^  _Q 

\r,        r^}  lulv        7iu    Iv  "bv  'bu          ' 

I  I 

/I         i\  Ve           ri    iz  r^  bz  _ 

V^i        r^)  luiv        lu    }fv  Iv  lu         * 

Ix    ly    bz  2íx    7y 

Multiplicándolas  primero  por  r"i  r"»  —  y  después  por--,  — , 

bz 

--,  y  sumando,  resulta 

K^)=^.  -^^=".  ^i)"=<^ 

bx   b^x        I  ^E       ^  bx   b^x        I  ^G 

bu  bUbV  2   ^^  "bV  bUbV  2    bu' 


=  0. 
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Podemos  también,  sustituyendo  á  E  y  G  los  coeficientes  K',  G' 
dados  por  las  fórmulas  (5)  de  la  pág.  294,  obtener 

189.  Recapitulación.  Teorema  I.  La  condición  necesaria  y 
suficiente  para  que  las  curvas  paramctricas  sean  conjugadas  eti  el 
punto  P  (u,  v)  es  que  se  verifique  idénticamettte  D'  =  o. 

En  efecto,  si  consideramos  los  puntos  P(,r,  y^  z),  P,  {x-\-dx^ , ...), 
P^{X'\-dx2,  ...),  los  incrementos  da^,  db^y  dc^  de  los  cosenos  direc- 
tores en  P, ,  ¿/«,  y  dv^ ,  du^  y  dv^  los  incrementos  de  los  parámetros 
correspondientes  á  P,  y  Pj ,  tendremos 

da^dx^  ^  db^dy^'\'  dc^dz^  =  o,  (i) 

^    ,       .     ^^   ^  ,  T^x   ^  2^x   ^ 

da,  ^=  —-  du,  +  —  dv. ,     dx^  =  —  du.  +  t—  «^91     «te.       (2) 

Y  sustituyendo  en  (i): 

Ddu^du^  +  D'  {du^dv^  -}-  dv^ du^)  -f  X^'d^vdv^  =  o.         (3) 

Esta  ecuación  comprende  la  condición  necesaria  y  suficiente 
para  que  sean  conjugadas  las  dos  direcciones  du^\dv^  y  du^idv^. 
La  ecuación  (3)  es  la  ecuación  diferencial  de  los  sistemas  conjuga- 
dos. En  este  caso  deben  satisfacer  los  valores 

dUi  =  dUy     dz\  =0      y      du^  z=  o,     dv^  =  dv 

á  la  ecuación  (3);  luego  la  condición  buscada  es  D'  =  o. 

Teorema  II.  Im^  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  las 
curvas  paramctricas  sean  asintóticas  es  que  D  =  o  ^  D"  =  o  queden 
idénticamente  satisfechas  para  todos  los  pares  de  valores  dewydew. 

Puesto  que  las  direcciones  asintóticas  se  hallan  definidas  por  la 
condición 

dadx  -|-  dbdy  -|-  dcdz  =  o, 
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de  la  ecuación 

Ddu^  +  2Ududv  +  D"dv^  =  —  yidadx 
resulta  D¿««  +  2D'dudv  +  D'dv^  =  o, 

ecuación  diferencial  de  las  dos  series  de  líneas  asintóticas. 

Si  las  curvas  paramétricas  son  líneas  asintóticas,  deberá  quedar 
satisfecha  así  para  du  =  o,  como  para  dv  =  o.  La  condición  en 
el  primer  caso  deberá  ser  D"  =  o  y  en  el  segundo  D  =  o. 

Teorema  III.  I^  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  las 
curvas  paramétricas  sean  lineas  de  curvatura  es  que  se  verifiquen 
idénticamente^  para  todos  los  pares  de  valores  dewyw  las  ecuacio- 
nes F  =  o,  D'  =  o. 

En  efecto,  las  direcciones  de  las  curvaturas  principales  se  de- 
finen por 

a     da     dx 

b     db     dy 

c     de     dz 

Para  reducirla  á  la  forma  paramétrica,  multiplicaremos  por  el 
determinante 

yi\lu     ^ :  ^y 

y):lu      ib:  IV 
le  \lu      lc\  iv 
)Lada        ^adx 
Ix 
'lü 


=  o. 


y  tendremos 


a 
b 
c 
la' 

ila- 


=  DD"  —  D' 


IX 

lu 

ix 


Iv 


Y.da 
Jlda 


I,dx 


lldx 


'lü 

Ix 


=  o. 


Y  puesto  que 
tendremos  sucesivamente 


Ix 


Iv 
Ix 


lu  Iv 


—  y:da  —  =  Ddu  +  D'dv,     —I.da  —  ==  D'du  +  D'^dv, 
lu  '  IV  ' 
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"bX  ,  ^X 

y,dx  —  =  E¿w  -(- 1"^^»    -^^  ~ ""  =  ^^^  4"  ^^^> 

de  las  que  obtendremos  (pág.  290)  la  ecuación  diferencial  de  los 
dos  sistemas  de  líneas  de  curvatura.  En  el  caso  de  ser  estas  líneas 
paramétricas  debe  quedar  satisfecha,  tanto  para  du  =  o  como  para 
dv  =  o.  Por  consiguiente  las  condiciones  son 

ED'  —  FD  =  o,     FD'  —  GD'  =  o; 

y  puesto  que  éstas  son  ecuaciones  homogéneas  será 

F=D'=o       ó       F:D'  =  E:D  =  G:D' 

En  este  último  caso  quedaría  satisfecha  la  ecuación  {a)  para 
todos  los  valores  de  «  y  i;,  lo  que  no  es  posible. 

190.  Líneas  geodésicas.  Supongamos  que  la  línea  cuya 
ecuación  se  pide  no  sea  la  línea  v  =  const.  Para  obtener  esta 
ecuación,  bastará  expresar  que  su  normal  principal  es  normal  á  la 

dirección  — ,  ---,   — .  Porque,  siendo  nórmala  dos  direcciones 
^u     bu     lu  ^ 

trazadas  en  la  superficie,  lo  será  á  ésta.  Tendremos  pues, 

b'^x  ix       ^*u  by        Vz  bz  _ 
'b?'íu'^'b?'iu^  'b?^'^^' 

^      ix  I  ix  ,  b   ix 

ó  bien       S;r''  —  =  o,     —  ^¡Lx' vy  ^  o, 

lu  is  lu  Is  lu         ' 

d  ^(ix    ^    ^    IX      \lx 
es  decir,  X  ^2 1  T"  »  +  T"*  ^'  )  ^;~ 

Multiplicando  por  2  se  tiene 

d  SE  IV  IG 

ds^       ^       ^        lu         '        lu  ^    bv  ^  ^ 

forma  bajo  la  que  se  escríbe  la  ecuación  de  las  líneas  geodésicas, 
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Ó  también 

ds  ^         '         ^         Iv  IV  -hv 

Observación.  La  condición  para  que  la  curva  u  =  const.  sea 
geodésica,  es  que,  llamando  Su  al  arco  de  esta  curva,  se  tenga 

^s\   ^u 
Pero  — r-  = ; ; 

luego  podremos  escribir  la  ecuación  anterior  así: 

('b^x  bSu        b^Su  bx  \  bx 
bv"^  hv  ~"  c^»*   iv)  lu'^  ^ 

^  b^x  Ix    ..  ^  ^.r  IX   b    ,-^ 

o  s—  —  F^E  — S- — /g  =  o, 

bv'  bu  ^  bu   bv  bv'  ' 

es  decir,  r  E  I 1  —  F   \—  =  o 

^      \bv        2  bu/  bv 

bF         I  ^E         F    ^E 
o --—  =  0. 

^  2   bu  2E    bv 

191.  Otra  forma.  Sea  u  =  ^{v)  la  ecuación  de  la  geodésica 
que  une  en  la  superficie  los  dos  puntos  {u^,  v^)  y  («„  Vi)  y  tendremos 

Debemos  determinar  la  función  desconocida  u  =  ff(v)  de  modo 
que  esta  integral  sea  un  mínimo,  es  decir,  igualar  á  cero  su  varia- 
ción primera,  y  tendremos: 


b 
'bu 


d^     ,  ^^       _        ^ 

dv  du 

b-T- 
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fxur.o  I 

3E, 

2|/l 

ldu\* 
\dv)_ 

4.  .  f 

du 

dv^ 

íG 
+  G 

\dv. 

1 
+  2F 

ldu\ 
\dv} 

d 

K 

^-^- 

dv 

r 

Tdu\* 

/¿ 

v'4Í*+-(í)-« 


=  0.        (I) 


A  esta  ecuación  podemos  dar  otra  forma  más  conveniente,  para 
lo  cual,  dejando  indeterminada  la  variable  independiente,  escribire- 
mos desde  luego  la  última  ecuación  bajo  la  forma 

—  du^  +  2—-  dudv  ^ ¿z^*  =  2¿y .  ¿/  (  E  -7-  4-  F  -7-  ) ; 

lu  lu  lu  \     d^  ds  / 

y  en  virtud  de  las  expresiones  conocidas  de  sen  6  y  de  eos  O, 

—^du^4-2  —  dudv  -A dv*  =  2ds .  d  (}' É  eos  0) 

l^u  ^       lu  '    ^n  ^'  ^ 

=  ¿f  -  -  eos  e  —  2  V'  E  sen  íi  ¿j  .  ¿í>, 

o  también  -— -  du*  +  2  -—  dudv  +  --"  «^ 

dií  d/<  2^u 

=  %-  {Kdu  +  Fdv)  —  2  ^^EG  —  F^dvdO 

I  /J^E  sE       \  ,         - 

=  —  ( -—  ¿lí  +  —  ¿z/ 1  (E¿»  +  Fdv)  —  2  y  EG  -  F^dvdf) 

TK  sE  F       iíK  ^E      \         . 

=  --  ¿fí*  +    -- dudv  -\'i^dv\-—du  +  —^ dv] -^2fEG  —  F*dvdH. 
bu  bv  *   E       \bu  bv      I        ' 

Reduciendo  y  dividiendo  por  2dv,  tendremos 

,  -  I  F  fsE  bE     1 

2  Klbu  bv      J 

1  ^E   ,  2)F    ,  I  SG    , 

+ du —-  du  — dv,        (2) 

2  bv  bu  2  bu  ^  ^ 
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fórmula  dada  por  Gauss  de  la  ecuación  diferencial  de  segundo  or- 
den de  las  líneas  geodésicas. 

Si  las  líneas  coordenadas  son  ortogonales,  será  F  =  o  y  (2) 
se  reduce  á 

1  I)K    .  I  ?G  , 

2  ^  2  Sw 


I     SJ^E 


du 


1=  ~\ —  ^^'• 


/G     ^^ 

192.     Propiedades  de  las  geodésicas.     Podemos  también  lle- 
gar á  la  siguiente  expresión  de  las  líneas  geodésicas 

E  du  +  F  dv  m  du^  +  2mdu  dv  ^  -  tn^dv^  +  E  rf*fí  +  F  rf V 
Ydu  +  Gdv   ndu^  +  2n' dudv -\- n" dv"  +-  Fí/*w  +  Gd^v 

que  resulta,  multiplicando  los  determinantes 


=0  (*) 


a     'hx :  'bu     Ix :  Iv 
b     ^y  \^u     }sy  \bv 

c     Iz  :bu     Iz  :  'bv 


a  dx  d*x 
b  dy  d^y 
c     dz     d*z 


para  pasar  de  la  ecuación  diferencial  de  las  líneas  geodésicas  en 
coordenadas  cartesianas  á  la  escrita  en  coordenadas  u  y  v^  siendo 


m 


_  ^,  bx  2>V  _  1  ^ 

'^    bu    bu*  2    bu' 


bx   b^X 


I  ^E 


bF 


m'=y: 


bx   bKr 


bu  bubV 


m    =  Zu 


^,  bx  yx 


bu  bv* 


) 

n 

mJ 

■&V 

a««  ■ 

— 

2 

^■  + 

■hu 

I 

2 

bE 

bv 

» 

H 

> 

,  Ix   l*x 

= 

1  IQ 

2  2>«' 

I 
2 

bG 

bu 

+ 

«' 

V 

l*x 

I 
2 

En  el  caso  de  que  hayan  de  ser  v  =  const.  líneas  geodésicas 
y  «  =  const.  sus  trayectorias  ortogonales,  puesto  que  la  ecuación 
de  las  líneas  geodésicas  queda  satisfecha  por  dv  =  o  y  por  la  or- 


(*)    KommerelL  Allgem.  Theor.  der  Baumcurven  und  Fldchen. 


302  LIBRO    3.° — CAPÍTULO    1 

togonalidad  es  F  =  o,  resulta  como  condición  necesaria  y  suh 

cíente  E«  =  o  o  —  =  o. 

Será  por  tanto  E  función  de  u  sola,  .y  u  el  arco  de  la  geodésica 
V  =  const.  medido  á  contar  desde  una  trayectoria  ortogonal  dada. 
Así  pues,  dsu  =  duy  debiendo  ser  E  =  i,  y  tomando  el  elemento 
lineal  la  forma 

ds^  =  du^  +  Gdv'.  (I) 

Enunciaremos,  por  consiguiente,  el 

Teorema  I.  La  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  las 
curvas  (v  =  const)  de  una  serie  sean  geodésicc^  y  las  de  la  otra 
(u  =  const)  sean  sus  trayectorias  ortogonales  se  reducen  á 

— -  =  o,     F  =  o. 

Y  si^  en  particular^  u  es  at  co  de  una  geodésica,  será  E  =  i ,  F = o. 
En  este  caso  la  expresión  de  la  curvatura 


k  = 


1(^/1    ^S^\    ,     ^  /  I    ^ÍE\) 


^^EG(^«\fÉ    ^^  J        '^'^\fG     ^  /) 


se  reduce  a  >&  =  — —  .  (2) 

Si  trazamos  dos  trayectorias  ortogonales  u^y  u,  y  calculamos 
el  segmento  j„  de  una  geodésica  v  =  Vo  comprendida  entre  aquéllas, 
puesto  que  du,  =  du,  será 


=z  í  du  =  u  —  Uo,  luego: 


«o 


Teorema  II.  I^s  arcos  de  todas  las  geodé- 
sicas V  =  const.,  comprendidas  entre  dos  de  sus 
trayectorias  ortogonales^  son  de  igual  longitud. 

Sea  una  curva  F  (fig.  102)  y  tracemos  por 
los  puntos  Ao,  A,,  A2,...  geodésicas,  según  un 
ángulo  recto,  y  los  segmentos  iguales  u  =AoBo=AiB,  =A,B,... 


Vs0 


COORDENADAS    CURVILÍNEAS  3O3 

Los  extremos  B^,  B»,  B^,  ...  forman  una  trayectoria  ortogonal  á  las 
líneas  geodésicas. 

Si  la  curva  «=11^  se  reduce  á  un  punto,  ó  cuando  las  geodési- 
cas z'=const.  pasan  por  un  punto  P  del  plano  (fig.  103)  y  z'  es  el  án- 
gulo que  forma  una  geodésica  cualquiera  con  una 
geodésica  fija  z;=o(PA),  las  curvas  fí=const. 
son  las  trayectorias  ortogonales.  El  teorema  II  se 
aplica  á  este  caso,  y  tenemos  el 

Teorema  III.     Los  arcos  de  geodésicas  que 
pasan  por  un  punto  P  hc^ta  una  trayectoria  or-  Figura  103 

togonal  cualquiera  son  iguales. 

En  un  sistema  polar,  para  el  arco  elemental  ds^  de  un  círculo 
geodésico  /i  =  const.  se  obtiene  rfj„  =  VGrfz'.  Por  otra  parte, 
siendo  rfj„,  en  la  proximidad  del  punto  P,  el  arco  de  un  sector 
circular  infinitamente  pequeño  cuyo  radio  es  «  y  el  ángulo  central 
dv,  cuando  u  es  muy  pequeño,  se  tiene  ds^  =  udv. 

Así  pues,  para  un  valor  infinitamente  pequeño  de  u  es  yG  =  «, 
ó,  el  primer  término  del  desarrollo  de  VG  según  las  potencias  de 
u  es  u\  luego 

lim  VG  =  o,     lim  (  — —  )  =  i, 
«  =  0  11=0  \    ^M    / 

lo  que  se  ve  más  detalladamente,  considerando  los  desarrollos  de 
Xj  y^  jsr,  funciones  de  «,  y  v^ 

u* 

X  =  u  eos  z'  +  s, ,     y  =s  u  sen  v  -h  h>     ^  =  —  4-  «3, 

habiéndose  tomado  la  normal  á  la  superficie  por  eje  de  las  £r  y  por 
eje  de  las  x  la  tangente  en  O  á  la  geodésica  inicial,  pues  se  tendrá 
G  =  «*+  r„  expresando  y¡  una  cantidad  infinitesimal  de  tercer  or- 
den. De  la  fórmula 

1  yyü    ,    VG 
VG    ^«'      ^     ^u* 

se  deduce        (^)^^  =  o,       ('^?)'^  =  -  >&o, 
siendo  k„  la  curvatura  de  la  superficie  en  O. 


^ 77?^-t:t-    ó    -— =  -*vg. 


(3) 
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Problema.     Sea        ds  =  rfO*  -f  <jW,*.  (i) 

Dado  el  elefnento  lineal  de  una  superfície 

ds'  =  Kdu^  +  2  Vdudv  +  Gdv\  (2) 

determinar  las  tres  funciones  h^ts.^^dexxydew  tales ^  que  se  tenga 
idénticamente  (*) 

VMu^  +  2  Frf«rfz/  +  Gdv^  =  rfO*  +  a*  dh,\ 
Esta  ecuación  se  descompone  en  las  tres 

Eliminando  cr  V^  y  <y-  -,  resulta 

^U)-^^^^l¡r  +  Ey  =  EG-F^  (4) 

Si  se  hace,  por  brevedad, 

^  /Sil  V        ,,  SO    SO        ^  /SO  V 
V,  = _  ^^^^^^.^     _     .,  (5) 

la  ecuación  (3)  se  reduce  á     AO  =  i  (6) 

es  decir,  que  según  veremos,  el  parámetro  diferencial  AO  de  primer 
orden^  es  igual  a  i. 

Fácilmente  se  demuestra  que  recíprocamente:  A  toda  solución  de 
la  ecuación  (6)  corresponde  una  familia  de  curvas  paralelas^  pues 
la  expresión'  (6)  expresa  que  ds*  —  rfO*  es  un  cuadrado  perfecto 
(mdu  -|-  ndvy,  y  llegaremos  por  un  cambio  de  variables  á  la  ecua- 
ción (i). 

M.  Darboux  demuestra  en  su  obra  citada,  que  si  se  ha  obtenido 


(*)    G .  Dorboux  Ltqont  tur  la  ihéorie  ginérait  de»  surfaceSy  t.  II,  p.  424. 
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una  solución  de  la  ecuación  de  derivadas  parciales  (5)  que  contenga 

una  constante  distinta  de  la  que  puede  reunirse  á  O  por  adición, 

constante  que  debe  figurar  por  consigulentj,  en  una  al  menos  de  las 

'b^     2)0 
dos  derivadas  — -,  — ,  se  podrá  obtener  <r  y  O,  mediante  derivacio- 
lu    bv         ^  -^    * 

nes,  y  por  consiguiente  las  ecuaciones  finitas  de  las  líneas  geodé- 
sicas, trayectorias  ortogonales  de  las  curvas  6  =  const.  Para  ello 
considera  la  ecuación 

entre  las  cinco  variables  «,  v,  duy  du  y  la  constante  arbitraria  a 
que  entra  en  6. 

Derivando  con  respecto  áala,  diferencial 

^,       ^0  ih  ^  ,        yo    ^  ^'^    ^         ^  ^^ 

flO  =  --  rffí  +  T-  dv,    resulta    —t-  du  +  -— -  dv  =  d  —, 
lu  Tiv  ^aT^u  la^  ba 

obteniéndose  un  resultado  análogo  respecto  á  6,,  y  puesto  que  ds 
es  independiente  de  a: 

rfO,,  función  lineal  de  duy  dv  debe  dividir  kdO  ó  k  d  (— ).  Y  no  pu- 

diendo  dividir  á  rfO,  porque  entonces  sería  O,  función  de  6,  tendrá 

que  dividir  á  rf  — ;  O,  es  función  de  — ,  y  se  podrá  escribir  6,  =  — . 
oa  da  oa 

Así  pues,  la  ecuación  de  las  líneas  geodésicas  que  cortan  según 

ángulos  rectos  á  las  curvas  O  =  const.,  es 

—  =  const.  =  a\  (7) 

193.  Propiedades  de  la  distancia  geodésica.  Sea  un  seg- 
mento de  línea  geodésica  comprendido  entre  los  puntos  My  y  M,, 
la  longitud  O  del  mismo  estará  dada  por  la  fórmula 

/•M 

O  =       f/E«'*  +  2Vu'v  +  Gv'^dt, 

80 
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expresando  u!  y  v'  las  derivadas  á^uy  v  con  respecto  á  otra  va- 
riable independiente  /. 

Si  Mo  y  Mi  se  mueven  describiendo  curvas  cualesquiera,  el 
cálculo  de  las  variaciones  da 


(I) 


La  función  6  es  la  distancia  geodésica  de  los  dos  puntos  M^  Mj,. 
La  fórmula  (i)  puede  escribirse 

SO  ==  (E^'  +  Fz/Q  lu  +  (F«^  +_GzO^ 
f^E«^*^TF'Í5rz;^nG¿"* 

expresando  con  el  subíndice  o  los  elementos  correspondiente  al 
punto  Mo. 

Esta  ecuación  da  las  cuatro  siguientes: 

lu  ~  )^Eir«4^2F^V +Gz/=^  ~      ds'T^   ds' 

2^ Fu'  +  Gv  __  p  J?[?  _  p  ^^ 

'íü  ~  j/eF*  4.  2F«V  4-  Gv~*  ~      ds~      ds' 

Ih  Eow'  +  Gv 


^«0 


Al  teorema  II  es  equivalente  el 

Teorema  IV.  Si  por  los  puntos  de  una  linea  L  se  trazan  las 
geodésicas  g  ortogonales,  y  en  cada  una  de  éstas,  a  partir  de  L  se 
toman  arcos  lie  igual  longitud,  el  lugar  de  sus  extretnos  es  otra  tra- 
yectoria ortogonal  de  las  geodésicas  g. 

Para  demostrarlo,  consideraremos  el  elemento  lineal 

ds^  =  Edu^  +  2Vdudv  +  Gdv\ 
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en  el  que  debe  ser  E  =  i.  La  ecuación  (2)  pág.  300  diferencial  de 
his  geodésicas  se  reduce  á 

, IF  I  SG 

lu  2  ^u 

á  la  que  deben  satisfacer  las  líneas  v  =  const.  para  las  cuales 

dv=o,  rfO=  o.  Por  consiguiente,  se  tiene  —-==0  á  lo  largo  de  las 

líneas  v,  en  toda  la  superficie;  luego  será  F  =  ^(v)  ó  F  =  const., 
á  lo  largo  de  cualquier  geodésica.  Pero  en  el  punto  de  partida 

eos  (O  =  eos  —  =  o;  luego  será  siempre  F  =  o,  y  las  líneas  u  son 
¿ 

ortogonales  á  todas  las  geodésicas  v. 

Esta  demostración  es  válida  cuando  la  línea  L  se  reduce  á  un 
punto,  y  tenemos  el  teorema  III. 

194.     Variación  de  un   segmento  de  geodésica.     Sea   MP 
extremos  M  y  P  describen  dos  curvas  dadas  (C)  y  (D). 

Empleemos  el  sistema  de  coordenadas  cur- 
vilíneas formado  por  las  posiciones  sucesivas 
MP,  M'P', del  segmento  y  por  sus  trayec- 
torias ortogonales.  El  elemento  lineal  es  de 
la  forma 

rfj«  =  rfe*  +  Grfz;^  Figura  104 

Si  «  y  «o  son  los  valores  de«enMyPy«-l-  rf«,  u^  +  du^ 
en  M'  y  P',  se  tendrá 

are  MP  =  «  —  «ü,       are  M'F  =^u  +  du  —  u^—  du^ 

dará  MP  =  du  —  du^. 

Y  en  virtud  de  los  triángulos  infinitesimales  MM'H,  PP'K, 

M'H  =  du  =  —  MM'  eos  M'MP,     KP'  =  —  duo=  —  PP'  eos  P'PM 

y  rf  are  MP  =  —  MM'  eos  M'MP  —  PP'  eos  P'PM,  (i) 

como  en  el  caso  del  segmento  rectilíneo. 

Problema.     Hallar  el  lugar  de  los  puntos  tales^  que  sea  cons- 
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tante  la  suma  ó  la  diferencia  de  sus  distancias  geodésicas  a  dos 
curvas  dadas  (C)  y  (C). 

Si  por  un  punto  M  del  lugar  se  bajan  las  normales  geodésicas 
MP  y  MQ  á  las  dos  cuivas,  se  deberá  tener 

^  MP  ±  MQ  =  const.; 

luego,  cuando  se  pase  de  M  al  punto  infinita- 
mente próximo  M'  resultará 

^  rfMP±rfMQ  =  o. 

Figúralos  ^a  fórmula  (i)  pág.  307  da 

í/MP  =  —  MM'  eos  M'MP,     rfMQ  =  —  MM'  eos  M'MQ. 
Sustituyendo  en  ia  ecuación  precedente,  será 
eos  M'MP  ±  eos  M'MQ  =  o. 

En  el  caso  del  signo  -f- 1  ó  de  la  suma  constante,  la  ecuación 
expresa  que  la  tangente  es  la  bisectriz  del  ángulo  formado  por  una 
línea  geodésica  y  la  prolongación  de  la  otra,  etc.  Diremos,  pues: 

Si  se  construyen  en  una  superficie  cualquiera  todas  las  curvas 
luga}  es  de  los  puntos  para  los  que  permanece  constante  la  suma  ó  la 
diferencia  de  las  distancias  geodésicas  a  dos  curvas  dadas^  se  obtie^ 
nen  dos  familias  de  curvas  que  se  cortan  según  ángulos  rectos,  (*) 

Para  obtener  la  forma  del  elemento  lineal  en 
el  sistema  de  coordenadas  curvilíneas  de  que  se 
trata,  consideremos  una  primera  familia  de  cur- 
vas paralelas,  que  definiremos  por  sus  distancias 
u  =  AP  á  una  de  ellas  (C),  contadas  en  geodé- 
sicas normales.  Y  consideremos  otra  familia  de 
curvas   paralelas   definidas   por  sus  distancias  ^j  ^^^  ^^ 

v  =  BQ  á  una  de  ellas  (C). 

Construyamos  las  cuatro  (yarvas  «,  u-{-dUy  z;,  v-\-dv  que 
forman  un  paralelógramo  MN  M'N'. 

Tendremos  .      MN' =  Aíf«,     MN  =  Cdv,  .      . 


(*)    Darboux,  obra  cil ,  t.  II,  pág.  418. 
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siendo  A  y  C  las  cantidades  que  figuran  en 

ds^  =  A*rf»*  -f  C^dv^  +  2  AC  eos  oidudv 

de  elemento  lineal  y  a  el  ángulo  M. 

Si  se  trazan  por  M  las  geodésicas  MNj  y  MN'j  normales  á  los 
lados  opuestos  del  paralelógramo,  las  longitudes  geodésicas  son 

MN,  =  dv,    MN\  =  du. 

Y,  considerando  los  triángulos  MNN„  MN'N',  como  rectilíneos, 

MN,  =  MN  sen  a,     MN',  =  MN'  sen  a, 

ó  du  =  Adu  sen  a,     dv  =  Cdv  sen  a; 

luego  A  =  C  = 


y  ds^ 


sen  a 
du*  +  dv^  +  2dudv  eos  a 


Si  se  toma        u-\-v  =  2u\    u  —  v=^2v\ 

las  curvas  cuyos  parámetros  son  u'  y  v\  serán  elipses  ó  hipérbolas 
geodésicas. 

Problema.     Dado  el  elemento  lineal 

ds*  ==  Edu^  +  2  Fdudv  +  Gdv\ 

hallar  la  condición  para  que  las  curvea  u  =  const.  sean  geodésicas 
paralelas  y  siendo  u  el  arco  de  geodésica. 

La  ecuación  diferencial  de  las  trayectorias  ortogonales  á  las 
curvas  rf«  =  o  es 

Ed«  4-  Q^dv  =  o, 

para  las  que  dv  =  — ^  du.  Y  el  elemento  lineal  dsg  será 

EG  —  F* 
ds^g  = ^ du*. 

Y  puesto  que  debe  ser  dSg  =  du^  resulta  la  condición 
EG— Fy 
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Problema.  Si  se  trazan  en  una  superficie  dos  curvas  C^  y  C, 
que  no  sean  geodésicas  paralelas^  siendo  las  curvas  parametricas  las 
paralelas  geodésicas  de  estas  dos  curvas  y  u,  v  las  distancias  geodé- 
sicas de  las  curvas  u  =  const.  v  =  const.  de 
C,  y  Cj.  Hallar  la  forma  del  elemento  lineaL 
En  virtud  del  problema  anterior  tenemos 

EG  —  F*  EG  —  F* 


I»      Ei =  I 


G  '  E 

Figura  107  ó  E  =  G,      F  =  f^  E*  ^  É 

y  en  virtud  de  las  fórmulas  (6)  pág.  241 


I  eos  oj 


E  =  G  =  --r-  ;       F  = 


sen*  íi>  sen*  w 

El  elemento  lineal  será 

rf«*  -j-  2  eos  w  dudv  +  d'^v 


ds'' 


sen*  co 


Y  sustituyendo  los  nuevos  parámetros  «, ,  v^  que  satisfagan  á 
las  relaeiones 

«  -j-  Z;  =  2«j ,         U  —  V  =■  2V^, 

du^x          rfz^'i 
resultará  finalmente     rfj'  = -h  .  (i) 

W  (O 

sen*—       eos*  — 
2  2 

195.  Teorema  de  Weingarten.  En  una  superficie  las  cur- 
vas^ lugares  de  los  puntos  para  los  cuales  la  suma  ó  diferencia  de 
las  distancias  geodésicas  á  una  curva  fija  es  constante,  forman  un 
sistema  ortogonal. 

Observación.  Si  se  redueen  eada  una  de  las  eurvas  C^  y  C^  á 
un  punto,  resultan  en  las  superfieies  eui-vas,  que  eorresponden 
á  las  elipses  é  hipórbolas  homofoeales  del  plano.  Y  las  eurvas 
u^  =  eonst.  Vi  =  eonst.  se  llaman  elipses  é  hipérbolas  geodésicas. 
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196.     Superficies  de  Liouville.     Sea  el  elemento  lineal 

ds'  =  (U  +  V)  (rfi/«  +  dv^)  (1) 

en  el  que  U  es  función  de  u  y  V  función  de  v. 

En  virtud  de  un  teorema  (pág.  249)  las  curvas  paramétricas  son 
isométricas.  Además  son  elipses  é  hipérbolas  geodésicas.  El  ele- 
mento lineal  toma  la  forma 


{l^V:V  -h  V)'        (f V  :  U  +  V)^ 

Teorema.  En  las  superficies  de  Liouville,  las  ecuaciones  dife- 
réndales  de  las  líneas  geodésicas  son  integrables. 

En  efecto,  por.  ser  el  elemento  lineal  de  la  forma  (i)  será 
E  =  G  =  U  +  V,  F  =  o,  la  ecuación  de  las  lineas  geodésicas  se 
reduce  á 

(u  +  V)  w„íH,  -  *..,,) + i  m- + *•,  (ü'í.  -  V*)  -  o 

que  sucesivamente  se  reduce  á 

V'dtidv*  {dtí*  +  dv*)  +  2  Vdttdv  {dud*v  -  dvd*u) 
{du^  +  dV*)* 

V'dvdu*  jdu*  +  dv*)  +  2  Wdtidv  {dvd*u  -  dud^) 
~  {du*  +  dv*)* 

,     Udv*  ^     Vdu* 

—  d  ,  ^  .    .  .  =  o. 


dW  +  dv*         du*-\-dv* 
Por  consiguiente  la  integral  primera  será 
Vdv*  Vdu* 


du*  +  dv*      du*  +  dv' 
De  esta  última  ecuación  resulta 

du*  dv* 


5  =  «•  (2) 


U-a      V+a 
y  la  integral  de  (i)  será 


=  0; 


r     du  r     dv 
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Por  Último,  el  arco  elemental  dsg  de  las  líneas  geodésicas 
quedará  determinado  por 

dSg  ^  ilJ^^du  +  iV+adv 

También  si  hacemos  X  =  U  -[-  V,  la  ecuación  diferencial  de 
Gauss  de  las  líneas  geodésicas  (pág.  300)  se  reduce  á 

XrfO  =  -  -—-  dv -—  dv. 

2  2n)  2  lu 

Multiplicándola  por  2  sen  O  eos  O  y  en  virtud  de  (10)  pág.  243 

eos  O  ¿y  =  yXrfií,     sen  bds  =  ylTdv,     eos  bdv  =  sen  bdu,     (i) 

y  2X  sen  O  eos  6rf0  =  -—  eos*  bdv —  sen*  0¿/«, 

Xrfsen^O  =  —  eos'  bdv sen*  bdu. 

Iv  lu 

fórmula  aplicable  á  cualquier  supeificie.  Pero  si  establecemos  la 
condición 

a  {u)  d  sen*  6  +  sen'  6  a'  {u)  du  =  ^  (v)  d  eos*  6  +  eos*  6?'  {v)  dv, 
ó  ¿  (a  sen*  6)  =  ¿/  (P  eos'  e), 

la  ecuación  se  hace  integrable,  siendo  su  integral  primera 

a  (u)  sen«  h  —^{v)  eos*  b  =  a     ó     tg  O  =  +  y  ^\  ^-  ^      (2) 

f   a  («)  —  a       ^ 


du  __  dv 


Tü^.^-^-  =  o,  (tgO  =  ^) 


obteniéndose  la  ecuación  de  las  geodésicas  en  términos  finitos, 
como  anteriormente. 

Para  obtener  la  expresión  del  arco  de  geodésica,  multiplica- 
remos la  primera  ecuación  (i)  por  eos  O,  la  segunda  por  sen  O, 
sumaremos  y  resultará 

ds  =  y/X  eos  bdu  +  V^  sen  bdv  (o  <  O  <  tt). 
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De  la  (2)  resulta 


sen  O  =  i/J-i-L— —  ,       eos  O  =  V/— ^^ 

y  tendremos 

197.  Caso  de  las  superficies  de  rotación.  Siendo  el  ele- 
mento lineal  de  la  forma 

ds^  =  du^  +  r^dv\ 

Cdu 

si  hacemos  /  —  =  du^   para  reducir  a  parámetros  isométricos, 

tendremos  ds*=z  r*  {du^i  +  dv*\ 

y  r  será  función  de  u^ .  Aplicando  las  fórmulas  del  párrafo  ante- 
rior, será 

a  («,)  =  r»,       p  {V)  =  o. 

La  integral  primera  (2)  se  reducirá  á  r*  sen'  6  =  a,  y  si  la  geo- 
désica es  real,  podremos  hacer  a  =  ¿*,  siendo  k  real  y 

rsen  =  ¿;  luego:         (i) 

Teorema  de  Clairaut.  Por  iodo  punto  de  una  geodésica^  tra-^ 
zada  en  una  superficie  de  rotación^  el  seno  del  ángulo  que  fomia  con 
el  meridiano  es  inversamente  proporcional  al  radio  del  paralelo. 

Las  integrales  en  términos  finitos  serán,  en  el  caso  actual, 

v  =  ±  >fe j -^--  +  ¿,       s  =  kü±  ir'-k'du,  +  C; 

du  f      du 

y  por  ser    du^  =  —,    será    ^  =  ±  */ "J"^"!:^  +  ¿» 

Observación.  Todas  las  geodésicas  correspondientes  á  un  va- 
lor fijo  de  /t  y  á  valores  distintos  de  b  se  obtienen  de  una  de  ellas, 
haciéndola  girar  alrededor  del  eje  de  la  superficie. 
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198.  Una  clase  particular  de  GE<)i)h':siCAS.  En  toda  super- 
ficie, existe  una  clase  de  geodésicas  que  se  obtienen  cuando  la  ex- 
presión de  ds^  es  la  forma 

¿r«  =  A  {du^  -i-  dv^). 

Para  obtener  estas  geodésicas,  basta  hallar  una  solución  com- 
pleta de  la  ecuación  de  derivadas  parciales 


x[(^)"+{0]=- 


Si  se  hace  A  =  o,  esta  ecuación  se  integra  haciendo  9  =  au 
-\-  bv-{'C,  siempre  que  sea  a}  -\-  d*=  o  ó  6  =  ±a ^ —  i. 

Así  haciendo  Q  =  a{u  +  v }¡, —  i),  las  ecuaciones  de  las  líneas 
geodésicas  son 


_  const.       0 
la 

u  ±v  }¡ —  I  =  const. 

Su  ecuación  diferencial  es 

du  ±  dvi—  1=0, 

ó  bien       du*  +  dv*  =  o. ' 

Para  estas  líneas  se  tiene 

A  {du^  +  dv^)  = 

=  o        ó        áf«  =  0, 

son  /Ineas  de  longitud  nula. 

§  6.°     Valuación  de  la  curvatura  total 

199.  Coordenadas  de  Gauss.  Las  líneas  «  =  const.  son 
geodésicas  qué  parten  de  un  punto  O  y  las  líneas  v  =  const. 
círculos  geodésicos,  cuyos  centros  se  hallan  en  O.  Tenemos  así 
un  sistema  ortogonal  en  el  que  una  de  las  líneas  coordenadas 
es  geodésica. 

Sea  O  el  ángulo  que  una  de  las  coordenadas  geodésicas  forma 
con  una  geodésica  fija  que  pasa  por  O  y  r  la  longitud  de  la  misma, 
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contada  desde  el  punto  O  hasta  la  punto  M,  cuyas  coordenadas  se 
expresarán  por  r  y  6.  La  expresión  ds^  es  de  la  forma 

ds  =  dr^  +  G*dH\ 

porque  para  O  =  const.  se  debe  tener  dr  =  ds  y  en  ds^  no  debe 
entrar  el  término  ¿r¿0.  íCl  arco  de  círculo  geodésico  elemental,  que 
es  el  valor  de  ds,  según  la  línea  r  =  const.  es  GrfO.  En  este  caso 
la  expresión  general  de  la  curvatura  total  k  dada  por  la  fórmula 
(6)  pág.  291,  se  reduce  á 

I    6*G 

y  la  ecuación 

I  2¡E  2E,  aO 

2  -  (E«'  +  tV)  =  —«'*+  2  —  v'u'  +  -^  v'' 

de  una  geodésica  á 

dcosi         ^,  IH  ^,^        ,  ,  d¡  ^  ^G  ^,^ 

2 =  2H  —  6'*       ó      sen/3-  =  — G  —  6'*.         (¿ 

ds  Ir  ds  Ir  ^ 

200.  Valoración  de  la  curvatura.  Vamos  á  valuar  el 
área  del  triángulo  geodésico,  es  decir,  el  formado  por  tres  líneas 
geodésicas  CA,  CB  y  AB. 

Coloquemos  el  origen  en  C,  y  tomemos  por  línea  coordenada 
inicial  el  lado  CA.  La  curvatura  total  hallada,  se  determinará  por 
la  fórmula 


K  =  ÍÍKdQ  =|jKHrfedr, 


expresando  Q  el  área  elemental;  y  sustituyendo  el  valor  de  K,  se 
transforma  en 

*G 


dhdr. 


Integremos  con  relación  á  r;  y  observando  que,  para  r  inftnita- 
mente  pequeño,  es  --  =  i,  porque  para  r=o  se  tiene  rdb  =  Gdf) 
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Ó  r  =  G,  rfr  =  rfG,  tendremos: 


K=/(.-f).„ 


y,  puesto  que  la  ecuación  (¿)  da 

IG  .  di        I 

—  =  —  sen  í 

3r  as 


=  — G 


°(0 

rfO  rf/         I        _^  di   ds di 

rfí  rfJ      / dh\  ~       ~ds'd^~       7/0  ' 


sera 


(£) 


Esta  expresión  debe  integrarse  desde  o  hasta  C. 
Pero  la  integral  de  di  da  la  diferencia  de  los  valores  de  di  en  A 
y  en  B,  el  uno  es  A  y  el  otro  t^  —  B;  luego 

K  =r=  C  +  A  +  B  ^-  tt;  luego: 

Teorema.  La  curvatura  total  de  un  triángulo  geodésico  es  igual 
al  exceso  de  la  suma  de  sus  ángulos  sobre  dos  rectos. 

Ó  bien:  La  siima  de  los  ángulos  de  un  triángulo  geodésico  es 
igual  á  su  curvatura  aumentada  en  dos  rectos. 

Luego:  La  suma  de  los  ángulos  de  un  polígono  géo4¿^ico  es 
igual  á  su  cufvatura  más  tantas  veces  dos  rectos^  como  lad¡^s  tiene 
menos  dos,  \ 

En  un  triángulo  infinitesimal  la  curvatura  es  un  inflnitani¡ente 
pequeño  de  segundo  orden;  luego:  La  suma  de  los  ángulos  de  un 
triángulo  geodésico  infinitesimal  es  igual  á  dos  ángulos  rectos. 


§  7.°     Curvaturas  tangencia  v  geodésicas 

201.     Componentes  de  la  curvatura.     Sea  —  la  curvatura  de 

P 
una  superficie  en  un  punto  M  de  ésta,  y  considerémosla  represen- 
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tada  por  una  recta  dirigida  según  la  normal  principal,  y  hacia  el 
centro  de  curvatura.  Esta  curvatura  se  podrá  descomponer  en  otras 
dirigidas  según  rectas  dadas.  Sus  proyecciones  sobre  los  ejes  son: 

d'x       d^y        dH 
'd?'      ~d?'      'd?' 

Sea  una  curva  trazada  en  una  superficie.  Si  se  descompone 
su  curvatura  según  la  normal  y  según  una  tangente,  la  primera 
será  la  curvatura  normal  y  la  segunda  la  curvatura  tangencial  ó 
geodésica. 

Sea  O  el  ángulo  que  forma  el  plano  osculador  de  la  curva  con 

el  plano  tangente  á  la  superficie.  Su  curvatura  será y  la  cur- 
vatura normal .  La  pnmera  es  nula  en  las  curvas  geodésicas 

P 
y  la  segunda  en  las  líneas  asintóticas. 

202.     Curvatura    tangencial    ó   geodésica.     Lema.     Sean 

R^  R'  los  radios  de  curvatura  de  dos^  curvas  AB  y  AB',  tangentes 

en  A.  Si  se  toman  en  estas  dos  curvas  longitudes  AB^  AB'  iguales 

.  a  ds,  las  tangentes  en  By  enB'  d  estas  curvas  formarán  un  ángulo 

dto>  dado  por  la  fórmula 

.  ^       ¿y*        ds^  ds  ds 

^-*=  Rr+  rTT  +  2  -R-  -rT  eos  (R,  R')  {c) 

En  efecto,  si  por  un  punto  O  del  espacio,  se  trazan  Oa  paralela 
á  la  tangente  común  en  A,  Ob  y  Ob'  paralelas  á  las  tangentes  en 
B  y  B',  tomando  en  estas  rectas  Ob  =  0¿'  =  Oa  =  i,  se  tendrá 
en  el  triángulo  aib\ 

ró  =  -(^,    ^'  =  ^,     bb'  =  d^,  {d) 

y  la  fórmula 

bb    =ab*  +  ab''  —  2ab  ,  ab'  eos  (ab^  ab') 

dará  la  relación  (c),  si  se  sustituyen  ab,  ab\  bb'  por  sus  valores 
(d)  y  por  ser  c^  y  ab'  paralelas  á  los  radios  de  curvatura  R  y  R'. 
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Consideremos  ahora  una  curva  cualquiera  AB  trazada  en  una 
superficie,  y  tracemos  por  los  puntos  A  y  B,  infinitamente  próxi- 
mos, arcos  geodésicos  tangentes  AKC  y  BK. 

El  ángulo  CKB  será  el  ángulo  de  contingen- 
^"''^•".""";^<='^^     ^^^  geodésica.  Llamémosle  s,  y  hagamos  AB=^¿y; 

/0^-^==^*vJ^     la  relación  -7-  será  la  curvatura  geodésica  en  el 
^  punto  A. 

Figura  108  ^         ^  *  ^  .  r^     ^.     .  .       , 

En  efecto,  tomemos  AC  =  AB.  El  ángulo  de 
las  tangentes  en  B  y  en  C  á  AB  y  AC  estará  dado  por  la  fórmula 


Pero,  en  virtud  del  teorema  de  Meusnier,  por  tener  la  geodésica 
su  plano  osculador  normal  á  la  superficie,  si  se  llama  6  el  ángulo 
que  forma  el  plano  osculador  de  AB  con  el  plano  tangente,  se 

tendrá  R'= --,  y  por  consiguiente 

ds  eos  O 

(O  =  — - —  .  {e) 

En  general,  las  tangentes  en  B  y  C  no  se  encuentran.  Pero  si 
se  supone  que  la  fig.  108  sea  una. proyección  sobre  el  plano  tan- 
gente, los  ángulos  no  diferirán  de  sus  proyecciones  más  que  por 
términos  de  segundo  orden,  y  salvo  estos  términos,  se  tendrá 

W  -}-  Ü)BC  -f-  BC  U,  =  7C.  (/) 

En  el  triángulo  geodésico  KCB  se  tendrá  también,  salvo  los 
términos  de  segundo  orden 

K  +  KBC  +  BCK  =  TT       ó       s  +  üiBC  +  BC<o  =  ir. 
De  esta  fórmula  y  de  (/),  resulta  to  =  s;  luego,  en  virtud  de  {e), 
ds  eos  6  6         eos  6 


R  ds  R     ' 

lo  que  demuestra  el  teorema,  justificando  la  denominación  de  cur- 
vatura geodésica,  dada  por  Liouville,  á  la  curvatura  tangencial. 
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También  se  ha  dado  á  la  curvatura  tangencial  el  nombre  de 
curvatura  de  desarrollo,  denominación  justificada  por  el  siguiente 

Teorema.  Iai  curvatura  tangencial  de  una  curva  es  igual  á  la 
curvatura  de  la  transformada  de  ésta,  cuando  se  la  supone  trazada  en 
una  desarrollable  cuya  curva  de  contacto  es  con  la  superficie  propuesta, 
cuando  se  desarrolla  esta  superficie  desarrollable  sobre ^  un  plano. 

En  efecto,  la  curvatura  geodésica  de  una  curva  trazada  en  una 
desarrollable  es  igual  á  la  curvatura  propia  de  su  transformada 
plana,  lo  que  probaremos,  haciendo  ver  que  las  geodésicas  de  una 
desarrollable  tienen  por  transformadas  líneas  rectas.  El  ángulo  de 
contingencia  geodésica  se  transforma  pues,  en  el  ángulo  de  contin- 
gencia de  la  transformada  plana;  y  puesto  que  el  arco  no  cambia 
de  longitud,  después  de  la  transformación,  esto  demuestra  lo  enun- 
ciado. Pero  la  curvatura  geodésica  de  una  curva  es  la  misma  con 
relación  á  todas  las  superficies  circunscritas,  de  las  cuales  es  la 
curva  de  contacto,  y  el  teorema  queda  demostrado. 

Corolario.  La  curva  C  trazada  en  una  superficie  S,  cuya  cur^ 
V atura  geodésica  es  constante,  puede  obtenerse  como  sigue.  Si  se 
circunscribe,  según  esta  curva,  una  desarrollable  d  la  superficie  y  se 
desarrolla  esta  desarrollable  en  un  plano,  la  transformada  de  la  curva 
sera  una  curva  de  curvatura  constante,  es  decir,  una  circunferencia. 

Podemos  demostrar  como  sigue  el 

Teorema.  Im  curvatura  geodésica  es  tan  solo  una  función  de 
las  cantidades  E,  F,  G,  de  sus  éLerivadas  y  de  u',  v',  u',  v". 

En  efecto,  puesto  que  los  cosenos  directores  de  la  normal  prin- 
cipal y  la  normal  á  la  curva  situada  en  el  plano  tangente  son 

d^x      dy  \   _(  ,^^      »^y\ 

se  tiene,  llamando  A  á  )^EG 


eos  -  = 

P 


-F*. 

l*x 

hy 

l*e 

Is* 

íí' 

3í» 

I 
A 

ix 

i7 

3y 

2z 

p 

/ 

f 
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^«      'bu 

I 

lix    by 

p  p' 

p' 

> 

luego  m 

^^  b'x  IX 

Tl'x 

eos  0         1 

^^  bx  ix 

^,    IX    IX 

3.r 

?           A' 

í^^    lu 

~   ?J    iv 

51  —  ^ 

V 

ix 

^/ 

v/* 

Y,  por  ser  nulos  los  dos  primeros  elementos  de  la  última  línea 
del  determinante,  será 

eos  O        ^,  l^x  ix  ^,  Ix  bx        ^,  l^x  bx    ^  Ix  bx 


bs^   lu       bs   Iv 


'bS^'    Iv        bs    bu 


d^x     dx         ,  ,  , 

Desarrollemos  37-  y  -r-  según  las  potencias  y  los  productos 
as      as 


du  dv 

de  -7-  =  «  y  -T-  =  í'',  y  resultará 
as  as 

,  b^x  bx         I  ^E       ^  b^x  bx 

'^  bu*    bu  2    bu^  bu*   bV 


b¥ 
'bu 


I  bK 


y,  por  último 

eos  O  fi  í>E     ,  /  i  bY.       bF\    ,  1 

'  -r = ""  U  Tu  (« ^ + ^  ^)  +  [-2  Tu  -  ^) « ^  +  ^^  >J 

+  («V— üV)(EG  — F»). 
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De  la  fórmula  precedente  se  pueden  deducir  las  curvaturas 

geodésicas  de  las  líneas  coordenadas  ó  paramétricas  u  =  const., 

eos  Ott     eos  Or     „      , 

V  =  const.  que  expresaremos  por y Tendremos 

pfli  pv 

i/íT?^-  -  É^i  eos  e«  F      ^E    ,       I      í>E  I     í)F 

?«  2EÍE  ^^       2)^E  ^        J^E  ^« 

cosOr  F      ^G  I      ^G         I     TiF 


VEG  —  F*  -— -^  =  — -^  -  -  -+  _        . 

?v  2GÍG  ^^        2ÍG  '^^       ÍG  ^7; 

Teorema.  No  se  pueden  trazar^  en  gefteraly  sobre  una  superficie 
dos  sistemas  de  líneas  geodésicas  ortogonales^  si  la  superficie  es  des- 
arrolladle, pues  si 

cosOtt               cosOr  ?E  IG 

r  =  o,     =  o,     ^  o,     resulta    — -  =  o,    — -  =  o. 

Las  funciones  E  y  G  solo  contendrán  u  y  v  respectivamente.  Así 
ds^  =f{u)  du^  H-  /,  {v)  dv\ 

ó  por  un  cambio  de  coordenadas, 

ds'^  =  du^  4-  dv^. 

Si  se  calcula  la  curvatura  total  /&,  se  obtendrá  ¿  =  o;  relación 
que  solo  se  verifica  para  una  superficie  desarrollable. 

§  8.°     Curvaturas  normal  y  propia,  torsión  geodésica 

203.  Curvatura  normal  y  curvatura  propia.  La  curva- 
tura se  introduce  más  naturalmente  en  la  teoría  de  las  superficies 
que  la  curvatura  ordinaria  ó  propia  de  las  curvas  trazadas  en  estas 
superficies.  Sin  embargo,  si  se  trata  de  calcular  la  curvatura  propia 
de  una  curva,  es  necesario  calcular  su  curvatura  tangencial  ó  geo- 
désica   y  su  curvatura  normal  .   La  raíz  cuadrada  de 

la  suma  de  los  cuadrados  de  estas  curvaturas  dará  la  curvatura 

I 
propia  - . 

P 

21 
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La  curvatura  normal  es  la  que  se  presenta  desde  luego  cuando 
se  quiere  calcular  la  curvatura  de  una  curva  trazada  en  una  super- 
ficie; y,  en  efecto,  si  se  dan  los  cosenos  directores  a,  ¿,  c  de  la  tan- 
gente á  esta  curva  en  el  punto  (.r,  y^  z),  los  cosenos  directores  a\ 
b\  c'  de  su  normal  principal,  siendo  p  el  radio  de  cui*vatura,  6  el 
ángulo  que  forma  el  plano  osculador  de  la  curva  con  el  plano 
tangente  á  la  superficie,  y  empleando  las  notaciones  conocidas, 
tendremos 

senil  =  — ^ ; 

±  iV*  +  ^*  +  I 
y  obser\'ando  que 

d^x  ,  d^y  ^  d*s 

sen  O        *  ^*  "*"  ^  ds*  ~  ds* 


y  que 

d'-x 

f-d? 

se  tendrá 
sen  O 


P  ±  1p^  -f-  /  +  I 

d'-y       d-z  r    lJx\'  dx  dy  [dyx'A 

'^-d?--d^---V\~ds]  +^^^;¿r  +  M¿í)J' 


_  I  r    /dxV         dx  ^        /^-^Vl 

-  ±  |V«  +  (?M-  I  L   \d~s)  '^'''^Ts+^\Js)y 

Esta  es  pues,  la  curvatura  que  se  encuentra  cuando  se  busca  —  . 

La  curvatura  normal  estará  dada  por  la  fórmula 

sen  O  eu^  +  2fu'v  +  gv'' 

"1~  ~  Í¥.G—  F«  (eV*  +  2F«'z7  +  Gv'')  * 

La  curvatura  de  una  asintótica  es  igual  á  su  curvatura  geodé- 
sica y  la  de  una  geodésica  á  su  curvatura  normal. 

204.     Torsión  geodésica.     Sean  -  la  torsión  geodésica  de 

g 

una  curva,  ¿t  =       su  ángulo  de  torsión,  d^  el  ángulo  de  la  ñor- 
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mal  á  la  superficie  con  el  plano  tangente  á  la  curva  normal  á  la 

superficie,  trazada  por  el  punto  infinitamente  próximo,  y  O  el  ángulo 

que  forma  el  plano  osculador  á  la  curva  con  el  plano  tangente  á  la 

superficie.  Hemos  visto  que  cí'\f  =  rfx  +  ^0;  y  si  dividimos  los  dos 

miembros  de  esta  fórmula  por  el  elemento  de  arco  ds,  observando 

I  di 

además  que  -  es  igual,  por  definición,  á  la  relación  -^,  tendremos 


I 


d^ 
'd's 


dh_ 
ds 


Expresando  por  a,  P,  y  los  ángulos  que  forma  la  normal  a  la 
supedicie  con  los  ejes,  hemos  hallado  que 


pero 


dsdl  = 
dp 


dx    dy    de 

a        ÍJ       Y 
do.     dp    dy 


o 


Feg  — P' 


luego 


rfa  = ^^      _  -\-p.  d  — . 

F'EG  — F*  J^EG  —  F* 

Si  sé  resta  de  la  tercera  línea  el  producto  de  la  segunda  por 


J'EG  — F' 


se  obtiene       dsd\i  =  -   - 


Pero 


fEG  —  F' 


^p*  =  EG  —  F»  = 


dx  dy     dz 

P  P'      P' 

dp  dp'    dp" 

P  P'    P' 

^x  "hy     }iz 

lu  lu    lu 

Ix  ly    Iz 

IV  }fV     'hv 
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y  multiplicando  miembro  á  miembro,  se  tendrá 

o      Gdu  +  ¥dv     Gdu  -f  Gdv 


(EG  —  Vydsd}¿=^ 


S/*  o 


o 


(I) 


Y,  puesto  que  S/»  =  EG  —  F*,  será 
(EG  -  F*)  dsd'i^ 

=  —  {Edu  +  Fdv)  S  -^  rf/  +  (Fdu  +  Gdv)  2  -^  rf/.     (2) 
Además  se  tiene   y^—-dp  =  di^p l^pd  —- 

y  la  fórmula  (2)  da 

(EG  —  F*)  dsd'\>  =  {Edu  +  Fdv)  (fdu  +  gdv) 

—  (Fdu  +  Gdv)  (edu  +  fdv). 

Llamando  -  á  la  torsión  geodésica,  se  tendrá 

o 

'g  =  eg-'f'  t"'*  ^^^  ~  ^^^  +  "'"'  ^^^  ~  ^^  +  ""  ^-^^^  ~  ^^^^' 

igualando  —  á  cero,  se  vuelven  á  obtener  las  ecuaciones  de  las  lí- 

neas  de  curvatura. 

Tomando  las  líneas  de  curvatura  por  líneas  coordenas,  se  tiene 

_  =  _«,  ^___j. 

y  llamjmdo  rr  y  ít-  los  radios  de  curvatura  principal,  se  tiene 
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O,  en  fin,     -  =  sen  /  eos  i  \~ —  I    o    —  ==  a  sen  2/,  (i) 

1  /l  l\ 

haciendo  a  =  —  [- =-  I. 

2  VR,       Rg/ 

La  torsión  geodésica  depende  pues,  tan  solo  de  ia  orientación 
de  esta  curva  con  relación  á  las  líneas  de  curvatura,  y  varía  como 
el  cuadrado  del  radio  vector  de  una  lemniscata  de  Bernoulli. 

Si  se  observa  que  -  =  ---  -\-  —-^  en  virtud  del  teorema  de  Lan- 
g      T       as 

crct,  se  ve  que,  siendo  ¿O  =  o  para  una  línea  geodésica,  se  tiene 

I 
Y  —  asen2i\ 

luego :  I^  torsión  geodésica  depende  tan  solo  de  su  orie>ttación,  y 
varia  como  el  cuadrado  del  radio  vector  de  una  lemniscata  de  Ber- 
noulli. 

La  torsión  de  una  geodésica  tangente  a  una  lineen  de  curvatura 
es  pues  nula, 

Y  puesto  que  una  línea  de  curvatura  no  puede  ser  geodésica 
más  que  en  el  caso  de  ser  nula  su  torsión,  tendremos  el  siguiente 
enunciado: 

Para  que  una  línea  de  curvatura  sea  geodésica^  es  necesario  que 
sea  plana  y  que  su  plano  sea  siempre  normal  a  la  superficie. 

Por  último:  La  suma  de  las  torsiones  geodésicas  en  dos  direc- 
ciones rectangulares  es  nula. 

205.  Expresión  de  la  torsión  de  una  asintótica.  La  fór- 
mula (i)  conduce  á  la  expresión  notable 

T      -  V  R|Ri 

de  la  torsión  de  una  linea  asintótica. 

En  efecto,  siendo  tangente  á  la  superficie  el  plano  osculador  de 

una  asintótica,  se  tiene 

I         I 
0  =  0,     ¿0  =  0    y    -  =  TfT ; 
g        A 
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de  manera  que,  para  una  asintótica,  como  para  una  geodésica 
se  tiene 


T 
pero  resulta  que 


l  =  ason2Í  =  lsen2i[l--^); 


(2) 


tg  t  = ,     sen  2í  =  2  I' KCi«  v  ; 

luego  Y  =  ^'^^  (^  -  ¿)  «'"^'= 

pero  la  ecuación  de  las  asintóticas  es 

eu''  -f-  ^'*  =  o       hW  +  G-y*  =1. 
Sustituyendo  en  (2)  los  valores  de  u'  y  v\  se  obtiene 

T        "*"     E^  — G^    \R,        rJ' 

e        i     g        i 
Y,  por  ser  —  =  i^,  7^  =Tr  resulta  la  formula  del  enunciado. 


§  9.°     Superficies  evolutas 

206.  Generación.  Ya  hemos  visto  que  sobre  la  normal  de 
cada  punto  M  de  una  superficie  S  existen  dos  puntos  especiales 
M,  y  Ma  que  son  los  centros  de  curvatura  de  la  superficie,  ó  bien 
los  centros  de  curvatura  de  las  dos  secciones  normales  principales 
que  parten  de  M.  Cuando  el  punto  M  se  mueve  en  la  superficie, 
los  centros  de  curvatura  M,  y  M^  describen  una  superficie,  la  evo^ 
luta  de  S,  mientras  que  esta  es  la  evolvente. 

La  evolula  consta  de  dos  hojas,  la  una  descrita  por  el  centro 
M,,  la  otra  por  el  centro  M,. 

Podemos  engendrar  las  dos  hojas  de  la  evoluta,  considerando 
una  línea  de  curvatura  C  de  la  superficie  S;  las  normales  á  lo  largo 
de  C  envuelven  una  curva  F,  evoluta  de  C,  que  es  el  lugar  de  los 
centros  de  curvatura  de  las  secciones  normales  principales,  tangen- 
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tes  á  C  en  cada  uno  de  sus  puntos.  Al  moverse  la  curva  C  en  su 
sistema,  su  evoluta  V  se  moverá,  deformándose,  y  engendrará  una 
hoja  de  la  evoluta.  Análogamente  se  engendrará  la  otra. 

Teorema.  La  arista  de  retroceso  de  las  desarrolladles^  lugar  de 
las  normales  á  la  superficie  a  lo  largo  de  cada  una  de  sus  lineas  de 
curvatura^  son  geodésicas  de  la  superficie  evoluta. 

En  efecto,  toda  normal  á  la  evolvente  es  tangente  en  dos  pun- 
tos á  la  evoluta,  respectivamente  en  cada  uno  de  los  centros  de 
curvatura,  en  cada  hoja. 

Consideremos  un  elemento  MM'  de  una  línea  de  curvatura  del 
segundo  sistema.  Las  normales  en  MM'  se  encuentran  en  el  se- 
gundo centro  de  curvatura  M^  (en  menos  de  cantidades  de  se- 
gundo orden,  si  MM'  es  de  primero)  y  son  tangentes  á  la  primera 
hoja  en  los  respectivos  centros  primeros  de  curvatura  M,  y  M'^ ,  en 
estas  normales.  El  plano  MM^M'  contiene  pues  dos  direcciones 
distintas  M,Mi  y  M,M',  que  parten  de  M,  y  son  tangentes  á  la  pri- 
mera hoja  de  la  evoluta,  que  es  por  lo  tanto  el  plano  tangente  en 
M,  á  la  primera  hoja.  Así  pues: 

Iji  fwmial  en  ^^  ala  primera  hoja  es  paralela  a  la  tangente  en  M 
á  la  primera  linea  de  curvatura,  y  análogamente  sucede  para  la  otra. 

Esto  sentado,  si  consideramos  una  línea  de  curvatura  C  del 
primer  sistema,  y  la  arista  de  retroceso  T  de  la  desarrollable  en- 
gendrada por  la  normal  á  S  á  lo  largo  de  C,  la  normal  principal 
de  r  en  M,  será  paralela  á  la  tangente  de  C  en  M,  y  coincidirá  con 
la  normal  á  la  primera  hoja;  luego  V  es  geodésica  de  esta  hoja. 

207;  Trayectorias  ortogonales.  Consideremos  la  hoja 
primera.  Vamos  á  obtener  las  trayectorias  ortogonales  de  las  geo- 
désicas r,  r',  ^^ 

Supongamos  una  trayectoria  ortogonal  M,M'|M*,,  ....  que  en- 
cuentre á  la  hoja  en  los  puntos  M,,  M',,  M^^^,  ....  ,  y  sean  M,  M', 
M",  ....  los  puntos  donde  las  tangentes  á  T,  V\  T",  ....  en  M,,  M',, 
M'i, ,  encuentran  normalmente  á  la  evolvente  S.  Las  dos  cur- 
vas MjM'^M", y  MM'M" se  hallan  descritas  en  la  superficie 

reglada,  lugar  de  las  rectas  (generatrices)  MM,,  M'M\,  M^M",,  .... 
y  son  perpendiculares  á  todas  estas  generatrices,  las  cuales  son 
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evidentemente  geodésicas  de  la  supertície,  lugar  de  las  mismas. 
Pero  en  virtud  de  que: 

Si  en  un  sistetna  doble  ortogonal^  las  lineas  de  uno  de  los  siste^ 
mas  son  geodésicas^  las  del  otro  son  geodésicas  pai  alelas^  los  seg- 
mentos MMj,  M'M'i,  M"M*,, ....  son  iguales  entre  sí,  y  puesto  que 
coinciden  con  los  radios  de  primera  curvatura  de  la  evolvente  en 
los  puntos  M,  M',  M", se  concluye  que: 

Ijis  trayectorias  ortogonales  de  las  geodésicas  envueltas  en  una 
de  las  hojas  de  la  evoluta  por  las  normales  á  la  evolvente^  correspon- 
den  a  aquellas  curvas  de  la  superficie  a  lo  largo  de  las  que  es  cons- 
tante el  radio  correspondiente  de  curvatura, 

208.  Fórmulas  relativas  A  la  evoluta.  Expresando  por 
;r,  y^  z  las  coordenadas  del  primer  centro  de  curvatura,  tendremos 
las  fórmulas 

x,  =  x-r^,    y^=y  —  r,Y,     z^  =  z  —  r;L.  (i) 

Al  variar  «  y  z',  estas  fórmulas  darán  las  coordenadas  generales 
de  un  punto  de  la  primera  hoja  Sj  de  la  evoluta. 
Expresando  ahora  con 

E,,F,,G.;  X„Y,,Z,;  D,,D',,D'',  y  E,  F,  G;  X,  Y,  Z;  D,  D',  D^ 

las  cantidades  correspondientes  en  S,  y  en  S,  derivando  las  (i),  y 
en  virtud  de 

3X        I    3.tr       ^\         \    ly  ^X         I    IX 

^u       r,   lu^     ^«       r^  ;>« ' *     "hv        r,   ^z'  '* 


se  obtiene 


ix^ 
'^u 


^=íi— ^"i  — -^X 
u       \         r^)  lu        lu     ' 

^«       \         r^)  lu        lu     '    lu       \         Ti /  lu        "bu 

^  =  _^X      ^  =  -.^Y      ^  =  _^z 
^  ^      '      ¡^z;  iv     '      iv  Iv 


(2) 
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y  sucesivamente; 


-.=-(-^)"-©'  ^.=5$.  °.=(5)' 


por  lo  tanto: 


-.=[K-^)'-(S)*]- 

y  tomando  por  líneas  coordenadas  en  S  las  u=  const.  r,  =  const. 


d:í'.  =  ¿r.  +  E(i-^y 


rf«» 


(3) 


Esta  fórmula  demuestra  que  en  Sj  las  u  =  const. 'son  geodé- 
sicas y  las  r  =  const.  sus  trayectorias  ortogonales. 
Las  fórmulas  de  los  cosenos  directores  son: 


lu    iv 
lu    Iv 

: 

Iz^    Iz^ 
lu    bv 
bx^   ^r, 

lU     IV 

• 

ix^  ix^ 
bu     IV 

bu    bv 

X,  :  Y. :  Z.  = 

y,  por  las  (2), 

^     I     ^r       Y  =     ^     ^-^       7  =     Li?. 

Calculando  ahora 

*  '^  bu   bu  ""  bu  bu  XfG  ^^1 

*  "^  ^z;    3«  bv   bu  \^G  ^1 

D"  =  —  V  ^  ^  =  -  V  ?^^  J.  /  J_  -^\ 
'  "^  bv    bv  '^  bv  bv  \fG  ^^1 
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será 

pues  siendo  X,  Y,  Z  los  cosenos  directores  de  la  normal,  será 
X L  Y  -^  4-  Z =  0; 

combinando  esta  ecuación  con  las  identidades 

I     Ix   l^x  I     ^y  ^-y  1     ^z    ^^z    _^f^ 

1     T^x    í)*.r  I     ^^   y-y  I     2i£r    3*£r    _  í)  y' G 

y  resolviendo  estas  tres  ecuaciones  lineales  respecto  á  -       ,  etc., 
resultará 

con  las  análogas  para  y^  z.  Esta  puede  escribirse  bajo  una  de  las 
formas 

7i   (   I     lx\  _     I     ^K'E     I     ^r 


\/g  ^^'Z         F'G     ^^     f^ E   ^«  '    / 
/   I    ^\  ^     i    IÍ~G     i    }x_      i 


(^') 


con  las  análogas  para  j/,  xr;  y  en  virtud  de  (4)  pág.  294,  será 

(I         '^X  \* 
-/._  —  I  ==  I,         derivando  se  tendrá 
>/e  ^«/ 

^^    \     ^x       \     ^x  .  . 

S     ,_z  --:-_ =  O.  (C) 

^E  ^t^'  ^G  ^ 
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Considerando  la  identidad 

I     }^x       I     2>x 

y  derivando  respecto  á  «,  tendremos 

y  en  virtud  de  (a) 

y    i     ^r    ^   /   I     ^'^\  _  __     I     ^  V^ 
"  fG  ^'^   íi«  l^'É  ^/  ~        F'G     ^^ 

Resolviendo  las  ecuaciones  (¿),  (^)  y  (^/)  respecto  á 
±(  '_^\       ±(  '^\      etc 

y  análogamente  para^,  z.  Combinaremos  ésta  con 

^v  VfG  '^v  )  Ye    ^«    \'~E  S«         ^t  '  * 

y  permutando,  w,  v;  E,  G;  r^ ,  r,  tendremos 

J  /  ^  ^f  \  = I    .^y E  J_    ^  _  Í^E  X 

^    /  I     ^r\  I     íit^É     I     ^-r 


/  I     7ix\  _  _l 
\ÍG  W  ~  fe 


^«  \ÍG  ^^J        \'~G     ^    I^E   2>w  ' 
3    /  I     ^;r\  I     7i\G     I     ^4: 

De  estas  fórmulas  y  las  (3)  de  la  pág.  293,  resulta  la  (4)  pág.  320. 


(^0 


sera 


w 
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Podemos  sustituir  en  Di,  por  -r—  su  valor,  y  tendremos 
fG  r\  Iv'     "  '       -.     -  .  ^^     3J, 


D,  =  f-i--^f^     D'.  =  o.     0'.=  -'^ 


(5) 


Indicando  con  k^  la  curvatura  total  de  S, ,  resultará 


^. 


E.G,  -  F^ 


y  análogamente        k,  =  -  ^^— ^  -  ^^^^ 

y  por  último  k,k^  =       _^     .  (7) 

209.  Correspondencia  entre  los  puntos  de  las  dos  hojas. 
Entre  los  puntos  de  la  primera  hoja  S,  de  la  evoluta  y  los  de  la 
segunda  S,,  existe  una  relación  geométrica,  cuando  se  consideran 
como  correspondientes  entre  sí  los  centros  de  curvatura  M,  y  M^ 
y  con  el  punto  M  de  la  evolvente. 

Por  la  ecuación  (7),  las  curvaturas  de  las  dos  hojas  en  Mj  y  en 
Mj  tienen  el  mismo  signo,  y  las  asintóticas  de  las  dos  hojas  son 
reales  ó  imaginarias  á  la  vez.  Busquemos  ahora  las  condiciones 
para  que  á  las  asintóticas  de  la  primera  hoja  correspondan  las  asin- 
tóticas de  la  segunda. 

La  ecuación  diferencial  de  las  asintóticas  de  la  primera  hoja  será 

D,rf«*  +  2D\dudv  -f  D\dv^  =  o, 
ó  sea,  por  las  ecuaciones  (5) 

Er\  P-  du^  -  GrS  ^  dv-  =  o, 

la  de  la  segunda  hoja  se  obtendrá  permutando  u^  E, ,  r^  respectiva- 


a^, 

ir. 

d» 

lu 

Sr, 

ir. 

iv 

7>v 
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mente  con  t',  G,,  rg,  y  será 

Er^  ^  du'  -  Gr\  ^  dv-  =  o. 

Para  que  estas  asintóticas  se  correspondan,  es  necesario  que 
coincidan  estas  ecuaciones;  por  consiguiente  que  sea 


=  o, 


resultando  ei 

Teorema  de  Ribaucour.  La  condición  necesaria  y  suficiente^ 
para  que  se  correspondan  las  asintóticas  en  las  dos  hojas  de  la  evo^ 
luta,  es  que  los  radios  principales  de  curvatura  de  la  evolvente  se 
hallen  fijados  entre  si  por  una  relación  ^  (r^ ,  r,)  =  o. 

Observación.  Se  ha  visto  que  en  S,,  las  líneas  u  =  const.  son 
geodésicas  cuyas  trayectorias  ortogonales  son  las  líneas  ri  =  const., 
y  además,  las  líneas  v  ==  const.  en  S,  son  las  líneas  tangentes  con- 
jugadas de  las  «= const.,  lo  que  resulta  de  que  D'i  =  o,  ó  del  hecho 
geométríco  de  que  las  tangentes  á  las  líneas  u  =  const.,  á  lo  largo 
de  una  línea  v  =  const.,  son  normales  á  la  evolvente  á  lo  largo  de 
una  línea- de  curvatura  v,  por  lo  que  engendran  una  desarrollable, 
cuya  arista  de  retroceso  es  la  curva  correspondiente  en  la  segunda 
hoja  S,. 

Teorema.  El  centro  de  curvatura  geodésica  de  una  linea 
r,  =  const.  en  un  punto  Mj  de?>^  es  el  punto  correspondiente  Mj  en 
la  hoja  Sj. 

Para  demostrarlo,  vamos  á  emplear  el  procedimiento  que  Bel- 
trami  sigue  para  obtener  el  radio  de  curvatura  geodésica.  Sea  g,  g\ 

g'y un  sistema  oo'  de  geodésicas  situadas  en  una  superficie 

cualquiera,  y  L  una  línea,  cuyas  tangentes  son  conjugadas  con 
aquéllas,  que  las  cortan  en  M,  M',  M", 

Las  tangentes  á  lo  largo  de  L  á  ^,  g\  g'\ engendran  una 

desarrollable. 
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Si  suponemos  que  la  tangente  en  M  á  la  ^  sea  tangente  en  m  á 
la  aristra  de  retroceso  F,  tendremos  que: 

El  punto  m  es  el  centro  de  curvatura  geodésica  en  M  de  la  fra- 
yectoria  ortogonal  de  g,  g',  g",  .  .  . .  que  parte  de  M. 

Tomemos  por  líneas  coordenadas  w,  v  en  la  superficie,  las  geo- 
désicas g,  g^g", y  sus  trayectorias  ortogonales  y  por  pará- 
metro u  el  arco  de  las  geodésicas,  contado  desde  una  trayectoria 
ortogonal  fija.  Tendremos 

y  para  el  radio  de  curvatura  geodésica  s„,  en  magnitud  y  signo, 

I    _    I    Í^G 

Ptt  2G    "bu 

Si  X,  y  y  z  son  las  coordenadas  de  M, ;,  v),  ÍT  las  de  ;//,  y  hacemos 
MTJ^  =  r,  con  signo  positivo  ó  negativo,  según  que  la  dirección 
M';;/  sea  la  del  arco  creciente  ó  decreciente,  tendremos 

Si  llevamos  el  punto  M  á  lo  largo  de  la  línea  L  á  M',  é  indica- 
mos con  I  los  incrementos  correspondientes,  resultará: 

ix  ^  tx        .         \r  /íU-  Vx      \ 


•5S 


ly  ly  lív  /^V  ^V       \ 

=  ^  B«  4.  /-  oí;  -f  of  -^  +  r  ( -^  í«  -h  rv  ^^)  » 

=  -—  ?w  +  T—  5z;  4.  íf  -—  +  f  I  r^  ^«  +  T-r-  í^ )  • 


Pero  o?,  ÍY,,  í^  son  proporcionales  á  los  cosenos  de  dirección  de 

,,  ,    Ix     'by     bz 

la  tangente  a  la  arista  de  retroceso  1,  esto  es,  a        »  ^~>    >^~  • 

bx     by     bz  , 

Multiplicando  ordenadamente  por  — ,  — - ,  --  ,  sumando  y  con- 
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siderando  las  fórmulas 


^x  ^r                v/^-trV      ^       ^,  ^x    í^*.r 

I  Í^G 

"~    2    í^w' 

=  o, 

obtendremos 

r^G'                                 I 
Goz;  H —  — -  oz/  =  0,      y  por  tanto      —  = 
2  í«                                            r 

I    ^G 
2G  ^w 

Demostrado  el  teorema  de  Beltrami,  si  consideramos  nueva- 
mente la  hoja  S^  de  la  evoluta  de  una  superficie  S,  en  S,  las  tra- 
yectorias ortogonales  de  las  u  =  const .  serán  las  r^  =  const. 
mientras  que  las  líneas  con  tangentes  conjugadas  de  las  u  son  las 
V,  concluyéndose  que:  E¿  centro  de  curvatura  geodésica  de  una  li- 
nea r,  =  const.  en  un  punto  Mi  de  S,  es  el  punto  correspondiente  M¿ 
en  la  segunda  hoja  S,. 

Por  último  observaremos  que  obtenido  el  radio  de  curvatura, 
resulta  demostrado  el  teorema,  del  cual  se  deduce  que: 

El  radio  de  curvatura  geodésica  de  las  r^  =  const.  en  S^  ó  de  las 
r,= const.  en  S2  queda  determinado  por  la  diferencia  r,  —  r.,  de  los 
radios  de  curvatuia  de  la  evolvente  (*). 


(*)    Jiinnchi  ,  Lezioni  di  Otímttrin  difftremiahy  p.  220 
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CAPÍTUDO  lí 
Superficies 

§  i.°     Propiedades  absolutas 

Las  superficies  pueden  considerarse  bajo  dos  aspectos,  según 
que  se  consideren  como  límites  de  sólidos  ó  como  sólidos  flexibles 
é  inextensibles,  desvaneciéndose  una  de  sus  dimensiones. 

Cuando  se  adopta  este  segundo  punto  de  vista,  las  propiedades 
de  las  superficies  se  dividen  en  dos  clases.  La  una  comprende  las 
propiedades  anejas  á  la  forma  especial  atribuida  á  la  superficie  y 
que  se  modifican  juntamente  con  ésta.  Las  otras  pertenecen  á  al- 
guna propiedad  que  subsiste  independientemente  de  la  determina- 
ción de  la  forma.  Estas  pueden  llamarse  absolutas  y  las  primeras 
relativas.  Así  el  célebre  teorema  de  Gauss  relativo  á  la  conservación 
de  la  curvatura^  expresa  una  propiedad  absoluta.  Respecto  al  se- 
gundo aspecto  de  las  superficies,  éstas  tienen  su  expresión  me- 
diante el  elemento  lineal  y  las  coordenadas  curvilíneas. 

Todas  las  superficies  cuyo  elemento  lineal  viene  representado 
por  la  misma  expresión,  se  consideran  como  idénticas  entre  sí,  sin 
que  subsista  la  propiedad  recíproca,  pues  las  tres  funciones  E,  P\ 
G  pueden  hallarse  formadas  de  infinidad  de  maneras  con  dos  va- 
riables independientes,  sin  que  las  superficies  definidas  por  las  co- 
rrespondientes expresiones 

E¿/«*  -f  2Vdudv  +  Gdv"  (i) 

sean  por  esto  diferentes  entre  sí,  pues  pueden  sustituirse  -X  u  y  v 
dos  nuevas  variables  «'  y  v  de  modo  que  la  expresión 

VJdu''  +  2Vdu'v  +  Gdv'\  (2) 

pueda  definir  la  superficie  primitiva. 
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Para  poder  pues  concluir  si  dos  expresiones  (i)  y  (2)  pertene- 
cen á  una  misma  superficie,  es  decir,  á  dos  superficies  superpuestas 
es  necesario  ver  si  es  posible  establecer  entre  u,  v  y  u\  v'  dos  re- 
laciones tales,  que  en  virtud  de  ellas,  una  de  la$  dos  expresiones  se 
transforma  en  la  otra.  Y  es  evidente  que  las  condiciones  de  esta 
posibilidad  deben  equivaler  geométricamente  á  la  igualdad  de  cier- 
tas propiedades  absolujas  de  las  dos  superficies,  en  número  sufi- 
cientes para  deteiTninar  la  identidad. 

En  la  expresión  analítica  de  esta  propiedad  absoluta  deben  tan 
solo  entrar  «,  v,  E,  F,  G  y  las  derivadas  de  E,  F,  G  respecto  á  las 
«  y  z/.  Y  si  dicha  expresión  es  la  más  general  posible,  es  decir,  si 
u  =  const.*  y  v=  const.  son  totalmente  indeterminadas,  debiendo 
ser  aquellas  fórmulas  independientes  de  la  elección  de  las  coorde- 
nadas, deberán  conservar  la  misma  forma,  cualquiera  que  sea  el 
significado  geométrico  atribuido  á  las  variables.  Luego  toda  fór- 
mula que  expresa  una  propiedad  absoluta  debe  ser  tal,  que  sustitu- 
yendo á  las  variables  uy  v  dos  funciones  arbitrarÍ€Ls  de  dos  nue- 
vas variable  11  y  v\  se  transforme  en  otra  fórmula  que  contenga  á 
las  u\  v\  E',  F',  G'  y  á  las  derivadas  de  estas  últimas  respecto  á 
las  u  y  v\  del  mismo  modo  que  en  la  primera  entraban  «,  v,  E,  F, 
G  y  las  derivadas  de  éstas  respecto  á  «  y  á  z;.  Es  fácil  además  pro- 
bar que  tales  funciones  no  pueden  contener  explícitamente  k  u  y 

«,  z;,  E,  F,  G,  — — ,   — I  fuese  una  de  dichas 

funciones,  haciendo  «  =  «'  +  a,  v=zv'  +  b^  y  observando  que 

3E'       SE 

-— ,  =  ^r- , se  obtendría  la  función  transformada 

SE'    SE' 
/(«'  +  a,   v+b,  E',   F',   G',   — ,  ^,    ) 

cuya  composición  no  es  idéntica  con  la  de  la  función  primitiva, 
por  tener  las  constantes  arbitrarias  a,  b  que  no  pueden  desaparecer 
mientras  no  ^ e  suponga  que  faltan  las  «  y  z/.  De  esto  resulta  que 
toda  función  representativa  de  una  propiedad  absoluta  debe  hallarse 
formada  tan  solo  con  E,  F,  G  y  sus  derivadas  parciales. 

Puede  extenderse  el  concepto  de  estas  funciones  absolutas  con- 

22 
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siderándose  además  de  E,  F,  G  otras  funciones  3»,  •]/, de  «  y  v\ 

de  manera  que  se  formarán  nuevas  funciones  absolutas;  y  siempre 
que,  considerando  una  superficie  referida  á  dos  sistemas  diferentes 
de  coordenadas  cui-vilíneas  {u,  v)  y  («',  v')  se  llegue  á  una  igualdad 
entre  dos  expresiones,  en  una  de  las  que  entren  solamente  E,  F, 
G,  o»,  'f , y  sus  derivadas  respecto  á  «  y  z'  y  en  la  otra  sola- 
mente E',  F',  G',  íp',  'K, y  sus  derivad^  respecto  á  «'  y  v\  in- 

dcpendienteinmte  de  las  relaciones  existentes  entre  los  dos  sistemas  de 
variables^  estaremos  ciertos  de  que  cada  una  de  estas  expresiones 
es  invariable.  Si  las  coordenadas  uy  v,  así  como  las  u'  y  v  son  ar- 
bitrarias, los  dos  miembros  de  la  igualdad  anterior  deben  ser  idén- 
ticos en  la  forma.  De  la  igualdad  de  las  dos  expresiones  podremos 
siempre  inferir  que  son  funciones  invariables  equivalentes. 

Si  además  faltan  las  funciones  ^,  J/, quedando  tan  solo  E, 

F, y  sus  derivadas,  se  deberá   concluir  que  los  dos  miembros 

son  funciones  absolutas,  que  expresan  en  el  sistema  de  coordena- 
das respectivo,  una  misma  propiedad  geométrica,  que  subsiste  en 
todo  punto  de  la  superficie,  independientemente  de  cualquier  flexión 
efectuada  en  ésta  (*). 


§  2,^     Parámetros  diferenciales 

210.  Definiciones.  Podemos  considerar  como  hace  Lame 
en  sus  Legons  sur  les  coordonnées  curvilignes  (pág.  4),  las  i  i  relacio- 
nes existentes  entre  los  nueve  cosenos  de  los  ángulos  que  los  ejes 
de  un  sistema  de  coordenadas  x\  y\  ¿  forman  con  los  del  antiguo 
sistema  (;r,  y^  s).  Así 

X  =  7nx'  +  w, y  -[-  fn^z\  x'  =  mx  +  «>'  +  /-sr, 

y  =  nx  +  n,y  +  n^z\  /  =  w,,r  -f  H,y-{^p,z 

z  ==^px'  +p,y  +ptz\  z'  =  ^t^  +  n.iy;\-p^z. 


(*)    Bellrnmi.  Kicherche  di  analüi applicata  a¡la geometria.  Giornale  di  Mat.,  v  II,  1864. 
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nt'  +  n^  +/'=!,     ^\  +n\  +  p\  =i,     m\  +  n\  +  m\  =  i; 

{m\  +  n\  +/^)  [m\  +  «%  +/%)  —  •(;//,!«,  +  «.«,  + /, /,)' 

=  iPx^^—^xPi?  +  {^xPt  —pi^iY  +  («i^i  —  ;/í,«2)« 

»*=A«i  — «lA»     n  =  m,p^—p^m^,    p  =  n^m^~m,n^ 

m^=p^n  —  n^p  \     m^=pn,—np^     \ 

^j  =#i^/«  —  w,«  )     p^  =  nm^  —  »i«i.  ) 

Si  una  función  F  se  expresa  sucesivamente  por  medio  de  los 
dos  sistemas  rectilíneos  de  coordenadas,  las  reglas  ordinarias  del 
cálculo  diferencial  establecen  que  las  primeras  derivadas  parciales 
de  F  en  (x\  y\  z')  se  hallan  ligadas  á  las  en  (.r,  y,  z)  como  las  coor- 
denadas {x\ y\  z)  lo  están  á  las  (,r, y,  z).  Se  tiene,  por  ejemplo, 

(S)'-©^(l)'=(S)'-(f)"-(0- 

Más  generalmente,  si  tenemos  una  expresión  formada  con  los 
coeficientes  de  la  forma  diferencial  cuadrática 

/  =  S  arsdxrdx,  {ar,  =  asr) 

y  suponemos  una  expresión  formada  con  los  coeficientes  de  /  y 
con  sus  derivadas  primera,  segunda,  

*  ^X¿        'bXi^X^ 

de  tal  naturaleza  que  cuando  se  efectúe  un  cambio  cualquiera  de 
las  n  variables  ;r,  se  cambie  en  la  expresión  formada  de  igual  modo 
con  los  coeficientes  a'rt  de  la  forma  transformada  /'  y  con  sus  de- 
rivadas, diremos  que  ^  es  un  invariante  diferencial  de  la  forma  f. 
Si  en  una  expresión  ^  de  la  naturaleza  indicada,  entran  además  de 
los  coeficientes  de  la  forma  fundamental  /  y  sus  derivadas,  cierto 
número  de  funciones  arbitrarias  U,  V, juntamente  con  sus 
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derivadas,  de  manera  que  para  un  cambio  cualquiera  de  las  varia- 
bles se  tenga  todavía 

/         lar.  3U      3V  \ 

n''-  ^ ^•^' •^*'  ^- ) 

=  n''''^' "'^' '^*^' )• 

siendo  U\  V, las  U,  V,  en  las  que  se  ha  cambiado  las  x  por 

las  x\  diremos  que  ^  es  un  parátnetro  diferencial. 

Si  U  es  una  función  arbitraría  de  ;r^ ,  ^r^, ,  ;r„,  siendo 

(rfU)«  =  S  —  —  rf^rrf^., 

tendremos  una  forma  diferencial  cuadrática  covariante  de  la  forma 
dada.  Expresando  con  k  una  constante  arbitraria,  será  también 


una  forma  covariante  de  /.  Los  coeficientes  de  las  diversas  poten- 
cias de  k  en  el  cociente  del  discriminante  de  tp  por  el  discriminante 
de  /serán  otros  tantos  parámetros  diferenciales,  con  la  función  ar- 
bitraria U.  En  particular,  el  parámetro  diferencial,  coeficiente  de  la 
primera  potencia  de  ¿,  que  indicaremos  con  AjU  tiene  el  valor 

que,  según  Beltrami,  se  llama  parámetro  diferencial  primero  de  la 
función  U. 

Si  V  es  otra  función  arbitraria,  el  producto  de  las  dos  dife- 
renciales 

dVdV  =  }:--  — dxrdx, 
es  una  nueva  forma  covariante  de  /;  y  sustituyendo  á  la  forma  ^  la 
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la  expresión  il  A^, es  un  parámetro  diferencial  con  dos  fun- 

cionesarbitrarias  U  y  V,  expresado  por  Beltrami  con  el  símbolo 
y  (U,  V)  que  se  Wsivm,  parámelro  diferencial  mixto  de  U  y  V 

V(U,V)  =  vA„  — — .   ■ 

Cuando  U  =  V  se  tiene  el  parámetro  diferencial  primero  A,U. 
Se  dice  que  son  equivalentes  dos  formas  diferenciales 

/  =  S  arsdxrdx, ,      /'  =  S  a'rsdx'rdx,, 

si  es  posible  dar  k  x^^  x^, x^  valores  tales,  en  función  de  x\, 

x\, ;r'„,que  la  primera  forma  se  cambie  en  la  segunda.  Si  las 

dos  formas /y/'  están  dadas,  ó  sea  si  están  dadas  las  ^,.,  en  fun- 
ción de  las  X  y  las  a'^g  en  función  de  las  x\  en  la  hipótesis  de  su 
equivalencia,  deberán  las  funciones  desconocidas  x  de  las  x'  satis- 
facer á  ciertas  ecuaciones  de  derivadas  parciales. 

Los  parámetros  diferenciales  i.°  y  2.°  de  una  función  arbitraria 
5»  y  el  parámetro  mixto  de  dos  funciones  arbitrarias  :p  y  •]/  se  expre- 
sarán como  sigue: 


^o'--fui-'^w 


^''^  EG  — F' 


A,*  =  -    _-    _ 
'       |/EG- 


^  (^  L  fÉG  ^^ J       ^  L  FEG  —  F*  J 


e1?^_fÍ^^  +  ^^Wg^^ 

V  (?'  +)  = EG-F • 

211.  Parámetro  diferencial  de  primer  orden.  Una  función 
invariante  relativa  á  una  sola  función  o-  («,  v)  se  obtiene  del  modo 
siguiente: 
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Imaginemos  el  sistema  de  curvas  que  resulta  igualando  la  fun- 
ción :&  («,  v)  á  un  parámetro  o 

Tracemos  desde  un  punto  («,  v)  de  la  curva  tp,  normalmente  un 

arco  infinitesimal  rf'j.  Por  un  extremo  {u  +  o«,  z'  +  ov)  pasará  una 

curva  del  sistema  jp  correspondiente  al  valor  5»  +  Ds  del  parámetro, 

^5  *         \ 

siendo  -^  el  parámetro  diferencial  de  primer  orden  Ajíp.  De  la  defi- 

nición  resulta  que  AjO»  es  una  función  invariante. 

Para  obtener  A,  3-,  expresado  por  los  coeficientes  del  elemento 
lineal 

ds^  =  E  rfií«  +  2  Vdudv  +  Grf^;^ 

cohsideremos  tres  puntos  A,  B,  C  infinitamente  próximos,  cuyas 
coordenadas  son  («,  v),  {u  -\-du,  v  +  dv)  y  («  -|-  5«,  z;  +  Iv)  en  la 
superficie.  La  condición  para  que  sean  perpendiculares  entre  sí  los 
elementos  AB  y  AC  es 

Erf«5ií  +  F  {dulv  -f  dvou)  -f  Gdv^v  =  o; 

y  supongamos  que  arco  AB  pertenezca  á  una  de  las  curvas  com- 
prendidas en  la  ecuación  ^  («,  v)  =  const.,  donde  ^  es  una  función 
cualquiera  de  «  y  de  v.  Tendremos 

hdu  +  p^du  =  o. 

Y  la  dirección  del  elemento  AC  perpendicular  á  la  curva  ^  =  const. 

du 
se  obtendrá  eliminando    7-  entre  las  dos  ecuaciones  precedentes, 

de  modo  que  resultará 

Por  el  punto  C  pasa  una  curva  del  sistema  *  =  const.  en  cuyos 
puntos  el  valor  de  la  función  recibe  el  incremento  5^,  y  se  tiene 

— ^  6w  +  — í-  ox;  =  09, 
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que  combinada  con  la  anterior  dará 


oii  = 


OV  = 


y  por  consiguiente 

(EG  —  F")  (8o)* 

y  tendremos  finalmente 


A,o  =  — = _.  ._ ,  (*;        (I) 

Bg  f^EG— F« 

fórmula  en  la  que  puede  verificarse  que  Aj<p  es  una  función  inva- 
riante. 

Podemos  observar  que  si  las  curvas  ^  =  const.  son  geodésica- 
mente paralelas,  ot  será  constante  á  lo  largo  de  la  línea  ^,  por  lo 
que  se  tendrá 

siendo  /  función  de  ^. 

Recíprocamente,  supongamos  que  se  verifique  esta  relación. 
Puesto  que  se  halla  satisfecha  para  cualquier  cambio  de  coordena- 
das, si  tomamos  las  líneas,  «p  =  const.  por  lineas  u  y  las  trayecto- 
rias ortogonales  por  líneas  v,  puesto  que  se  tiene 

ds'  =  Edu+Gdv\ 


(*)    Oiomale  di  Aíatematiche  V  H,  1864,  p.  176.  Iticherche  (ti  analisi  applicuUa  alia  geo- 
metria. 
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deberá  ser  HíiU  =        ==  func.  de  u.  Y  si  cambiamos  el  parámetro  «, 
haciendo  «,  =  /f^E  du,  tendremos 

y  queda  demostrado  que  las  «,  =  const    ó  o  =  const.  son  geodé- 
sicamente paralelas,  luego: 

La  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  las  lineas  ©  =  const. 
sean  geodésicamente  paralelas  está  expresada  por  la  relación 

212.  Invariación  de  la  curvatura  geodésica.  Siendo  la 
curvatura  geodésica  de  una  línea  una  cantidad  que  no  se  altera  de- 
formando la  superficie,  podemos  establecer  una  fórmula  de  Bonnet, 

por  la  cual  se  expresa  la  curvatura  geodésica  —  de  una  línea  cual- 

quiera  3*(«,  v)  =  o  mediante  una  función  invariable  formada  con  :p. 
Consideremos,  con  este  objeto,  el  sistema  de  curvas  ©  («,  v)  =  x, 
siendo  ^  un  parámetro  variable  y  el  sistema  de  las  trayectorias  or- 
togonales •}(«,  v)  =  íj/.  Con  este  sistema  de  líneas  coordenadas,  el 
elemento  lineal  será 

y  prescindiendo  del  signo,  tendremos 

y  calculando  los  parámetros  diferenciales  A,<p,  A,»]/  en  coordenadas 
tp,  'j/,  tendremos 

I  ^'A.i 

y  por  consiguiente       -     =  A,ip  .  A,'J<  ■ . 
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Si  representamos  con  el  símbolo  d^  6  la  diferencial  de  6  («,  v)y 
cuando  se  consideran  com^  funciones  de  ^  y  •i',  y  permaneciendo 
fija  'I  se  hace  variar  ^  en  rfs,  se  tendrá 

—  =     '*       '^  )  -^  d^u  +  -^  d  V    .  (2) 

Introduzcamos  la  condición  de  ortogonalidad  de  las  curvas  ;p  y 
•^z  expresada  por 

Sx;  Si;  \bu  ^bv      yv  'bu)  bu  bu 

bv         bu         yv         bu 


bu  bv 

Llamando  k  al  valor  común  de  las  dos  relaciones,  tendremos 

2^-y r^""^^j'   bi^'k\^bi^^bÍ4)        (3) 

y  también 

E^  — F^=       EG  —  F^  b:^     F^-G^ EG  —  F^  2)? 

^i;  óu"  k        bu^       bv  bu~'  k        bv' 

b'l  b'h 

Multiplicando  la  primera  por  d^  y  la  segunda  por  r-^  y  restando, 

se  obtiene 

\bv)  bu  bu  \bu)  k        W  bu      bu  bv) 

y  de  las  (3)  resulta 

b-^  b'b      bf  b'\f  _       \bv)  bvbu'^      \bu) 


bv  bu      bu  bv 
con  lo  que  la  anterior  se  reduce  á 


(4) 


(^+)'  =  ^^^\vrr.  (s) 


23 
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Resolvamos  ahora  las  ecuaciones 

^±au  +  ^^dv  =  d.,   ^±du  +  ^±dv  =  d\, 

respecto  á  du  y  dv,  y  considerando  la  ecuación  (4),  será 

^3^Liz^l(^av^'^H-'±d. 

(EG-P)(V,)'  ^,  >p 

y  d^u--  (EG-P)(A.=pr  i?    •' 

f'"    ■(EG-F*)(A,i,)«?/<    ■ 
ó  en  virtud  de  las  (3) 

^9"  =  -  (EG-F')(A.^)«  '^f'      ''•P^'  =  (EG-F*)(A,,«)  ''? 


Sustituyendo  en  la  {2}d^u,  d^v  por  sus  valores,  y  por  A,»/  su 

or A.o  que  resulta  de  la  (5),  tendremos: 

k 

l    _    _J ]      lu  TiU   TU  /  k  \ 

P?  ~  I^EG  —V'  \  *  ^«  V'EG-F*A,o/ 

cVz;     ^ ^  /  *  \\ 

*  ^UEG-F'''^/) 

Para  eliminar  ¿,  emplearemos  las  (3),  y  resultará 
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escribiéndose  la  anterior  así: 

*  *  f'EG  — F*A,J 


Iv     3«  k  I 

*  l'EGF^A.sJ 


+  .. 


a»        tit' I 


=  ?      FEG-FM^" 


que  es  la  fórmula  de  Bonnet. 

No  solo  sirve  esta  fórmula  para  calcular  la  curvatura  geodésica 
de  un  sistema  de  curvas  í&  (w,  z')  =  &  dado  en  términos  finitos,  sino 
cuando  se  da  por  medio  de  una  ecuación  diferencial  de  primer  or- 
den Mrf//  +  N^fo  =  o,  pues  si  íp  es  la  integral,  se  tendrá 

^  .  ^  =  M  :  N  y 


f  <p  ~  F'EG  F'  /  3«  \|/ÉÑ^i^^2 FMÑ  H-  GMV 


}_/  EN  —  FM  \ 

■■'■  yv  lytÑ^:^2FMÑ+"G\lV 
En  particular,  será 

?,       F'FG  — F*(    í«    "    IvfG) 
I  t        (ay'E       J    F"  I 


P        f'EG— F*(    Sí/  S«/É 
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213.  Parámetro  diferencial  de  segundo  orden.  Las  fun- 
ciones invariantes  arriba  consideradas  se  refieren  á  una  sola  fun- 
ción cp  («,  v),  ó  sea  á  un  solo  sistema  de  curvas  trazadas  en  una 
superficie.  Para  dos  sistemas  de  curvas 

^{U,V)=^,      («,  z;)  =  .|;  (1) 

se  tiene  inmediatamente  una  función  invariable  en  la  expresión  del 
ángulo  w  formado  en  cada  punto  («,  v)  de  la  supei-ficie  por  las 
curvas  3*,  -J/  que  pasan  por  él.  Si  expresamos  por  d  el  incremento 
á  lo  largo  de  la  curva  ^  =  const.  y  por  o  el  cbn-espondiente  á  la 
.|  =  const.,  tendremos 

^Edu^  4-  2Fdudv  +  Gdv^  \EZu*  +  2¥lulv  +  Vlv* 
Edulu  +  F  {dulv  +  dvlu)  -f  Gdvlv 


eos  O)  == 


KErf«*  H-  2¥dudv  +  Gdv'  )Elú'  +  2¥lu^v  +  Glv^ 

rf«:rfz;  =  ^:-^,     i„  :  ^  =  ^±  : -^±  ,  (3) 

y  por  consiguiente 


eos  O)  = 


EG  -  F*  Aj9  .  A,  f 


La  expresión  Aj^  .  A}  eos  w,  que  es  una  función  invariable,  es  el 
parámetro  diferencial  mixto  de  ?  y  ^,  y  tendremos 

e^^-fÍ^^  +  ^^Wg^^ 

V  (?,  +)  = EF^Z-pi • 

Esto  sentado,  la  fórmula  (6)  que  da  la  cuivatura  geodésica  — 
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conduce  á  considerar  una  nueva  función.  Escribiendo  la  fórmula 
(6)  bajo  la  forma 

S/i  ^V      I 


E^-F^ 
yu        T^H  I 

I        /  3  I     s«        ^v\  ,   I  I    yv       lu 


?<p       ^i?  FEG  —  F*  I  ^"  \  /EG"—  E*  /       ^''  \  ^'EG  —  F* 

Siendo  invariables  — ,  A^^,  y  (cp,  -r — ) ,  lo  será  también  la  función 

t-EG-F*  I  ^''  \  yEG-F*  /       ^^  \  KEG-F*  / ) 

que  es  el  parámetro  diferencial  de  segundo  orden. 

214.  Aplicación  á  los  sistemas  isotermos.  Supongamos  que 
las  líneas  ^  =  const.  y  sus  trayectorias  ortogonales  '{^  =  o  forman 
un  sistema  isotermo,  y  sea 

la  forma  correspondiente  del  elemento  lineal.  Para  que  el  sistema 
ortogonal  5p,  '\t  sea  isotermo,  es  necesario  y  suficiente  que  ^  sea 
el  cociente  de  dos  funciones,  la  una  de  ;p  y  la  otra  de  •]/  solamente,  ó 

que  se  tenga =  o,  es  decir,  que sea  función  de  f 
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solamente.  Pero  calculando  A,»  y  A,5  en  coordenadas  s,  ■}  tenemos 

G. 


I      _        I     m/g;      i  "°^E. 


\  *  A  I  2)    l/G,  I 


TE, 


de  donde 


^  log  5-^ 


(A,a.)«  2         ^:^ 


Por  tanto:  />¿r  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  las  lineas 
s,  ==  const.  pertenezcan  á  un  sistema  isotenno  es  que  se  tenga 

Si  suponemos  además  que  9  sea  parámetro  isométrico,  será 


—  log  — =  0,      o      A,íp  =  o. 

Teorema.  Si  se  halla  determinado  en  una  superficie  un  siste- 
ma de  lineas  que  forman  parte  de  un  sistema  isotermOy  las  trayecto- 
rias ortogonales  se  determinan  con  cuadraturas. 

En  el  caso  en  que  se^haya  concluido  mediante  la  ecuación  (a) 
que  un  sistema  de  líneas  o»  const.  es  isotermo,  podemos  demostrar 
que  las  trayectorias  ortogonales  «J^  =  const.  se  determinan  con  cua- 
draturas, pues  en  virtud  de  las  fórmulas  (2)  y  (3)  de  la  pág.  348,  la 
ecuación  diferencial  de  estas  trayectorias  ortogonales  se  expresa  por 

Er^—  F-^  F-?  —  G-*- 

liV  ^u   ,  Iv  lu    , 

—- : r^-  du  -h  — :—. —  dv  =  O. 

FEO  —  F^  l'EG  —  F* 

Para  hallar  un  factor  de  integrabilidad  de  esta  ecuación,  deter- 
minaremos A  de  modo  que  se  tenga 


-bu 


L      l''ÉG  —  F--  A        ^""V.      F'EG  —  F'  J 
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Ó  bien 

inn ^r  3  log  >.  Dt; ^  ^  log  X 

J'EG-F*    ""¿¡T""^     EG  — F*     ~"^r+^*^  =  ^' 

lo  que  podrá  verificarse  tomando  para  X  una  función  de  3»  cuando  se 
suponga  satisfecha  la  ecuación  (a).  Haciendo,  en  efecto, log  x=/(^), 
la  precedente  se  reduce  á 


de  donde  'K  =  e 


~f(M*''' 


§  3.°     Superficies  aplicables 

215.  Superficies  flexibles.  De  igual  modo  que,  en  la  geo- 
metría plana  ó  esférica,  se  estudian  las  propiedades  de  las  figuras 
trazadas  en  una  ú  otra  superficie,  prescindiendo  sus  propiedades 
absolutas  en  el  espacio,  así  se  procede  para  cualquiera  otra  super- 
ficie. Y  las  propiedades  que  conciemen  tan  solo  á  las  relaciones  de 
magnitud  y  posición  de  las  figuras  trazadas  en  la  superficie  por 
cuanto  existen  en  la  misma,  constituyen  la  geometría  de  la  super- 
ficie. 

Desde  este  punto  de  vista,  dos  superficies  diferentes  en  la 
forma,  pueden  tener  la  misma  geometría.  Los  teoremas  de  la  geo- 
metría plana  no  cesan  de  ser  ciertos,  si  el  plano  se  arrolla  en  un 
cilindro  ó  en  cualquiera  otra  superficie  desarrollable.  Por  ejemplo: 
En  un  triángulo  formado  por  tres  arcos  geodésicos  situados  en  una 
superficie  desarrollable,  la  suma  de  los  tres  ángulos  es  igual  á  dos 
rectos.  Los  tres  arcos  geodésicos  trazados  normalmente  desde  los 
vértices  á  los  lados  opuestos,  se  encuentran  en  un  punto,  etc. 

Para  concebir  la  naturaleza  de  las  propiedades  que  constituyen 
la  geometría  de  una  superficie,  conviene  imaginar  que  la  superficie 
en  la  que  se  hallan  descritas  las  figuras,  se  compongan  de  una  capa 
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infinitamente  sutil,  perfectamente  flexible  é  inextensible.  Las  propie- 
dades que  no  alteran  deformando  la  superficie,  pertenecen  á  su 
geometría.  (*) 

Dos  superficies  S  y  S',  entre  cuyos  puntos  P  y  P'  se  puede  es- 
tablecer una  correspondencia  tal,  que  sus  elementos  lineales  corres- 
pondientes sean  iguales,  tienen  la  misma  geometría,  porque  en  este 
caso,  también  los  arcos  finitos,  los  ángulos  y  las  áreas  de  las  figuras 
en  S  son  iguales  á  los  correspondientes  de  las  figuras  en  S'.  Las 
superficies  S  y  S'  se  llaman  en  este  caso,  aplicables,  queriendo 
significar  con  esto,  que  si  se  suponen  flexibles  é  inextensibles,  se 
puede  distender  la  una  sobre  la  otra  (ó  una  parte  de  ella)  sin  ruptura 
ni  duplicatura.  Cuando  las  dos  superficies  S  y  S'  se  dan  por  las 
expresiones  de  sus  elementos  lineales, 

¿y*  =  Erf«*  +  íEdudv  +  Qdv\ 

ds''  =  E'du'^  +  iF'du'dv  +  Gdv'\ 

para  reconocer  que  son  aplicables,  convendrá  examinar  si  se  puede 
establecer  dicha  correspondencia  entre  los  puntos  («,  v)  de  la  una 
y  los  {u\  V*)  de  la  otra,  de  modo  que  resulte  ds  =  ds\ 

Para  la  aplicabilidad  es,  por  tanto,  necesario  y  suficiente  que 
las  formas  diferenciales 

Erf«*  +  2Ydudv  +  Frfz;*     y    E'rf«'*  +  lY'dudv  +  G'rfz;'* 

sean  transformables  la  una  en  la  otra« 

De  las  consideraciones  precedentes  resulta  que  la  geometría  de 
la  superficie  está  definida  por  la  expresión  de  su  elemento  lineal,  ó 
de  su  primera  forma  fundamental 

¿y*=  Erfi^*  +  iFdudv  +  Gdv\ 

Así  pues,  las  infinitas  configuraciones  que  puede  tener  una  su- 
perficie, por  flexión,  tienen  común  la  primera  forma  fundamental. 

Cuando  se  estudia  la  geometría  de  una  superficie  como  defi- 
nida por  su  elemento  lineal,  conviene  prescindir  de  la  forma  espe- 
cial de  la  superficie 


(*)    Bianchi  ,  Lezioni  di  Geometria  differtntiahy  p.  173 
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La  distancia  ds  entre  dos  puntos  infinitamente  próximos  («,  v), 
(u  +  du\  {v  +  dv)  se  medirá  por  medio  de  la  fórmula  fundamental 
(i)  y  el  ángulo  O  de  ios  dos  elementos  lineales  ds  y  os  que  unen  el 
punto  («,  v)  á  los  dos  puntos  {u  +  du,v  -\-  dv)  y  (u  +  ou,v  +  iv) 
mediante  la  expresión 

Eduhu  4-  F  (du^v  +  dvou)  +  Gdv^v 

eos  6  = ^- ^^ 1 —  . 

ds^s 

Tendremos  una  correspondencia  biuníyoca  entre  la  variedad 
de  dos  dimensiones  que  constituye  la  superficie  y  los  pares  («o,  v^) 
de  los  valores  de  las  variables. 

En  el  campo  de  variabilidad  las  funciones  E,  F,  G  son  unifor- 
mes, finitas  y  continuas,  juntamente  con  sus  derivadas  primera  y 
segunda,  siendo  además  E,  F",  G,  EG  —  F-  positivas.  El  ángulo  w 
de  las  líneas  coordenadas,  definido  por  las  fórmulas 

F  ^EG  — F* 

eos  (O   =  -7^^=^-    »  sen  o»   = j=rr: , 

f^EG  »^EG 

en  el  campo  que  consideramos,  variará  continuamente  desde  o 
hasta  2ir,  sin  tomar  los  valores  extremos. 

La  curvatura  total  de  una  superficie  es  un  invariante  de  la 
forma  (i).  Su  valor,  en  cualquier  punto,  depende  únicamente  de  los 
coeficientes  de  dicha  forma,  y  permanece  el  mismo  cuando  se  de- 
forma la  superficie.  De  estas  consideraciones  resulta  el 

Teorema  fundamental  de  Gauss.  La  curvatura  total  de  una 
superficie  no  cambia  por  cualquier  flexión  de  ésta  ó  bien:  Si  dos  su- 
perficies  son  aplicables^  tienen  igual  curvatura  en  dos  puntos  co- 
rrespondientes. 

216.  Teorema.  La  curvatura  geodésica  de  una  línea  trazada 
en  una  superficie  no  cambia^  cuando  ésta  se  deforma^  pues  la  expre- 
sión de  la  curvatura  —  de  las  curvas  cp  =  const.  se  expresa  de  la 


manera  siguiente 


_  ±  =    ^»?    1       /         ^    \ 


%i 
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217.  Problema  de  la  aplicabilidad.  Dadas  dos  superficies  S 
y  S',  averiguar  si  son  ó  no  aplicables  y  en  el  caso  afirmativo^  obtener 
la  fórmula  de  la  aplicabilidad. 

El  problema  equivale  al  de  la  transformabilidad  de  las  dos  for- 
mas diferenciales 

E  du^  +  2Ydudv  +  Odv\       E'du'*  +  iF'du'dv'  +  Gdv'\ 

Supongamos  dos  relaciones  independientes  entre  «,  v^  u\  v 

cp  («,  V)  =  t'  («',  ^'),         +  («,  V)  =  Y  («',  ^')  (I) 

que  establezcan  la  ley  de  correspondencia  entre  los  puntos  de 
ambas  superficies,  en  la  aplicabilidad  supuesta.  Por  la  propiedad  de 
los  parámetros  diferenciales,  se  tendrá 

^1  ?  -  ^'1  ?',   V  (?,+)  =  V'  (?',  n   ^1+  =  A'if ,     (2) 

habiéndose  acentuado  los  parámetros  diferenciales  construidos  para 
la  segunda  forma.  Para  la  aplicabilidad,  es  necesario  que  las  rela- 
ciones (2)  sean  consecuencias  de  las  (i),  y  además  es  suficiente, 
porque  de  las  relaciones  obtenidas  (pág.  346)  se  tendrá: 


Erf«*  +  2F dudv  ^-  Gdv^  = 
E'du'^  +  2F' dudv  +  ...  =  ■ 


^\^'d^"  -  2^  i^\  f  )rfyW  +  A^cp^rff « 

y,  en  virtud  de  (i)  y  (2),  los  segundos  miembros  resultarán  iguales. 
Esto  sentado,  excluyendo  el  caso  en  que  la  curvatura  sea  cons- 
tante, si  k  («,  v)  y  k  (u\  V*)  expresan,  respectivamente,  las  curva- 
turas, el  teorema  de  Gauss,  en  la  hipótesis  de  la  aplicabilidad,  da 
una  relación  (i)  con  la  fórmula 

k(u,v)  =  }¿(u,v\  (3) 

Además,  cualquier  parámetro  diferencial  de  la  función  k  deberá 
ser  igual  al  parámetro  correspondiente  calculado  para  k\ 
Tomemos  en  primer  lugar  la  relación 

^^k  =  ^\k\  (4) 

que  asociada  á  la  (3),  da  lugar  á  los  tres  casos  de  ser  dichas  reía- 


SUPERFICIES  355 

ciones  contradictorias,  compatibles  y  distintas  é  incluidas  la  una 
en  la  otra.  En  el  primer  caso  las  superficies  no  son  aplicables;  en 
el  segundo,  para  que  éstas  sean  aplicables  es  necesario  y  suficiente 
que  la  (3)  y  (4)  lleven  consigo  las  relaciones 

lo  que  podrá  decidirse  por  cálculos  algebraicos. 

El  tercer  caso  tendrá  lugar  cuando  A,  k  sea  una  función  de  >&  y 
^\k'  la  misma  función  de  k'. 

En  este  caso 

sustituiremos  á  la  (4)  la  relación  Aj¿  =  A'g*',  y  reduciremos  nue- 
vamente el  problema  á  eliminaciones  algebraicas,  cuando  no  se 
presente  el  caso  ulterior,  expresado  por  las  fórmulas 

^,k^^{k),   ^\k'  =  ^{k')  {b) 

Falta  pues  considerar  el  caso  en  que  se  presenten  simultánea- 
mente las  relaciones  {a)  y  (¿). 

Siendo  ahora  -r-^r  =  -j-jr  , 

1^1  k       f  {k) 

las  líneas  k  =  const.  (de  igual  curvatura),  juntamente  con  las  tra- 
yectorias ortogonales  ^  =  const.  forman  un  sistema  isotermo. 
Obtendremos  la  función  +  (k,  v)  por  cuadraturas  de  las  fórmulas 

—  f  7-7^  dky E  — 


=  e 


de  donde  A,¿  =  ^         J  J  W      a,¿, 
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y  por  consiguiente 

Erf«2  +  2¥dudv  4-  Gdv^  =  — —  -4 '  - 

_  d^       e   ^  ^^^^      dr 

-/(*)+      fik) 

Permaneciendo  las  mismas  las  funciones  para  la  segunda  su- 
perficie, conviene  á  ésta  la  misma  forma  del  elemento  lineal,  que 
pertenece  también  á  las  superficies  de  revolución.  Luego: 

Si  subsisten  las  relaciones  (a)  y  (b),  las  dos  superficies  son  apli- 
cables sobre  la  misma  superficie  de  revolución^  y  por  tanto  la  una  so- 
bre la  otra^  de  una  infinidad  simple  de  modos. 

Para  obtener  las  fórmulas  efectivas  de  la  aplicabilidad,  intervie- 
nen dos  cuadraturas. 

En  la  resolución  del  primer  problema  de  la  aplicabilidad  se 
excluyó  el  caso  en  que  una  de  las  superficies  fuese  de  curvatura 
constante.  En  este  caso,  para  que  las  dos  superficies  sean  aplica- 
bles, es  necesario  que  la  otra  superficie  tenga  la  misma  curvatura 
constante.  En  este  caso  el  criterio  dado  por  el  teorema  de  Gauss 
es  además  suficiente  para  la  aplicabilidad,  es  decir,  que: 

Dos  superficies  con  la  misma  curvatura  constante  son  aplicables 
la  una  a  la  otra. 

Para  el  caso  de  la  curvatura  nula,  sabemos  que  tal  superficie  es 
desarrollable.  Podemos  dar  una  demostración  que  se  extiende  á 
superficies  de  curvatura  constante  no  nula. 

218.  Forma  del  elemento  lineal.  Tracemos  en  una  super- 
ficie de  curvatura  constante  K  una  geodésica  L,  y  tomemos  por 
líneas  coordenadas  las  geodésicas  ortogonales  á  la  L  y  sus  trayec- 
torias ortogonales,  tomando  como  parámetro  u,  el  arco  de  las  geo- 
désicas V,  contado  á  partir  de  la  L,  que  será  actualmente  la  «  =  o 
y  el  parámetro  v  el  arco  de  la  L,  contado  desde  un  punto  fijo  de  la 
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misma.  El  elemento  lineal  tomará  la  forma 
ds^  =  du*  +  Gdv^\ 
y  por  ser  nula  la  curvatura  geodésica  de  la  u=^  o,  será 

(^)      =0.  W 

Además,  por  ser  dv  el  arco  elemental  de  «  =  o,  será 

(t^G)«=o=i,  (P) 

y  tendremos  .    K  = j=z     J  ^    .  (v) 

fe    ^^  ^ 

Por  ser  K  constante,  distinguiremos  los  tres  casos 

K  =  o,     K>o,     K<o. 

Primer  caso.     Si  K  =  o,  resulta 

[/ G  =  3>  (z^)  «  +  ^  {v\ 

siendo  tp(z^),  \{v)  funciones  de  v.  Pero  de  (a)  y  (P)  resulta 

?W  =  o,    ^(v)  =  r, 

de  donde  ¿r*  =  dü^  +  dv*. 

Segundo  caso.     Si  K  >  o,  hagamos  R=  ^  (R  real)  y,  en  vir- 

K 

tud  de  (y),  tendremos: 

j^G  =  3)  (z^)  eos  -  +  •]/  (z;)  sen  -  ; 

y  por  las  (a)  y  (?),  será  •]/  (v)  =  o,  9  (z;)  =  i;  luego 

í¿f«  =  du'  +  cos«  (1)  dv\  (5) 

Este  elemento  pertenece  á  la  esfera  de  radio  R,  luego:  Todas 
¡as  superficies  de  curvatura  constante  positiva  ~  son  aplicables  á  la 
esfera  de  radio  R,  y  por  consiguiente^  las  unas  á  las  otras. 
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Tercer  caso.     Si  K  <  o,  haremos  K  =  —  --  y  resultará  de  (y), 

u  u 

ye  =  (p  (z;)  eos  A  -  +  ^  {v)  sen  A  -  , 

y  por  las  (a)  y  (p)  será  3.  (z^)  =  I,  •]/(z;)  =  o;  luego:  El  elemento 
lineal  de  toda  superficie  pseudoesférica  de  radio  R  es  reducidle  á 
la  forma 


ds*  =  du^  +  eos  AM  -  )  dv 


© 


Por  consiguiente,  todas  estas  superficies  son  aplicables,  las 
unas  á  las  otras. 

Los  resultados  obtenidos  pueden  aplicarse  á  dos  superficies 
distintas  de  igual  curvatura  y  á  dos  porciones  de  una  misma  su- 
perficie de  curvatura  constante,  lo  que  se  enuncia  en  el  siguiente 

Teorema.  To¿ia  porción  de  una  superficie  de  curvatura  cons- 
tante es  aplicable  sobre  cualquiera  otra  porción  de  la  misma^  de 
modo  que  dos  puntos  cualesquiera  Ky^de  la  primera  pueden  super- 
ponerse d  dos  puntos  cualesquiera  h!  y  B'  de  la  segunda^  siempte  que 
¡a  distancia  geodésica  de  h'  yW  sea  igual  á  la  de  h  yB, 

Este  teorema  es  evidente  para  las  superficies  de  curvatura 
constante  nula  ó  positiva,  porque  el  plano  y  la  esfera,  sobre  los  que 
son  aplicables,  respectivamente,  gozaa  de  esta  propiedad. 

Para  demostrarlo  en  el  caso  de  la  superficie  pseudoesférica, 
tomemos  por  la  geodésica  L  anteriormente  considerada,  la  AB,  y 
tendremos 

ds^  =  dú"  +  eos  A  ^  dv\  (6) 

contándose  el  arco  v  de  AB  á  partir  de  A,  lo  que  dará  A  ^  (o,  o). 
Operando  de  igual  modo  sobre  la  otra  geodésica  A'B',  obtendremos 

ds''  =  du''  + eos  k^^dv'\ 

Haciendo  u'  =  «,  z;'  =  v^  resultará  ds^  =  ¿r'*,  y  al  punto 
A^(o,o)  corresponderá  el  punto  A  =(0,0),  al  B^(o,/)  el  B'^(o,/), 
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siendo  /  la  longitud  común  de  los  arcos  AB  y  A'B'.  Por  lo  cual  la 
superficie  es  aplicable  sobre  sí,  de  modo  que  A  se  superpone  con  A' 
y  B  con  B',  conforme  el  enunciado. 

Este  teorema  expresa  que  toda  figura,  trazada  en  una  supeilicie 
de  curvatura  constante,  puede  transportarse  por  simple  flexión, 
sobre  otra  porción  de  la  superficie,  sin  que  sufran  alteración  los 
ángulos,  ni  las  magnitudes  lineales  y  superficiales. 

Para  la  geometría  de  las  superficies  de  curvatura  constante  es 
válido,  como  para  el  plano  y  la  esfera  el  principio  de  superposición 
de  las  figuras  y  lo  que  constituye  el  fundamento  de  las  analo- 
gías existentes  entre  la  geometría  de  las  tres  especies  de  super- 
ficies. ^ 

De  lo  expuesto  resulta  que  dos  superficies  S  y  S'  de  igual  cur- 
vatura constante,  son  aplicables  entre  sí  según  una  triple  infinidad 
de  modos.  Dadas  las  dos  superficies,  para  obtener  uno  de  estos 
modos  de  aplicabilidad,  basta  integrar  la  ecuación  de  las  geodésicas. 

Si  la  curvatura  es  nula,  la  cuestión  se  resuelve  por  medio  de 
cuadraturas.  En  los  demás  casos  el  problema  se  reduce  a  la  inte- 
gt  ación  de  una  ecuación  diferencial  de  primer  orden  del  tipo  de 
Riccati. 

219.  Tipos  de  la  superficie  pseudoesférica.  Volvamos  á  la 
forma  (6)  del  elemento  lineal,  que  conviene  á  cualquier  superficie 
pseudoesférica  de  radio  R.  Juntamente  con  esta  forma  del  elemento 
lineal,  que  se  llama  tipo  hiperbólico^  se  deben  considerar  otras  dos 
que  se  llaman  tipo  elíptico  y  parabólico. 

Consideremos  un  punto  (ordinario)  P  de  una  superficie  pseudo- 
esférica; y  tomemos  por  líneas  coordenadas  las  geodésicas  v  que 
parten  de  P  y  sus  trayectorias  ortogonales  «,  suponiendo  como 
parámetro  v  el  ángulo  que  forma  una  geodésica  variable  del  haz 
con  una  geodésica  fija  y  el  parámetro  u  el  arco  de  las  geodésicas, 
contado  á  partir  de  P.  El  elemento  lineal  tomará  la  forma 

ds^  =  du'^  -f  Gdv* 
y  será   (»^)„  =  o  =  o,     (^)        =  i. 


u 
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Pero,  en  virtud  de  lo  ya  expuesto, 

F  G  =  ^  (í^)  eos  A  -  -f-  6  (v)  sen  A  -  , 
y  las  condiciones  precedentes  dan  *  {v)  =  o,  't  (v)  =  R,  de  donde 

ds^  =  du^  +  R»  sen  A*  -  dv*. 
K 

Esta  es  una  forma  del  elemento  lineal  que  conviene  á  toda  su- 
perficie pseudoesférica  de  radio  R  y  se  dice  que  es  del  tipo  elíptico. 
Tomemos  finalmente  por  línea  L,  en  vez  de  una  geodésica,  una 

línea  de  curvatura  geodésica  constante  — .  Cualquiera  de  estas  líneas, 

en  una  superficie  pseudoesférica  de  radio  R  se  llama  un  oriciclo. 
Tendremos  todavía 

ji  II 

ds^  =  du^  +  Gd7/*,     ^G  =  ^  {v)  eos  A  -  +  ^  (^)  sen  A  -  ; 

y  debiendo  ser . 


''[fá   ^'^  1^0      ^\jiv) eos k'¿  +  ^{v)senh^j 


(y 


=  I,  resultará  ^p  (z;)  =  (p  (z;)  =  i, 

de  donde  ds^  =  du*  +  e^  dv^. 

Esta  tercera  forma  es  del  tipo  parabólico. 

Resumiendo:  El  Sr.  Bianchi  obtiene,  para  la  pseudoesfera,  las 
tres  formas  típicas  del  elemento  lineal, 

A)  Tipo  parabólico     ds*  =  du"^  -f-  ^  ^  dv^ 

B)  Tipo  elíptico    ds^  =  du^  +  R*  sen  A*  (|  j  dv^ 

C)  Tipo  hiperbólico    ds^  =  du"  +  eos  A*  \^dv\ 


4 


\ 
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220.  Superficies  pseudoesféricas  de  revolución.  El  ele- 
mento lineal,  referido  á  los  meridianos  y  á  los  paralelos,  tendrá 
la  forma: 

ds^  =  du^  +  \Ce^-\^  Ce"^)  dz/*. 

Distinguiremos  tres  casos,  según  que  una  de  las  dos  constan- 
tes C  y  C  sea  nula  ó  con  signo  igual  ó  contrario.  Cambiando  el 
parámetro  v  en  o^,  {c  constante),  obtendremos  las  tres  formas  de 
los  tipos  respectivos  A)  B)  C): 

iu 
I     ¿y*  =  tíftt«  +  ^  R  dv\ 

II     ds^  =  rfií»  +  X«  sen  A*  J  dv\ 

III     ¿yi  =  du^  4-  x«  eos  A«  I  dv\ , 

siendo  \  constante,  que  realizaremos  con  tres  superficies  de  revo- 
lución en  las  cuales  sea  u  el  arco  de  meridiano  y  v^  la  longitud. 

Si  expresamos  por  r  el  radio  del  paralelo  y  por  xr  ==  cp  (r)  la 
ecuación  de  la  curva  meridiana,  tendremos  respectivamente,  en  los 
tres  casos: 

I)  r=A     z=j\Ji-^^^du 

u 

II)  r  =  X  sen  A  - ,     z 


R' 


=/|/._|cos*.(g., 

III)     r  =  X  eos  A  |,     z=\\li—^^  sen  A*  (|j  du, 

Discutamos  las  formas  de  las  tres  curvas  meridianas. 
Caso  I.     Podemos  efectuar  la  integración,  siendo  :p  el  ángulo 
de  la  tangente  á  la  curva  meridiana.  Hagamos 

^R  =  R  sen  cp, 


362 
y  las  fórmulas 

r  =  R  sen  c&, 
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R 


/eos*  ?  ,        r 
í  ¿^  =  R 
sen  :p     ^  L 


? 


ÍOg  tg-^  +  C0S5p|,      (¿x) 


']• 


darán  Jas  coordenadas  de  un  punto  de  la  curva  en  función  del 
parámetro  ;p. 

A  la  curva  de  las  tangentes  iguales,  representada  por  estas 
ecuaciones,  que  tiene  el  eje  de  las  z  por  asíntota  y  que  tiene  la 
propiedad  de  que  la  parte  de  su  tangente  comprendida  entre  el 
punto  de  contacto  y  la  asíntota,  es  constantemente  igual  á  R,  se  la 
conoce  con  el  nombre  de  tractriz. 

Dicha  propiedad  puede  deducirse  directamente  de  la  ecuación 
de  la  curva,  así  como  por  verificarse  que  la  curvatura 
geodésica  de  los  paralelos  en  la  superficie  corres- 

I 


pondiente  de  revolución  es  constantemente  igual  á 


R' 


superficie  que  se  Warneipseudoesfera,  y  es  la  más  sen- 
cilla de  las  superficies  pseudoesféricas. 

Podemos  llegar  á  la  fórmula  (a),  partiendo  de  la 
propiedad  evidente  RR'  ==  —  a*.  Pues  siendo  F  la 
curva  meridiana,  PM  =  p  uno  de  los  radios  prin- 
cipales de  curvatura  de  la  superficie  de  revolución  de  curvatura 


Figura  109 


constante  negativa  — b^i  y  el  otro  PQ,  tendremos  PQ.PM=- 


R* 


(fig.  1 10);  y  expresando  por  t  el  ángulo  de  la  tangente  al  meridiano 

con  el  eje  de  las  x^  y  por  tanto  di  el  ángulo 

de  contingencia  en  P,  tendremos  ds  =  prfr,    í  ^z 

y  en  el  triángulo  PSQ,  donde  PS  =  x,  será 

PQ  = y,  en  virtud  de  las  expresiones 

^  6 

xds 
anteriores, —  =  —  R*.  Por  ser  además 


ds  = 


dx 

COSt' 


'  sen  Trft 
,  tendremos 
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R 


xdx  = sen  2TtífT. 

2 


(I) 


igrando, 

resultará 

2X^ 

+  c  = 

■■  R*  eos  2»T 

tg' 

I  — 

eos  2t 

-c 

'==n- 

eos  2t 

hC 
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(2) 

Haciendo  R*  —  C  =  2¿*,  donde  b  es  una  constante  arbitraria 

dz 

tal  que  sea  tg  t  =  — -  ,  resulta,  en  virtud  de  (2), 
dx 

'  -¡\l/l~/Lb.  ^^.  (3) 

que  es  la  ecuación  de  la  curva  meridiana  F.  Por  ser  ¿*  arbitraria,  se 
puede  obtener  una  infinidad  de  curvas  meridianas,  y  por  consi- 
guiente de  superficies  de  curvatura  constante  igual  á  —  ^5- .  La 

integración  de  (3)  conduce  á  las  integrales  elípticas.  Pero  en  el 
caso  de  ser  ¿*  =  R*,  haciendo  ;r  =  rsencp,  de  (3)  se  deduce  la 
fórmula  {a)  de  la  página  362  (véase  además  el  resultado  en  la  pá- 
gina 210). 

Caso  II.     Tipo  elíptico.  Para  obtener  una  superficie  real,  es  nece- 
sario suponer  ñ  <  ^»  Y  haciendo  X  =  R  sen  a,  el  valor  máximo  para 
K 

u        ,1 

eos  k  — ,  sera ,  y  por  tanto,  el  radio  r  del  paralelo  oscila  entre 

R'         sen  a'  -^  ^  '  ^ 

r  ==  o  y  r  =  R  eos  a. 

Cuando  r  =  o,  es  -^  =  sen  a,  y  por  consiguiente  todos  los 

meridianos  encuentran  en  «  =  o  al  eje  de  rotación,  según  el  án- 
gulo a.  Este  es  un  punto  cónico  de  la  superficie. 

Las  coordenadas  de  un  punto  de  la  curva  meridiana  se  expresan 
por  funciones  elípticas  de  un  parámetro  t  con  el  módulo  k  =  eos  a. 
Hagamos,  en  efecto, 

u        k 
senk-  =  —  en  (t,  k), 


364 
y  tendremos 
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r=Rk  cut,    z  = 


siendo 


e'(x) 


Z(t)  = 


e(T) 


la  función  de  Jacobi  y  H,  K  las  conocidas  constantes  de  la  teoría 
de  las  funciones  elípticas.  El  trayecto  de  la  curva  entre 
T  =  oyT  =  2K  está  representado  en  la  fig.  1 1 1.  Cuando 
T  aumenta  en  4K,  la  curva  se  reproduce  periódicamen- 
te. La  superficie  de  revolución  correspondiente  consta 
de  infinidad  de  partes,  que  pueden  superponerse  (con- 
gruentes) por  traslación  alrededor  del  eje.  Los  paralelos 
máximos  de  radio  r=R  eos  a  son  de  retroceso  para  la 
superficie,  porque  los  puntos  t  =  2mK  {m  entero)  son 

cúspides  del  meridiano. 

Caso  III.     Tipo  hiperbólico.  En  este  caso  tenemos 


Figura  111 


r  =  X  eos  h 


R' 


dr^ 
~dii 


X  u 

=  -sen//j^. 


El  valor  máximo  que  toma  u  en  el  trayecto  real  de  la  curva 

u        R 

corresponde  á  sen  A  —  ==  —  y  el  radio  del  paralelo  oscila  entre  el 


mínimo  ^  y  el  máximo  J^RM-^.  Haciendo 
R 


^=  —  k 


u        dn  (t,  k) 


f^R«  +  X* 

expresaremos  las  coordenadas  de  un  punto  móvil 
en  la  curva,  por  funciones  elípticas  del  parámetro  t 
con  las  fórmulas 


R  . 

r  =  j  fl«  T, 


RTH  1 

=  jLr— 2«J- 


Figura  112 


La  forma  de  la  curva  entre  T  =  oyT  =  2K  está  representada 
por  la  fig.  112.  Cuando  t  aumenta  en  2K,  la  curva  se  reproduce 
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periódicamente.  Los  paralelos  máximos  correspondientes  á  t  =  2wK 
{m  entero)  son  de  retroceso  para  la  superficie  y  los  mínimos  co- 
rrespondientes í  -c  =  {2m  +  1)  K  son  geodésicas. 

221.  Deformación  de  toda  superficie  pseudoesférica  en  una 
DE  revolución.  Las  tres  formas  de  superficies  pseudoesféricas  de 
revolución  son  distintas  entre  sí,  no  pudiéndose  aplicar  una  sobre 
otra  de  especie  distinta,  pues  basta  observar  que  en  el  tipo  para- 
bólico, los  paralelos  son  de  curvatura  constante  - ,  en  el  tipo  elíp- 

K 

tico,  la  curvatura  geodésica  de  los  paralelos  es  >  —  y  •<  77  en  el  hi- 

K  K 

perbólico.  Pero  en  virtud  del  teorema  (pág.  357)  toda  superficie 
pseudoesféricas  de  radio  R  es  aplicable  sobre  cada  una  de  las  su- 
perficies I),  II),  III).  Así 

i.°  Por  lo  expuesto  en  la  pág.  357,  si  trazamos  en  una  su- 
perficie pseudoesférica  S  un  sistema  de  geodésicas  que  partan  de 
un  punto  en  el  infinito  de  la  superficie  (geodésicas  paralelas), 
podremos  distender  por  simple  flexión  la  S  sobre  la  psudoesfera,  de 
modo  que  dichas  geodésicas  se  conviertan  en  meridianos. 

2.°  En  el  caso  de  las  superficies  II  del  tipo  elíptico,  podremos 
aplicar  la  superficie  S  sobre  la  II,  de  modo  que  las  geodésicas  que 
parten  de  un  punto  P  se  distiendan  sobre  los  meridianos. 

Si  referimos  la  S  á  las  geodésicas  que  parten  de  P,  y  á  las  tra- 
yectorias ortogonales,  tendremos 

r  «  «T 

ds^  =  tíf««  4-     (p  (v)  eos  A  -  +  +  i"^)  s®"  *  p  I  ^^*- 

El  arco  u  se  medirá,  á  partir  dé  P,  y  el  parámetro  v  será  el  án- 
gulo que  una  geodésica  variable,  trazada  desde  P,  forma  con  una 
geodésica  fija;  y  tendremos 

cp  (v)  eos  A  j^  +  +  (v)  sen  A  -     _  =  ^' 
[¿(,(z;)cosA|  +  'H^^)senA|)]^^  =  i, 
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de  donde  :p  (v)  =  o,     -J/  (v)  =  R,      y  por  consiguiente 

ds^  =  du^  -f-  R«  sen  A«  -  dv*. 

Pero  tenemos,  para  la  superficie  pseudoesférica  de  revolución  II), 

ds*  =  du*  +-  X«  sen  A«  -  dv\, 
ti 

siendo  v^  el  ángulo  que  forma  el  plano  de  un  meridiano  móvil  con 
el  plano  de  un  meridiano  fijo.  Para  hacer  coincidir  los  dos  elemen- 
tos lineales,  deberemos  hacer 

X 
V  =  —  v^  =  sen  o.  ,v^. 

Cuando  Vi  =  zn^  será  z;  =  2tí  sen  a  <^  271.  Basta  pues  una  parte 
de  S  próxima  á  P,  para  cubrir  enteramente  una  hoja  de  la  super- 
ficie II).  Y  la  parte  de  S,  más  allá  del  círculo  geodésico  de  radio 


u  =  K  sector  eos  «  7  ^^  sector  eos  k 


Vsen  a/ ' 


no  tiene  correspondiente  en  la  superficie  II).  La  porción  de  S  alre- 
dedor de  P,  á  la  que  puede  darse  la  forma  de  una  hoja  de  la  su- 
perficie II)  queda  pues  limitada  por  un  sector  geodésico. 

3.°  En  el  caso  de  las  superficies  III)  del  tipo  hiperbólico,  el 
paralelo  mínimo,  las  geodésicas  v  =  const.  son  ortogonales  á  una 
geodésica,  y  podremos  aplicar  una  superficie  pseudoesférica  cual- 
quiera S  sobre  III)  de  modo  que  una  geodésica  arbitraria  ^  de  S  se 
distienda  sobre  el  paralelo  mínimo.  La  parte  de  S  que  se  aplica  efec- 
tivamente sobre  una  hoja  de  III)  se  reduce  á  una  faja  limitada  por 
dos  geodésicas  paralelas  á  la  ^y  equidistantes  de  la  misma,  las  cua- 
les, después  de  la  deformación  se  reducen  á  los  paralelos  máximos 
(de'  retroceso)  de  la  zona.  En  el  sentido  de  la  geodésica  ^,  la  zona 
queda  limitada  por  dos  geodésicas  ortogonales  á  ^,  las  cuales  se 
reunen,Mespués  de  la  deformación  en  un  solo  meridiano  de  la  zona. 
La  longitud  y  anchura  de  la  zona  dependen  solamente  del  radio  que 
se  quiera  dar  al  paralelo  mínimo. 


SUPERFICIES  367 


En  el  caso  del  tipo  hiperbólico,  puede  considerarse  que  las 
geodésicas  v  =  const.  parten  de  un  punto  común  imaginario  de  la 

superficie,  porque  para  —  =  /  — ,  tenemos 
K  2 


•K 


r  =  ^  eos  í  —  =  o. 
2 

Los  paralelos  de  esta  superficie  vienen  á  ser  ahora  círculos  geo- 
désicos de  centro  ideal.  En  resumen;  Toda  superficie  pseudoesférica 
puede  cambiarse^  por  simple  flexión^  en  una  superficie  de  revolución^ 
de  modo  que  las  geodésicas  trazadas  desde  un  punto  se  reduzcan  á 
meridianos.  La  superficie  de  revolución  obtenida  pertenecerá  al  tipo 
parabólico^  elíptico  ó  hiperbólico^  según  que  el  punto  común  de  las 
geodésicas  es  real  en  el  infinito^  real  distancia  finita  ó  imaginario  (*). 

2.2.2.,  Superficies  aplicables  A  sí  mismas.  Teorema.  El 
elemento  lineal  de  toda  superficie  de  curvatura  constante  admite  00^ 
transformaciones  en  si  misma.  Este  es  un  nuevo  enunciado  de  la 
propiedad  fundamental. 

Además  conviene  establecer  que  subsiste  el 

Teorema  recíproco.  Toda  superficie  S,  que  admite  una  flexión 
continua  en  si  misma^  es  aplicable  sobre  una  superficie  de  revolución. 

Si  la  superficie  S  es  de  curvatura  constante,  el  teorema  queda 
demostrado  por  lo  expuesto  anteriormente.  En  caso  contrario,  du- 
rante la  flexión  continua  supuesta,  las  líneas  L  de  igual  curvatura 
k  =  const.  deberán,  por  el  teorema  de  Gauss,  resbalar  sobre  sí  mis- 
ma. Y  puesto  que  esta  flexión  depende  de  un  parámetro  variable, 
con  continuidad,  lodo  punto  de  una  línea,  L  puede  transportarse 
á  cualquiera  otro  de  la  misma  línea,  resultando  que  las  líneas  L 
son  de  curvatura  geodésica  constante.  Además,  las  líneas  geodé- 
sicamente paralelas  á  una  línea  L,  durante  la  flexión  considerada, 
resbalan  también  evidentemente  sobre  sí  mismas.  De  estas  consi- 
deraciones resulta  el  teorema  enunciado,  y  subsiste  la  siguiente 
propiedad: 

Si  una  superficie  S  tiene  un  sistema  de  lineas  L  geodésicamente 


(*)    Bianchi,  Lexioni  di  Geometría  differenziaU. 
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paralelas^  siendo  de  curvatura  geodésica  constante^  es  aplicable  sobre 
una  superficie  de  revolución  cuyos  paralelos  son  las  deformadas  de  la 
linea  L,  pues  si  se  toma  el  sistema  coordenado  formado  por  las  lí- 
neas L  (tt  =  const.)  y  las  geodésicas  ortogonales  v  =  const. ,  el 
elemento  lineal  tomará  la  forma 

ds^  =  t/««  +  Gdv^. 

pero  en  virtud  de  la  hipótesis, 

—  —  =  ÍM1^  =  ^  (^),     de  donde    fG  =  UV, 

p«  (iU  ^  ^   ' 

siendo  U  función  de  «  y  V  de  z'.  Si  hacemos  ¡y/dv  =  v^,  tendre- 
mos el  elemento  lineal 

ds^=du^+  \]^dv\ 

de  una  superficie  de  revolución. 

Consideremos  ahora  unos  ejemplos  de  superficies  aplicables. 

Del  teorema  de  Gauss  resulta  desde  luego  que  los  paralelos  de 
S  se  distienden  sobre  los  paralelos  de  S,  y,  por  consiguiente,  tam- 
bién los  meridianos  sobre  los  meridianos.  Naturalmente  son  exepción 
las  superficies  de  curvatura  constante;  pero  las  consideraciones  si- 
guientes son  válidas  para  estas  superficies,  cuando  se  agrega  la 
condición  de  que  los  paralelos  de  la  una  se  distiendan  sobre  los 
paralelos  de  la  otra,  pues  si  los  elementos  lineales  de  S  y  de  S^  son 
respectivamente 

ds^  =  du^  +  r^dvy      ds\  =  du\  +  r\dv\ , 

podremos  hacer  u^  =  «,  contando  los  arcos  meridianos  desde  dos 
paralelos  correspondientes.  Para  transformar  uno  en  otro  los  dos 
elementos  lineales,  convendrá  hacer  Vi  =  z;,  {v),  determinando  esta 
función  por  la  condición 

dv^ 

V 

resultando        r,  =  kr^    z^j  =  -  (>&  const.  arbit.). 
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Si  pues  r  =  ^  (u)  es  la  ecuación  del  meridiano  de  S,  las  coor- 
denadas del  meridiano  de  S,  estarán  dadas  por 

r  =  kf  («),     z=f  ]'i  —  k*^"'{ü)  du. 

Por  consiguiente:  Toda  superficie  de  revolución  puede  dejormar- 
se  de  ^^  modos ^  conservándose  superficie  de  revolución. 

Consideremos  más  detalladamente  el  modo  de  aplicarse  de  S, 
sobre  S.  Supongamos  >&  <  i,  y  entonces  la  fórmula  v=^hv^  de- 
muestra que,  cuando  la  longitud  v^  efectúa  un  giro  sobre  S,,  ha- 
ciéndose igual  á  2^^,  la  longitud  v  se  convierte  en 

V  <  2¿ir  <:^  2íc. 

Luego,  aplicando  la  S,  sobre  la  S,  ésta  no  queda  enteramente 
cubierta,  faltando  una  parte  (huso),  comprendido  entre  dos  meridia- 
nos, cuyos  planos  forman  un  ángulo  271  (i  —  k).  Para  distender  S| 
sobre  S  conviene  pues,  cortar  á  la  superficie  S,  á  lo  largo  de  un 
meridiano  y  abrirla,  deformándola,  de  modo  que  los  bordes  del  corte 
sean  sobre  S  dos  meridianos  diferentes.  Si  se  observa  que  la  curva- 
tura geodésica  de  los  paralelos  y  la  curvatura  total  de  la  superficie 
no  varían  en  la  deformación,  se  verá  inmediatamente  que  la  curva- 
tura del  meridiano  de  S  excede,  en  dos  puntos  correspondientes, 
á  la  del  meridiano  de  S,. 

AI  caso  de  ser  ¿  >  i  corresponde  evidentemente  la  deformación 
inversa  de  S  en  S,  por  la  cual,  conviene  quitar  un  huso  de  S,  res- 
tableciendo después  la  continuidad  de  la  superficie,  al  reunir  por 
deformación  en  uno  solo,  dos  meridianos  del  huso  suprimido,  y 
observando  que  á  un  punto  del  meridiano  de  S  corresponde  un 

punto  real  del  meridiano  de  S,,  hasta  que  sea  k  --r-  <^i,\o  que  su- 
cede siempre,  si  ¿  >  i.  Pero  cuando  ¿  >  i,  los  paralelos  á  que  co- 

I        dr 

rresponde  el  valor  t  ^^  ~r^  limitan  sobre  S  una  zona,  que  es  la  por- 
ción de  S  aplicable  efectivamente  sobre  S,.  Después  de  la  deforma- 
ción, los  paralelos  extremos  de  esta  zona  se  reducen  á  los  paralelos 
de  retroceso  en  S». 

23 
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Ejemplo.  Consideremos  la  deformación  de  las  superficies  de 
revolución  de  curvatura  constante. 

a)  Para  la  esfera  de  radio  i  se  puede  suponer  r  =  eos  «,  y  las 
coordenadas  de  los  meridianos  deformados  se  hallan  dadas  por  las 
fórmulas 


f  =  ^  eos  «,      z 


=/^ 


I  —  k^  sen"*  u  du. 


Podemos  expresarlas  por  funciones  elípticas  de  un  parámetro  t. 
Por  esto,  si  ^  <  I,  haremos  eos  u  =  cn  (t,  k),  y  tendremos 


r  =  kcn  T, 


=(-S) 


T  +  Z  (T); 


si  >& >•  I,  cambiaremos  ^  en  — ,  y  haciendo  eos  u  =  du  (t,  k),  ten- 

fe 

dremos 


dn-\ 


-(-^) 


-+jZ(T). 


/f>/ 


En  el  caso  de  ser  ^  •<  i,  se  obtendrá  una  superficie  en  forma 
de  huso,  cuyos  meridianos  encuentran  al  eje  en  un  punto  (cónico 

para  la  superficie)  según  un 
ángulo  a=arc  sen  i.  En  el 
caso  de  ser  ^  >  I,  se  tiene 
una  zona  limitada  por  dos 
paralelos  mínimos  de  re- 
troceso, según  indican  las 
figuras. 

La  pseudoesfera  goza  de 
la  propiedad  singular  de  que  todas  sus  deformadas  coinciden  con 
la  misma  pseudoesfera,  como  resulta,  observando  que  la  curvatura 

geodésica  de  los  paralelos  es  constantemente  igual  á  — .  En  el  caso 

de  estrechamiento  de  los  paralelos  (i  <  i),  el  paralelo  máximo  (de 
retroceso)  se  reduce  á  un  paralelo  menor,  y  queda  así  descubierta 
la  zona  comprendida  entre  este  paralelo  y  el  máximo.  En  la  defor- 


Figura  113 
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mación  inversa,  un  paralelo  menor  se  convierte  en  paralelo  de  re- 
troceso. Pero,  cuando  se  efectúa  esta  deformación,  debe  cortarse 
primero,  en  la  pseudoesfera,  la  zona  comprendida  entre  este  paralelo 
y  el  paralelo  actual  de  retroceso. 

La  deformación  de  las  otras  dos  clases  de  superficies  pseudoes- 
féricas  de  revolución  conduce  á  una  superficie  del  mismo  tipo,  va- 
riando en  el  caso  de  la  superficie  del  tipo  elíptico  el  ángulo  del 
vértice  (punto  cónico),  y  para  el  tipo  hiperbólico  el  radio  del  para- 
lelo mínimo. 

223.  Helicoides.  Teorema  de  Bour.  Todo  helicoide  es  apli- 
cable sobre  una  superficie  de  revolución.  Las  hélices  se  distienden  sobre 
los  paralelos. 

Es  evidente  que  la  superficie  de  revolución  queda  cubierta  infi- 
nidad de  veces  por  el  helicoide,  recorriendo  cada  hélice  infinidad  de 
veces  el  paralelo  correspondiente. 

Para  demostrar  el  teorema,  observaremos  que,  trazando  un  plano 
por  el  eje,  se  obtiene  una  sección  en  el  helicoide  (perfil  meridiano) 
y  si  se  da  á  esta  sección  el  movimiento  helicoidal  alrededor  del  eje, 
que  engendra  la  superficie,  la  misma  sección  describirá  el  helicoide. 
Un  helicoide  queda  determinado  por  su  perfil  meridiano  y  el  pará- 
metro del  movimiento  helicoidal. 

Tomemos  el  eje  de  las  z  por  eje  del  helicoide,  é  indiquemos  con  p 
la  distancia  de  un  punto  del  perfil  meridiano  al  eje.  Sea  £r=  cp  (p)  la 
ecuación  del  perfil  meridiano,  v  el  ángulo  que  ha  girado,  después 
de  un  tiempo  cualquiera,  el  plano  del  perfil  meridiano  y  w  la  rela- 
ción de  la  velocidad  de  traslación  á  la  de  rotación.  Las  coordenadas 
X,  y,  z  de  un  punto  móvil  del  helicoide  estarán  dadas  en  función 
de  p  y  z;  por  las  fórmulas 

;r  =  p  eos  v^    y  =  ?  sen  v,     z=  ^  {;í)  +  mv, 
de  las  que  resulta 

ds^{i  +  ?''  (p)]  rfp*  +  2W  ?'  (p)  rfp  dv  +  (p*  +  w')  dv\ 
Cambiemos  las  líneas  coordenadas  v^  haciendo 
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siendo  k  una  constante  arbitraria,  y  resultará 

'^*=  ['  +  ^íqi^«]  ^^'  +  ^  (?*  +  »«*)  ''^N-         (2) 

Comparando  este  elemento  lineal  con 

ds\  =  \i^')('{f)\dr'  +  r-dv\  (3) 

de  una  superficie  de  revolución  cuya  curva  meridiana  es  á:  =  -f  (r), 
podemos  identificar  haciendo 

Según  que  se  dé  un  helicoide  ó  una  superficie  de  revolución,  se 
eliminará  en  estas  fórmulas  de  transformación  ^  ó  r,  y  se  obtendrá 
con  una  cuadratura  ^*  (r)  ó  <p'  (c). 

224.  Aplicaciones.  i.°  Helicoide  reglado  de  área  mínima. 
Si  el  perfil  meridiano  es  una  recta  perpendicular  al  eje,  el  helicoide 
se  dice  reglado  de  área  mínima.  Tendremos  en  (4)  (p'(p)^o;  y  será 

I  +  f  *  (r)  =  ^^j  =  ¿T^-rir^í^j  > 

y  tomando  >&=  i, 

5  =  ^  (r)  =  m  I  - —  =  w  sector  eos  A  — 

^ '  ^         J  fi^~r^^  m 

o  sea  r  =  m  eos  ^  —  . 

La  curva  meridiana  es  por  tanto  una  catenaria  común,  cuya  di- 
rectriz es  el  eje  de  revolución.  La  superficie  correspondiente  de 
revolución  es  la  catenoide.  Las  hélices  del  helicoide  de  área  mínima 
se  distienden  sobre  ios  paralelos  de  la  catenoide  y  las  generatrices 
rectilíneas  sobre  los  meridianos.  El  eje  del  helicoide  o  =  o  se  dis- 
tiende sobre  el  círculo  de  garganta  r=m  de  la  catenoide. 

2.®     Supongamos  que  el  perfil  meridiano  sea  una  recta  indi- 


SUPERFICIES  373 

nada  respecto  al  eje  un  ángulo  a.  Su  ecuación  será  ¿r  =  p  cot  a,  y 
haciendo  en  (4)  ^'  (c)  =  cot  a,  resultará 

r         (r«—>&«w«)  cotral  rV 

n-f^(.)  =  [x  +  ^ ^ — Jff=::^ 

y  haciendo  k  =  cot  a,  tendremos 


^r*  —  m*  cot*  a 
La  ecuación  del  meridiano  de  la  superficie  es  pues, 
á:  =  tg  a  J^r*  —  m*  cot*  a, 

o  sea  — ^ — í  =  I- 

wi'  cot'  a         w* 

La  superficie  de  revolución  es  por  tanto  un  hiperboloide  de  revo- 
lución de  una  hoja.  Se  ve  además  que  el  eje  p  =  o  del  helicoide  se 
distiende  sobre  el  círculo  de  garganta  del  hiperboloide,  y  las  gene- 
ratrices del  helicoide  sobre  las  generatrices  del  helicoide  sobre  las 
generatrices  de  un  sistema  del  hiperboloide. 

225.  Helicoide  pseudoesférico  de  Dini.  Los  helicoides  que 
tienen  por  perfil  meridiano  una  tractriz  y  por  eje  la  asíntota,  gozan 
de  la  notable  propiedad  de  ser  de  curvatura  constante  negativa.  En 
efecto,  si  expresamos  por  R  la  longitud  constante  de  la  tangente  á 
la  tractriz,  tendremos 


'/(?)  =  \/f-^' 


y,  por  la  fóntiula  (2)  de  la  pág.  272 

P     ~T~   "* 

Haciendo  ahora  figura  lu 


u  =  ^R^+m^  Í—JL=  =  J^R*4-wi«  sect.  sen  k 


m 
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O  sea,  p  =  w  sen  h   ,  , 

resultará        ¿y*  =  rf«'  +  k^nt^  eos  A*  -r  rfz;\. 

Esta  forma  del  elemento  lineal  pertenece  á  la  superficie  pseu- 
doesférica  de  revolución  del  tipo  hiperbólico,  cuyo  radio  es  igual 
á  VR*  +  w^.  Sobre  esta  superficie  son  pues  aplicables  los  heli- 
coides  de  Dini,  de  manera  que  las  hélices  se  distienden  sobre  los 
paralelos.  En  el  límite,  para  m  =  o,  el  helicoide  se  reduce  á  la 
pseudoesfera. 

Observación.  Las  líneas  de  curvatura  de  un  sistema,  en  estos 
helicoides,  son  los  perfiles  meridianos  (tractrices),  pues  los  planos 
de  los  perfiles  meridianos  cortan  al  helicoide  según  el  ángulo  cons- 

fft 

tante  a  =  are  eos  -  _^:==:z^ .  Las  líneas  de  curvatura  del  segundo 
yR*  +  i«* 

sistema  se  hallan  trazadas  sobre  esferas,  que  cortan  ortogonal- 

mente  al  helicoide,  y  tienen  sus  centros  en  el  eje. 

§  4.°     Fórmulas  de  Mainard-Codazzi 

226.  Triedro  móvil.  Sea  un  punto  M  de  una  superficie,  y 
construyamos  un  triedro  trirectángulo  T,  cuyo  vértice  se  halle  en  M 
y  tal,  que  el  eje  de  las  z  sea  la  normal  en  M,  de  manera  que  los 
ejes  de  las  ;r  é  >  se  hallarán  en  el  plano  tangente  á  la  supeiflcie. 
Estos  ejes  quedarán  determinados  si  se  conoce,  para  cada  posición 
del  punto  M,  el  ángulo  del  eje  de  las  x  con  una  de  las  líneas  coor- 
denadas, por  ejemplo,  con  la  tangente  á  la  curva  v  =  const.  Y  el 
estudio  de  las  propiedades  de  la  superficie  y  de  las  curvas  trazadas 
en  ella,  se  deducen  del  estudio  del  movimiento  del  triedro  T,  como 
puede  verse  en  la  obra  citada  de  M.  Darboux. 

Los  movimientos  dependientes  de  un  parámetro  se  aplican  al 
estudio  de  las  curvas  alabeadas,  exigiendo  la  teoría  de  las  superfi- 
cies sistemas  móviles  cuyas  diferentes  posiciones  dependen  de  dos 
parámetros  distintos. 
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Los  nueve  cosenos  que  determinan  la  posición  de  los  ejes 
móviles  son  funciones  de  u  y  v.  Adoptaremos,  con  M.  Darboux,  la 
notación  (t.  I,  pág.  47)-  Sean 

3a  2)B  ly 

^  =  Pr-vy,     -  =  Y/-ar,     ^^  =  a.g-^  (i) 

^  =  P^-Y?n       ^  =  YA-«^n     ¿=aí,-PA  (2) 

dos  sistemas  de  rotaciones,  según  que  u  6  v  varíen  solas,  expre- 
sando /,  y,  r  y /í,  ^,,  r^  las  componentes  de  rotación,  a,  ¿,  c,  a\  b\  c', 
a\  b"y  c%  los  valores  iniciales  de  los  nueve  cosenos,,  a,  p,  y»  *i  >  Pi  > 
Yi ,  sistemas  de  soluciones  de  las  ecuaciones  fundamentales,  defi- 
niendo el  eje  instantáneo  de  rotación  análogamente  á  como  se  defi- 
nió el  centro  instantáneo  de  rotación  en  el  plano. 

Si  pues,  consideramos  una  mutación  del  sistema  en  el  que  uyv 
son  funciones  dadas  de  /,  se  tendrá 

siendo 

du  dv     ^  du  dv  du  dv 

de  manera  que  P,  Q,  R  serán  las  rotaciones  relativas  al  movimiento 
considerado.  Las  ecuaciones  de  las  proyecciones  sobre  los  ejes 
móviles  del  camino  ó  arco  infinitamente  pequeño  descrito,  en  este 
movimiento,  por  un  punto  cuyas  coordenadas  relativas  á  estos  ejes 
son  ;r,  y^  Zy  serán  (t.  I,  pág.  48) 

dx  +  {qdu  +  qi  dv)  z  —  {rdu  +  r,  dv)yy  \ 

dy  +  {rdu  -\-^^dv)x  —  {pdu  +  p^  dv)  s,  (3) 

dz  +  {pdu  +  pxdv)y  —  {gdu  +  q^  dv)y.  ) 

Nos  limitaremos  á  enunciar  el  siguiente  resultado  (t.  II,  p.  348): 
A  todo  sistema  de  valores  de  las  cantidades  p,  ...$,.. .  que  satis- 
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facen  á  las  ecuaciones 


—  r»i,, 

2v-  lu^'^^-^''- 

^2! 

-bv 

3«          " 

-?r., 

(A) 


~  —  —=P9x—9P\^    p-Tix—tifii-^  l9i  —  9li=o, 

(A  9i  ^  s^^  ^^s  cosenos  relativos  á  la  variación  de  u  sola  y/„  ^,,  r^ 
los  relativos  á  la  variación  de  v,  ?,  -/j,  ¡J,  $,,  Tjp  ^,  componentes  de 
las  velocidades)  corresponde  un  movimiento  perfectamente  determi- 
do,  y  por  consiguiente,  una  sola  superficie. 

Esto  supuesto,  si  la  superficie  se  deforma,  arrastrando  al  trie- 
dro T,  las  traslaciones  5,  t),  $t,  yj,  permanecen  invariables  y  las  rota- 
ciones r,  r^,  en  virtud  de  las  ecuaciones  cuarta  y  quinta  de  las 
fórmulas  (A). 

Cuando  u  varia  sola,  el  origen  del  triedro  describe,  en  el  plano 
tangente,  el  arco  hdu,  que  forma  el  ángulo  m  con  el  eje  de  las  .r. 
Se  tendrá  pues  (t.  II,  pág.  362) 

5  =  A  eos  w,     7)  =  A  sen  m\     5,  =  C  eos  «,     vji  =  C  sen  «, 

y  el  sistema  (A)  se  reduce  á 

Ip        Ip.  Iq        Iq^ 

Sr        ^r 

^n  I        /M        2)0  \  \      (A'j 

r=—- p; I -—  eos  a  1 . 

^m        C  sena  \  3z;         lu  I 

^m  I       /SC        3A  \ 

r,  =  — h I eos  a  I . 

^v         A  sen  a  \  c)«         ^v  / 

A  (/,  sen  »i  —  ^,  eos  w)  =  C  (^  sen  «  —  ^  eos  n) 
En  el  caso  de  ser  rectangulares  las  coordenadas  curvilíneas,  las 
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fórmulas  generales  se  simplifican.  Entonces  se  puede  hacer  coinci- 
dir el  eje  de  las  x  del  triedro  T  con  la  tangente  al  arco  Kdu,  es 
decir,  con  la  tangente  á  la  curva  v  =  const.,  lo  que  dará 


7C  7C 

2  2 


Las  fórmulas  (A')  se  simplifican  tomando  la  forma 

I   M  iq        iq, 

I    IC  ir         Sr^ 

^^=  A^'  ^--^^^^^-^^'^ 

expresiones  que  coinciden,  prescindiendo  de  la  notación,  con  las 
dadas  por  Codazzi.  (♦) 

Sin  entrar  en  detalles  extraños  á  esta  obra,  que  pueden  verse  en 
la  obra  de  M.  Darboux,  ni  presentar  la  serie  de  fórmulas  expuestas 
en  el  tomo  VIII  del  Traite  (íAnalyse  de  M.  Laurent,  daremos  las 
siguientes: 

227.  Nociones  generales.  Sabemos  que  si  se  dan  las  seis 
funciones  E,  F,  G,  D,  D',  D'',  la  superficie  queda  determinada  por 
sus  coordenadas  paramétricas.  Las  ecuaciones  de  las  líneas  de  cur- 
vatura y  de  los  radios  principales  de  curvatura  quedan  determina- 
dos en  función  de  «  y  z;;  y  si  referimos  la  superficie  á  sus  líneas 
de  curvatura,  el  elemento  lineal  esférico  de  Gauss  quedará  deter- 
minado y,  por  consiguiente,  la  imagen  esférica  de  las  lineas  de 
curvatura.  Las  fórmulas 

z  ^  I  Ir.  —  (tu -\-  r, -— av  ] , 


(*)    Darbous.  Leqom  tur  la  théorie  general  des  ñtrfactty  t  II,  p.  369. 
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determinan   la  superficie,  prescindiendo'  de  los  movimientos  en 
el  espacio. 

Pero  las  seis  funciones  E,  F,  G,  D,  D',  D'  no  son  indepen- 
dientes entre  sí,  hallándose  ligadas  por  tres  ecuaciones  de  condi- 
ción obtenidas  por  Mainard  en  1856  y  también  por  Codazzi  (1859). 
Una  de  ellas,  que  contiene  á  D,  D'  y  D'  en  términos  finitos,  está 
dada  por  la  fórmula  de  Gauss 

DD''— D'* 
*  ""    EG  —  F*   ' 

Para  obtener  las  otras  dos,  que  contienen  las  derivadas  prime- 
ras de  D,  D'  D",  diferenciaremos  las  expresiones  de  D,  D',  D"  y 
obtendremos 

—  ==  v^ ^  V 

—  =  La 1-  S 

lu   ~     ^  ^ulv^  "*"  ""  ^  ^  ' 

Restemos  enseguida  la  segunda  de  la  primera  y  la  tercera  de  la 
cuarta,  y  resultará 

ID"       ID' 

-^  -  i¡;  =  ^'°'  +  (^'  -  ^')  ^'  -  ^'^^        <^) 

siendo  /,  q,  etc.,  las  cantidades  definidas  en  la  pág.  240.  Estas  son 
las  dos  fórmulas  de  Mainard. 

La  ecuación  de  Gauss  se  reduce,  en  virtud  de  (a)  pág.  281,  á 


SUPERFICIES  379 

DD'  —  D'* 


EG 


•    (3) 


228.  Teorema  de  Bonnet.  Una  superficie  está  completa- 
mente determinada  por  su  posición  en  el  espacio  y  su  i  epresentación 
en  un  plano,  cuando  sus  seis  elementos  fundamentales  se  hallan  de- 
terminados de  modo  que  satisfacen  a  las  ecuaciones  (i),  (2)  y  (3). 

Sean  F  y  F,  dos  superficies  con  los  mismos  elementos  funda- 
mentales E,  F,  G,  desarrollables  la  una  en  la  otra,  y  representadas 
por  consiguiente  mediante  la  representación  conforme,  ya  en  el 
mismo  sentido  ó  en  sentido  inverso.  En  el  último  caso,  tenemos  la 
imagen  F',  en  un  plano  (X,  Y)  de  V^ .  Los  seis  elementos  funda- 
mentales serán  los  mismos  para  F'^  que  para  F,  y  será  aplicable  á 
ésta,  de  manera  que  la  representación  conforme  se  efectúe  en  el 
mismo  sentido.  F  y  ¥\  se  pueden  superponer,  pues  si  P  y  P'^  son 
puntos  correspondientes,  las  secciones  normales  en  dichos  puntos 
tienen  igual  curvatura,  ó  coinciden  sus  paraboloides  osculadores.  Si 
trazamos,  en  las  dos  superficies,  redes  de  curvas  paramétricas,  en 
cada  punto  concurrirán  cuatro  paralelógramos  infinitamente  peque- 
ños. Coloquemos  uno  de  los  correspondientes  á  P  en  P',,  entonces 
los  otros  tres  pares  coincidirán  respectivamente,  por  la  coincidencia 
'  de  los  dos  paraboloides,  sin  deformarse  las  superficies.  Por  consi- 
guiente, uno  de  los  paralelógramos  coincide  con  su  correspondien- 
te, sin  deformarse  la  superficie.  Las- dos  superficies  F  y  F',  coinci- 
den por  consiguiente. 

Aplicación,     i.*     Sean  las  curvas  líneas  mínimas.  Tendremos 

E  =  G  =  o,      ds^=  2Fdudv 
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2D^ DD'  —  D" 2  SMog  J 

I   aD  3  /D'\        I    3D»         í         /D'\ 

2.°     Sean  las  curvas  lineas  de  curvatura.  Tendremos 
F  =  D'  =  o,       ds^  =  Edu^  +  Gdv* 


I         D 

I         D* 

ha             I    Jjr 

la  _ 

I  Ix 

R,  ~"E' 

R,  ~   G  ' 

3«             R,   D« ' 

iv 

~  R  IV 

y  análogamente  para  6  y  c,y  y  s. 

Las  ecuaciones  de  Mainard  conducen  á 


~  2  VE  "^'g'/^V  liT""  2\K"^  g'/'^í^ 


La  ecuación  de  Gauss  conduce  á 


2^«\>^     3«   /        2)í;\^jrG     Iv   J  ^EG 

3.*    Consideremos  el  caso  de  las  superficies  de  curvatura  cons- 
tante —  íT  +  d"  =^  *  =  const.  Tendremos 


SD        h  ^E      ^D''        A  3G 

é  integrando, 

D        A        U       D'        A        V 
E""2"^E'      G~2'^G' 

(3) 

ecuaciones  en  las  que  U  y  V  son   funciones  solo  de  «  y  de  z;  res- 

U     .    V 
pectivamente.  Sumando,  tendremos  —  -}-  7^  =  o. 

Si  X  es  el  factor  de  proporcionalidad,  será 
(4)       E  =  XU,     G  =  — XV     y     ¿r*  =  X(Urf««  — Vrfz;»); 
y  tomando  /y  V  duy  /V"D  dv^  como  nuevos  parámetros,  el  elemen- 
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to  lineal  tendrá  la  forma 

229.  Teorema.  En  las  superficies  de  curvatura  media  cons- 
tante ¡as  lineas  de  curvatura  son  isotetmas. 

Por  la  elección  del  parámetro  es  E  =  G  =  X,  y  en  virtud  de  (4) 
U  =  I,  V  =  —  i;  y  aplicando  (3),  será 

E  =  X,     F  =  o,     G  =  X, 
D  =  — +1,     D'  =  o,     0-^  =  — -I.  (5) 

Sustituyendo  en  (a),  pág.  380,  tendremos 

lu^     "*"     Iv^     ""  X  ""  "T  •  ^' 

Consideremos  ahora  el  caso  de  las  superficies  de  curvatura 
constante  negativa,  tomando  las  líneas  asintótícas  por  curvas  para- 
métricas  y  haciendo  por  sencillez  k  =  —  i.  Tendremos  D  =  D'=  o, 
D'  =  A.  Y  de  las  ecuaciones  (i)  y  (2)  resulta 

De  ello,  así  como  de  las  fórmulas  (pág.  240) 

í^  log  A  ^  log  A 

resulta  p'  ■=q'  =  o,  y  de  éstas  y  de  las  anteriores  (pág.  240) 
m'  =  n'  =  0  y 

y  E  y  G  son  funciones,  de  u  la  primera,  de  v  la  segunda. 

Elijamos  convenientemente  el  parámetro  para  que  sea  E  =  G  =  i ; 
expresemos  por  2  w  el  ángulo  que  forman  entre  sí  las  líneas  asin- 
tótícas, y  tendremos  F  eos  w,  A"=  sen  2ui\  y  por  consiguiente 

E  =  i,  F  =  cos2(»),  G=i,  A=  sen2ü>,  D  ^  o,  D'=  sen  2ü),  D''=-o. 
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La  ecuación  de  Gauss  da 

<)*  2tü 


^u  }^v 


sen  2ü>. 


§  5.°     Sistemas  triplemente  ortogonales 

230.  Condiciones  de  ortogonalidad.  Podemos  expresar 
analíticamente  las  coordenadas  x,  y^  z  de  un  punto  del  espacio 
como  funciones  de  tres  parámetros  «,  v^  w  mediante  las  ecuaciones 

Si  w  es  constante  y  u,  v  variables,  las  ecuaciones  (i)  represen- 
tan una  supei-ficie,  y  análogamente  diremos  respecto  k  u  y  kv.  Las 
ecuaciones  (i)  representan,  por  tanto,  tres  sistemas  de  superficies. 
Si  por  ejemplo  damos  á  «  y  w  los  valores  u^  y  w^  las  ecuaciones  (i) 
representarán  la  línea,  intersección  de  las  superficies  u  =  «©i  w = w,.. 

Un  punto  quedará  determinado  por  las  tres  superficies  «=const., 
V  =  const.,  w  =  const.,  y  tendremos  tre3  líneas  que  pasan  por  dicho 
punto,  intersecciones  de  las  superficies,  tomadas  dos  á  dos.  Y  para 
que  estas  sean  ortogonales  es*  necesario  y  suficiente  que  las  tres 
tangentes  cuyos  coeficientes  directores  son  respectivamente 

2ix       ^y       ^z      'hx       ly       ?¿r       T^x      Tiy       Iz 
'^'     'iñ'     'íñ'    '^'     'iv'     "^z;'    ^'     Iw'     Iw' 

satisfagan  á  las  relaciones 

^X    T^X  hx     'bX  'bX   }^X 

bu     bv  bv    bw  bw    bu  ^    ^ 

231.  Cantidades  fundamentales.  Designemos  con  el  índice 
u,  V  ó  w  las  cantidades  correspondientes  á  cada  una  de  las  super- 
ficies. Vamos  á  establecer  que  las  cantidades  fundamentales  E,  F,  G, 
D,  D'  D''  se  pueden  expresar  por  medio  de  las  tres  siguientes  y  sus 
derivadas; 
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La  expresión  del  elemento  lineal  para  los  dos  puntos  («,  v,  w)y 
{u  -f-  duy  V  -\-  dv,  w  -\-  dw)  es 

ds^  =  "¿,[—-  du  +  —-  dv  +  ^  dw]  . 

Y  por  las  ecuaciones  (2)  y  (3)  resulta: 

¿r*  =  H^£/»*  +  H\dv^  +  H\dw\  (4) 

Haciendo  A^  =  f^EiiG„ —  F*«=  HjHg,  tendremos 
Eu=HS,     F«  =  o,     G«  =  H*3,     A,,  =  H,H3,I 
E,  =  H%,     F,  =  o,     G,  =  HS,     A,-=H,H.,  (5) 

E,=  H*,,     F«,=  o,     G^=H%,     A«,=  H,H,.] 

Derivando  las  ecuaciones  (2)  resultará 

Ix    Tl^x         _  S;r    3*;r 

S +  S =  0, 

S«  ^z^^ze;  <^  í)«¡)zí; 

Ix    l^x             TiX    ^x 
S h  S =  0, 

SZ^    "hwlU  IW   'bVlU 

"bx    Tl^x        ,,  ix    b^x 

La  semisuma  de  estas  ecuaciones  conduce  á 

bx    b'x                   bx    b^x                   bx  b^x 
ü =0,     2 =0,     1¡ =  o.       (6) 

bu  bvbw  ^v  bwbu  bu  bubv  ^  ' 

Diferenciando  la  segunda  y  tercera  (3)  respecto  «,  y  en  virtud 
de  (2),  será 

bx    b'^x  bx  b^x  ^H, 

"^   bV    bubv  ^    bu   bv^  *    bu    * 


bx    b^x  bx  b^x  bHi 

y -__  V ^—  I-I 

bw  bubw  ^  bu  Iw*  ^  bu  ' 

Para  los  cosenos  directores  a^y  ¿„,  ¿:„  de  las  superficies  norma- 
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les  á  la  superficie  u  =  const.,  se  tiene 

ix     ly      'bz 
2iu      lu      5« 

y  análogamente  para  v  =  const.,  iv  =  const. 
De  las  ecuaciones  (3)  resulta 


I     ix 

I     íy 

I     iz 

"'-H,   iu' 

*--H.   iu' 

''""  H,    3«' 

I    Ix 

I     Sy 

1    le 

"'  -  H,  3z/  ' 

^'-H.  Jz;' 

''-  H,lv' 

1    Ix 

I     3y 

I     Jí 

""'"  H3    iw  • 

^"~H3   Sw' 

^""H,  3w' 

232.  Teorema  de  Dupin.  Las  superficies  de  un  sistema  tri^ 
pletnente  ortogonal  se  cortan  según  lineen  de  curvatura. 

Supongamos  que  para  la  superficie  u  =  const.  sean  z;  y  w  los 
parámetros,  se  obtendrán  para  las  cantidades  fundamentales  de  se- 
gundo orden 

_  ^      l*x  _   1    ^Ix  l*x  _        H,  aH, 
D„=Sa„— ,  —  -pj---^  h717' 

,y  _  V     Üf_ L  y  if  J!fL  _ 

.  ^  «  -  •^''«  3,1,*  ~  H.  "^  J«  aw*  ~  ~  H,  a«  • 

Por  sustitución  circular,  tendremos: 

_H,^  _  __H..^ 
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Y  puesto  que  para  la  superficie  u  =  const.,  se  verifica  que 
F„  =  o,  D'u  =  o,  los  parámetros  v  y  w  serán  líneas  de  curvatura, 
y  lo  mismo  sucede  para  v  =  const.  y  para  ir=  const.,  resulta  de- 
mostrado el  teorema. 

233.  Aplicación  de  las  fórmulas  de  Mainard  Codazzi.  Para 
los  radios  de  curvatura  principales  de  la  superficie  u  =  const.,  que 
designaremos  por  R«p,  R„„;,  se  obtiene 


I                   I       3H, 

I 

I      SH, 

R,„             H,  H3   í«' 

Ruto 

H,  H,  a«  • 

por  lo  que  R„,,  es  un  radio  de  curvatura  de  la  línea  de  curvatura 
V  =  const.  y  R„,^,  para  la  línea  de  curvatura  w  =  const.  Obtenién- 
dose las  cantidades  análogas  por  permutación  circular. 
Apliquemos  las  ecuaciones  de  Mainard  á  las  superficies 

u  =  const.,  V  =  const.,  w  =  const. 

Las  seis  ecuaciones  se  reducen  á 

í^'H,  I   IH.m^        _i_2>H3  3H, 


'bvTíw         H,   }iw    ;^v  Ha    Tiv    Sív  ' 

3*H-,  I    3H3  2>H,  I    ^H,  2>H,    .  ,  , 


^lu         H3    ^u    hv         H,    }^w    Tiu 
^*H3  I    ^H,  3H3        _I_SH,SH3 


TiU'bV  Ht    Iv    lu  H,    lu    'hv 

que  son  las  ecuaciones  de  Lame. 

Las  ecuaciones  de  Gauss,  para  las  superficies  del  sistema  or- 
togonal son: 


(  L  ^^  4.  —  (l.  ^^  .  _L  ^  ^  = 

VH3   liw  J'^  lu  \Hy    T^uJ'^  H\    Iv    bu        ^»    (    ^  ^ 
Vh;"  líT/  "^  Iv  \H¡"  bv)'^  H%  iw    7m  ~^' 
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Para  integrar  las  ecuaciones  (i)  y  (2),  considerando  las  fór- 
mulas de  la  pág.  297,  tendremos 


3a„               I    3H, 

I    SH, 

2>«    ""        H,    Iv   ^' 

'     H3  yw  ''«" 

aa,          I    3H, 
3«   ""  H.    ^  ''"' 

M„       I  aH, 

iu    ~  H3  3w  *"' 

í«„          I    3H, 
Jí;  ~  H,   lu  *" 

7>a„               I    3H, 
}>v   ~       H,   M>  '*" 

I    3H, 
-H.    3«  *- 

(3) 

ídt„          I    3H, 
3z;   ~H,  dw  **"' 

a<i„       I  a  Ha 
íw  ~H,   3«  **"' 

iw   ~  H^  iv   **"" 

3a«,               I    3H3 

aw           H,  <>« 

I    BH, 

y  análogamente  será  para  d^,  ¿n  ¿w»  ^m»  ^»»  ^w 

Este  sistema  es  integrable,  porque  en  virtud  de  (i)  y  (2),  quedan 
satisfechas  las  condiciones  de  integrabilidad. 

Si  au,  a^y  a^  son  integrales  de  (3),  se  tendrá  en  virtud  de  l£is 
expresiones  de  a«,  a„, (pág.  384) 

X  =  nauH^du  -f-  a^H^dv  -\-  au,Hsdzv); 

y  se  obtienen  análogamente  }^,  z  como  funciones  de  'u^  v  y  w  y, 
por  consiguiente,  el  sistema  triple  ortogonal  más  general. 
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§  i.°     Principios  fundamentales  de  la  geometría  reglada 

234.  Definiciones.  Se  puede,  en  una  figura  geométrica, 
considerar  tan  solamente  los  puntos  que  la  componen.  Transfor- 
mándola homográficamente,  se  obtendrá  una  figura  análoga,  defi- 
nida inmediatamente  por  medio  de  sus  puntos.  Esto  se  expresa 
diciendo  que  la  transformada  homográjica  de  una  figura  puntual  es 
otra  figura  puntual. 

Si,  por  el  contrario,  adoptásemos  el  plano  como  elemento  gene- 
rador de  una  figura,  ésta  sería  una  figura  planaria,  y  su  transfor- 
mada homográfica  seria  otra  figura  planaria.  Se  resumen  estas  dos 
observaciones  diciendo  que:  El  espacio  puntual  y  el  espacio  planario 
se  transforman  respectivamente  en  espacios  del  mismo  nombre,  por 
toda  transformación  homográfica. 

Efectuemos  ahora  una  transformación  dualítica:  por  ejemplo, 
una  transformación  por  polares  recíprocas.  Entonces,  toda  figura 
puntual  se  cambia  en  una  figura  planaria  y  toda  figura  planaria  en 
una  figura  puntual. 


(*)    La  idea  de  considerar  á  la  recta  como  elemento  generador  se  debe  á  Plücker 
(Sjfstems  der  Geometrie  des  üaumet). 
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Resumiremos  esta  doble  observación  diciendo  que:  El  espacio 
puntual  y  el  espacio  planario  se  transforman  respectivamente  en  es- 
pacios de  NOMBRE  CONTRARIO,  por  toda  transformación  dualitica. 

Para  obtener  ahora  un  modo  de  definición  de  las  figuras,  que 
permanezca  invariable  por  una  y  otra  transformación,  considera- 
remos en  una  figura,  no  ya  los  puntos  que  la  componen  ni  los  pla- 
nos que  la  engendran,  sino  las  rectas  que  entran  en  su  construcción, 
y  llegaremos  á  un  nuevo  modo  de  definición  que  caracterizaremos 
diciendo  que  la  figura  es  reglada. 

La  ventaja  de  este  modo  de  definición  resulta,  observando  que 
una  recta  tiene  por  transformada  una  recta,  bien  por  dualidad^  bien 
por  homografia,  lo  que  podemos  expresar  mejor  diciendo:  que  el 
ESPACIO  REGLADO  sc  trausfoima  en  un  espacio  de  igual  nontbre^ 

YA    POR    HOMOGRAFÍA    YA    POR   DUALIDAD. 

La  teoría  de  las  figuras  regladas  expresa  la  gran  evolución 
inaugurada  por  Poncelet,  Gergonne  y  Chasles. 

Una  recta  tiene  una  doble  generación:  es  el  lugar  de  un  punto 
ó  el  lugar  de  un  plano,  que  gira  alrededor  de  ella.  Plúcker  llama 
rayo  á  la  recta  considerada  como  lugar  de  puntos,  y  eje  á  la  recta 
considerada  como  lugar  de  planos. 

235.  Coordenadas.  Consideremos  un  espacio  puntual,  re- 
ferido á  coordenadas  homogéneas.  Sean  ^n  ^j,  ^3,  Xj^  las  coorde- 
nadas de  un  punto  x  y 

\,x,  -f-  \^x^  +  \^x,  -f-  \^x,  =  o  (I) 

la  ecuación  de  un  plano.  Las  cantidades  ;,,  5„  $3,  \^  serán  las  coor- 
denadas homogéneas  de  este  plano,  y  la  ecuación  (i)  expresa  que 
el  punto  ;r  y  el  plano  5  se  hallan  unidos^  es  decir,  que  el  punto  está 
en  el  plano. 

Tomemos  dos  planos  ;,  r|.  Estos  planos  se  cortan  según  una 
recta  D;  y  se  hace 

siendo  p  un  coeficiente  de  proporcionalidad,  las  ecuaciones  de  los 
planos  trazados  por  la  recta  D  y  por  los  vértices  del  tetraedro  de 
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referencia  serán,  en  coordenadas  generales  X,-, 

+  /uX,+/,3X3+A.X4  =  o 
A.X.  +A3X,  +  A«X,  =  o 
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Al  ^1  +  Paí  ^«  +  Aa  ^3  + 
Si  se  desarrolla  el  determinante  nulo 

5.        5i        ?3        Í4 


^  o 


(3) 


A  = 


"ni    "'jí   "na   ^4 

?i         ?«        ^3         ^4 

"ni    ^i   "^3   >i4 


=  0, 


se  obtiene 


A  +  2  (p,,p,,  +P,,P,,  +P,,PJ  =  o,  (4) 

Tomemos,  recíprocamente,  seis  cantidades /,,,  ^,3,/^^,/3^,  p^^.p^.^, 
ligadas  por  la  ecuación  (4),  y  formemos  las  ecuaciones  (3),  convi- 
niendo en  que  pki  =  — pik^  obtendremos  que  los  cuatro  planos  (3), 
ett  virtud  de  (4),  se  cortan  según  una  misma  recta  D.  Y  se  verifica 
todavía,  que  si  se  hacen  pasar  por  esta  recta  dos  planos  5,  r,,  el  bi- 
nomio (SiYiJk  —  7)í5jk)  es  proporcional  á  /a;  luego,  las  seis  cantidades 
/u»  As»  Al'  A4'  Al'  /«'  ligadas  por  la  ecuación 

AvA4^-A3Ai+A4A3  =  0'  (5) 

definen  completamente  una  recta  por  medio  de  las  ecuaciones  (3), 
sobreentendiéndose  que/íA  =  — /*,-. 

Para  establecer  el  carácter  de  dualidad,  consideraremos  la  defi- 
nición correlativa. 

Tomemos  dos  puntos  x^y  en  la  recta.  Todo  punto  de  esta 
recta  estará  representado  por  las  coordenadas 

£.  =  /r.  +  »iy., 

siendo  ly  m  dos  parámetros.  Para  obtener  la  traza  de  la  recta  sobre 
el  plano  z^  =  o,  hagamos 
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siendo  <s  un  factor  de  proporcionalidad,  y  obtendremos  que  la  recta 
corta  al  plano  £r^  =  o  en  un  punto  cuyas  coordenadas  son  ^^  1 »  ^a  2 , 
^a3»  ^(x.a{^^^^^^  ^aa  =  o);  y  se  tendrán  los  cuatro  puntos 

(o»  ^12'  ^13'  ^u)»  (^áP  ^»  ^23'  ^24)'  (^31»  ?3a'  ^»  ^34)»  (^41'  9iV  í^43»  ^)'     (/) 

Desarrollando  el  determinante  nulo,  análogo  á  A 

^t  ^i  ^3  ^A 
yx  ^2  ^3  ^A 
^i        ^2       -^3        ^4 

^i    yt  ^3  y  i 

se  verifica  que  es  nula  la  expresión: 

^,»  ?84    +   ?I8  ?42   +   ?14  ^13  =  <>•  W 

Recíprocamente:  Si  tomamos  las  seis  cantidades  y„,  ^,3,  y, .,  ^3^, 
?44»  ?i3>  ligadas  por  la  ecuación  (8),  se  puede  ver  que,  en  virtud  de 
la  condición  (8),  los  cuatro  puntos  (7)  (suponiendo  qf^=^  —  q^^  es- 
tán en  línea  recta.  ^ 

Los  dos  sistemas  de  coordenadas  p  y  q  son  idénticos. 
En  efecto,  si  partimos  de  la  recta  D,  representada  por  las  ecua- 
ciones (3),  y  expresamos  que  contiene  á  los  puntos  x,y,  tendremos 

Aa^i  +  A3  ^3  +/,4  ^4  =  o»    Aí>'2  +  A3^3  +  A4:V4  =  o, 
de  lo  que  resulta 

A>  ^  A3  ^  A4 

^3j'4— •^4>'3  ^4^2  — ^l>'4  -^2  ^«  ~ -^8  ^1 ' 

es  decir,  Im^Im^Ih, 

?34  ^42  ^23 

y  tendremos  análogamente 

Al-^i    +A8-^8    +A4-^4  =  0,       Al>'i+/23>'3+A4^4  =  0,     (Q) 

de  donde 

Al  As  A4 


^3j'4— ^3^4      ^^yi—y^^i 


^xyz—yx^z 
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es  decir,  A,  _  A,  _  A,^ 

^34  ^14  ^13 

De  la  tercera  de  las  ecuaciones  (3)  se  deduciría  igualmente  que  estas 
relaciones  iguales,  son  además  iguales  á  — ^,  obteniéndose  definiti- 
vamente 

Ai^A3^Aj^A4_A2^A3^  (10) 

?34  9a%  9u  PkI  /iS  ?14   ' 

Comparando  las  fórmulas  (2)  y  (6)  y  alterando  un  poco  los 
coeficientes  de  proporcionalidad,  escribiremos 

r^^  =  P  (5,  r„  —  tj,  ?,)  =  a  {x\  y^  —  ^^3  X^ 

^i8  =  p  (5,  >i3  —  "ni  U  =  <^  (-^4  ^i  -  y^  x^ 
^14  =  p  (?i  -^4  -  -^ii  ^4)  =  <^  (-^i  yo  -  J'i  -^3) 

^84  =  ?  (?3  ^4  —  -^13  ^4)  =  ^  (^1  J'l  —  ^1  ^l) 
^4f  =  P  (^4  >it  -  ^14  ?»)  =  ^  (^i  ^'i  -  3^1  •^3) 
^M   =   P  (5l  \Z  -  -^1  53)   =   ^  («^1  3^4  —  J'l  -^4)- 

Expuestos  estos  desarrollos  preliminares,  podemos  adoptar 
estas  cantidades  r.^  susceptibles  de  un  doble  significado,  por  coor- 
denadas de  la  recta,  las  cuales  verifican  la  relación 

<o(r)  =  2(r„r3,-f  r,3r,3-f  r,,rJ  =  o.  (♦) 


§  2.°     Casos  de  los  sistemas  de  rectas 

236.  Definiciones.  Una  relación  entre  las  coordenadas  de 
rectas,  representa  una  infinidad  triple  de  rectas  en  el  espacio,  que 
se  suele  llamar  un  complejo  de  rectas,  dos  relaciones  representan 
una  infinidad  doble  ó  una  congruencia  de  rectas,  tres  relaciones 
entre  las  coordenadas  representan  una  superficie  reglada  y  cuatro 
de  estas  relaciones  representan,  en  general,  un  número  finito  de 
rectas  en  el  espacio. 


(*)    Véase  G.  Koenigs.  La  Géométrie  réglée  et  8t$  applieatíons* 
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Ó  bien,  sean  las  ecuaciones 

X-^  _  Y-g.  _  Z-g, 
b  b,  b,      ' 

Si  los  coeficientes  a,  b  dependen  de  un  solo  parámetro  a,  dichas 
ecuaciones  forman  una  superficie  reglada. 

Si  hay  dos  parámetros  a  y  P,  se  tendrá  una  congruencia  de  rec- 
tas. Por  cada  punto  (;r,  y^  z)  del  espacio  pasarán  una  ó  varias  rec- 
tas de  la  congruencia,  correspondientes  á  los  sistemas  de  valores 
de  a  y  p,  que  satisfacen  á  las  ecuaciones 

x^a       y  — a,        z  —  a^ 

b      ~       b,       ~       b,      '  ^^ 

Si  hay  tres  parámetros  a,  p,  y  se  tendrá  un  complejo  de  rectas. 
Por  cada  punto  {x,  y,  z)  pasará  una  infinidad  de  rectas  del  com- 
plejo, que  formará  un  CQno,  cuya  ecuación  se  obtendrá  eliminando 
a,  p,  Y  entre  las  ecuaciones  (i)  y  (2). 

Por  último,  si  hubiese  más  de  tres  parámetros,  el  sistema  con- 
tendría todas  las  rectas  posibles,  porque  podrían  determinarse  los 
parámetros,  de  modo  que  pasase  la  recta  por  dos  puntos  arbi- 
trarios {x^y^  £r),  (^p^'j,  xr,),  lo  que  solo  daría  cuatro  ecuaciones  de 
condición. 

237.     Determinaciones.     Sean  las  ecuaciones  de  la  recta  D 
X  =  a  4.  ¿/,       Y  =  a,  +  ¿,/,       Z  =  a,  +  ¿,/, 
y  las  de  la  recta  infinitamente  próxima 

X  =  a  +  da'\-{p-^db)t,       Y  =  a,  +  ¿¿x,  +  ¿  +  áí.)  /, 
Z  =  a.,  +  da,^{b  +  db^)t, 

limitándonos  á  aproximaciones  de  primer  orden,  y  escribiendo  por 
consiguiente,  da,  db^ ,..,  en  vez  de  A¿x,  A¿,  —  La  posición  relativa 
de  estas  dos  rectas  depende  de  cuatro  elementos: 

I .°    El  ángulo  ^  que  forman,  cuya  expresión  ya  dada,  es 

?  ¿*  +  V  +  *S    ' 

habiendo  hecho,  por  abreviar  A  =  ¿^^í,  —  b^db^^  etc. 
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Su  distancia  más  corta 

con     L  = 
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+  »'A*  +  A«,  +  A% 


da 
da. 


b     db 


da^     ¿,     db\ 


3.°  La  posición  del  punto  en  el  que  dicha  menor  distancia 
encuentra  á  D.  El  valor  T  de  la  variable  /  que  corresponde  á  este 
punto  está  dada  por 

N 


*        A»  +  A*.  +  A% 

» 

A      b  -\-db      da 

A     b     da 

siendo 

N  = 

A,     ¿. +  <¿í,     da^ 
A,    b,  +  db^     da. 

ó 

A,     ¿,     day 
A,    K    da. 

4°  La  dirección  de  esta  distancia  más  corta,  que  puede  obte- 
nerse, ya  por  el  ángulo  <^  que  forma  con  un  pl&no  cuya  posición 
se  conozca,  trazado  por  D,  ya  de  una  manera  más  simétrica,  por 
sus  cosenos  directores  X,  X, ,  X, .  Y  por  ser  D  perpendicular  á  D, , 
se  tendrá 

b\  +  6,X,  +  6,X,  =  o,  (6  +  db)  X  +  (6,  +  db,)  X,  +  (ft,  +  db,)  X,  =  o, 
deduciéndose  de  estas  ecuaciones 
X  X,  X, 


A 
se  tendrá 


A, 


y  por  ser    X* -f  X»,  +  X»,  =  i, 
A 


rA*  +  A',  +  AS' 


X,  = 


j/A'  +  A*.  +  A%' 


X.= 


A, 


J'A'-I-A'.  +  AS" 


Se  ve  que  T,  X,,  X,  son  cantidades  ñnitas;  8  y  ^  son  de  primer 
orden,  pero  su  relación 

8  _  Lib*  +  b\-\-b\) 
^        <p         A»-|-A',  +  A«, 
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es  una  cantidad  finita,  tíí  parámetro  de  distribución.  Para  determinar 
las  relaciones  que  existen  entre  los  elementos  T,  \^^\i\y  p,  distin- 
guiremos tres  casos,  según  el  número  de  los  parámetros  variables: 
Superficies  regladas,  congruencias  y  complejos. 


§  3.°     Complejos  de  rectas 

238.     Definición.     Según  lo  que  hemos  visto,  dada  una  recta 
;r  =  a£r  -f-  a,      ^  =  ¿jet  +  3, 

definida  por  cuatro  parámetros,  se  puede  sustituir  á  estos  otros 
seis  parámetros,  coordenadas  de  la  recta,  siempre  que  se  conside- 
ren tan  solo  sus  relaciones,  y  que  se  hallen  ligados  entre  sí  por 
una  relación. 

Sean  x,  y,  z  y  x\  y\  z  las  coordenadas  de  dos  puntos  de  la 
recta.  Las  seis  coordenadas  son 

X  —  x\     y  —  y,     z  —  z\    y¿  —  zy\     zx  —  xz\     xy  —  yx\ 

ligadas  entre  sí  por  la  relación  idéntica 

{X  -  x')  {y¿  -  z/)  +  {y  -/)  {zx'  -  xz')  + =  o. 

Independientemente  de  estas  seis  coordenadas,  se  puede  consi- 
derar seis  coordenadas  tangenciales.  Sean  5,  >ii  í  y  5',  ^'>  V  las 
coordenadas  tangenciales  de  dos  planos  que  pasan  por  la  recta. 

5-r,  Ti-v,  ^-í';  'iC-cv,  í5'-?c',  sv-v^r 

serán  las  coordenadas  tangenciales  de  la  recta.  Esto  sentado,  sea 

¥{x  —  x\  y— y  y  z  —  z\  yz'  — zy\  zx'  —  xz\  ....)  =  o     (i) 

una  ecuación  de  grado  m  entre  las  coordenadas  de  una  recta.  Las 
ecuaciones  de  esta  recta  contendrán  tres  parámetros  variables  y 
definirán  una  infinidad  de  rectas  que  forman  lo  que  se  llama  un 
complejo,  (i)  es  la  ecuación  cartesiana  de  un  complejo.  Un  com- 
plejo es  de  orden  m^  cuando  su  ecuación  es  de  orden  m. 
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239.     Agrupación  de  las  rectas.     Para  pasar  de  la  ecuación 
cartesiana  á  la  ecuación  tangencial,  observaremos  que  se  tiene 

^S  +  ^^,  +  <=i,     ^'?+yvi4-^'?=i,       / 

xV  +  ^/  +  £:?'=  I ,     x'V  +  yV  H-  zX'  =  I ,  V  ^""^ 

porque  los  planos  que  pasan  por  la  recta  que  une  (4r,  y,  z)  con 
{x' y  jet')  contiene  á  estos  puntos.  * 

De  estas  ecuaciones  se  deduce 

(^-^')5'  +  (>'-y)V  +  (^-^')?'  =  o; 

1  X  —  x'  y — y  z  —  ¿ 

é  igualmente     —, ;  =  -^ — ^  =  — : í.  (3) 

^£r  —  zy        zx'  —  zx        xy  —  xy 

Pero,  si  entre  las  fórmulas  (A)  se  eliminan  x  y  x^,  tendremos 

Obtenemos,  eliminando  por  ejemplo,  ^5'  —  ??'» 

ir,V  -  W)  (y^'  -  ^y)  =  (5'  -  ?)  {^'  -  -^) 

£r  —  z'         yz'  —  zy' ' 
X  —  x'  y — y    z  —  z'    yz^ — zy zx — xz 

La  ecuación  (i),  reducida  á  coordenadas  tangenciales,  será  pues 
F(r.C'-CV,    «'-5?;    5V-^?',    ?•-?,. ..)  =  o,     (i,bis) 

permaneciendo  invariable  su  grado. 

Si  se  suponen  en  (i)  x' y  z'  constantes,  representará  un  cono 
de  grado  w,  cuyo  vértice  es  {x\yy¿\  porque  es  homogénea  en 
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X  —  x\y  — y\z  —  z\  ya  que 

yz'  —  zy'  =»{y  — y)z^{z  —  ¿)  y. 

Y  si  en  (i,tó)  se  suponen  constantes  í',  yj',  ^',  esta  ecuación 
representará  una  envolvente  de  rectas  situadas  en  un  mismo  plano, 
ó  mejor  una  curva  de  m^^^^  clase. 

Así  pues,  las  rectas  de  lin  complejo  pueden  agruparse  de  dos 
maneras:  i.**,  de  modo  que  den  conos  de  grado  m  tales,  que  cada 
uno  de  los  puntos  del  espacio  sea  vértice  de  uno  de  estos  conos. 
2.°,  dando  rectas,  envolventes  de  curvas  planas  de  /«sí™o  clase  tales, 
que  cada  plano  del  espacio  contenga  una  de  estas  curvas. 

240.  Congruencias  ó  haces.  Las  rectas  comunes  á  dos 
complejos  forman  lo  que  se  llama  un  haz  ó  una  congruencia.  Un 
haz  quedará  pues  representado  por  dos  ecuaciones  tales,  que  cada 
de  ellas  represente  un  complejo.  El  grado  ó  clase  de  un  haz  es  el 
producto  de  los  grados  de  las  ecuaciones  de  los  complejos  en  que 
se  halla  contenido,  pues  si  Q,„  =  o  y  Q«  =  o  son  las  ecuaciones 
de  dos  complejos  de  grados  my  n,  por  el  punto  {x\  y\  z)  pasan 
dos  conos  de  grados  my  n,  que  se  cortan  según  p  :=  mn  rectas 
pertenecientes  al  haz,  las  cuales  son  las  solas  rectas  de  éste,  que 
pasan  por  [x\y\  z^).  Así,  las  rectas  de  un  haz  pueden  distribuirse: 

i.°  En  grupos  de  un  número  p  finito  de  rectas  que  pasan  por 
cada  punto  del  espacio. 

2°     En  grupos  de  /  rectas  situadas  en  cada  plano  del  espacio. 

241.  Complejos  de  primer  grado.  Las  ecuaciones  de  un 
complejo  de  primer  grado  son 

A  (^  -  ;r')  +  B  {y  -/)  +  C  (ir  -  z') 

+  D  (yz'  —  zy)  +  E  (zx'  ~  xz')  +  F  {xy'  —  yx*)  =  0     (i) 

A  (YiC  -  CV)  +  B  (^5'  -  50  +  (5V  -  yf!) 

+  D  (?'-?)  +  E  (V  -  r,)  4.  F  (?'  ~  ?)  =  o.       (I,  bis) 

El  cono  de  las  rectas  que  pasan  por  cada  punto  del  espacio  es 
un  plano,  y  la  curva  á  la  cual  son  tangentes  las  rectas  que  pasan 
por  un  mismo  plano,  se  reduce  á  un  punto.  En  un  complejo  de 


GEOMETRÍA    DE    LA    RECTA  39/ 

primer  grado,  cada  punto  del  espacio  corresponde  á  cierto  plano  y 
viceversa.  Este  punto  y  plano  se  llaman  conjugados. 

Si  consideramos  dos  puntos  a  y  i  y  sus  planos  correspondien- 
tes, estos  planos  se  cortarán  según  una  recta  AB.  Pero  aA  y  aB 
son  rectas  del  complejo,  así  como  M  y  ¿B;  luego  el  plano  aAó  co- 
rresponde al  punto  A  y  el  plano  aB6  al  punto  B.  Estos  planos  sei 
cortan  según  la  recta  ad.  Así  pues,  á  una  recta  ad  corresponde 
otra  AB;  las  dos  se  llaman  conjugadas. 

Toda  recta  que  encuentra  á  dos  rectas  conjugadas,  pertenece  al 
complejo,  pues  por  esta  recta  y  una  de  las  conjugadas  A  se  puede 
hacer  pasar  un  plano,  que  será  el  plano  conjugado  del  punto  en 
que  la  recta  encuentra  á  la  conjugada  de  A,  perteneciendo  todas 
las  rectas  de  este  plano  al  complejo. 

242.  Diámetros  y  ejes  de  un  complejo  de  primer  grado. 
Se  llama  diámetro  de  un  complejo  de  primer  grado  al  lugar  de  los 
puntos  conjugados  de  una  serie  de  planos  paralelos.  Si  en  la 
ecuación 

A{x  —  x)Jr^{y—y)  + +  D  (jxr'  —  ;qy')  + =  o 

del  complejo  se  suponen  valores  determinados  á  x\  y\  z\  esta  ecua- 
ción será  la  del  plano  conjugado;  sus  coeficientes  directores  son 

A  —  E5'  +  py,       B  —  py  +  Dir',       C  —  D/  +  E;r'; 

y  si  se  igualan  sus  relaciones  á  constantes,  se  ve  que  el  punto  x\ 
y,  z\  describirá  una  recta.  Así  los  diámetros  son  rectas,  las  conju- 
gadas de  los  diámetros  se  hallan  en  el  infinito  y  en  la  intersección 
de  los  planos  conjugados  de  sus  diversos  puntos.  Vemos  pues,  que 
todos  los  diámetros  son  paralelos 

Las  ecuaciones  de  un  diámetro  son 

A  —  YsZ  +  Fy  _  B  —  Fy  4-  Dg  _  C-  Py  +  E^r^ 
a  b  c 

de  la  que  se  deduce,  suprimiendo  los  términos  constantes, 

^  _  y  _  ^ 

D  ~  E  ~  T* 
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D,  E,  F,  son  los  coeficientes  directores  de  todos  los  diámetros. 
Para  que  un  plano  sea  perpendicular  á  un  diámetro  conjugado, 
es  necesario  que 

A  —  Ejg^  +  F/  _  B  —  Fy  +  Dz'  _  C  —  Py  +  Ex' 
D  ""  E  ~  F 

que  son  las  ecuaciones  del  eje. 

Tomemos  el  eje  del  complejo  por  eje  de  las  z,  las  ecuaciones 
precedentes  quedarán  satisfechas  para  x  =  o,y  =  o;  luego  E  =  o, 
D  =  o,  A  =  o,  B  =  o;  y  se  puede  escribir  la  ecuación  del  comple- 
jo bajo  la  forma 

K{z-z')  =  {xy-yx), 

que  no  cambia,  cuando  se  hacen  girar  los  ejes  alrededor  de  las  ¿r  ó 
cuando  se  les  hace  resbalar  á  lo  largo  de  este  eje.  k  es  el  pafámetro 
del  complejo  y  el  plano  xy  es  una  sección  principal 

243.  Complejos  de  segundo  grado.  Un  complejo  de  segun- 
do grado  se  representa  por  una  ecuación  homogénea  de  segundo 
grado  en 

X  =  ;r  — y,     Y=>'-y,     Z  =  £r  — £r' 
lz=^yz  —  zy\     m  =  zx'  —  xz\    n^=^xy  —  yx\ 
que  podremos  escribir  bajo  la  forma 

F  (/,  w,  n)  +  2L/-I-  2Mw  -f  2N«  +  e  (X,  Y,  Z)  =  o.       (i) 

F  es  una  función  homogénea  de  segundo  grado  de  /,  m, «,  6  una 
función  homogénea  de  segundo  grado  en  X,  Y,  Z,  en  fin,  L,  M,  N 
son  funciones  lineales  homogéneas  de  X,  Y,  Z. 

Si  se  supone  constantes  á  x\  y\  z  en  la  ecuación  (i),  ésta  repre- 
sentará un  cono  de  segundo  grado,  cuyo  vértice  está  en  {x\  y,  jet'), 
formado  por  todas  las  rectas  del  complejo  que  pasan  por  {x\y\  ¿). 

Si  expresamos  que  este  cono  se  reduce  á  un  sistema  de  dos 
planos,  tendremos  la  superficie  de  Kummer^  lugar  de  los  puntos  para 
los  que  se  verifica  esta  condición. 

Se  obtendrá  la  superficie  de  Kummer,  para  el  complejo  (i),  ex- 
presando que  (i)  es  una  suma  de  dos  cuadrados,  funciones  lineales 
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de  X,  Y,  Z.  Para  obtenerla,  descompongamos  en  cuadrados  el  pri- 
mer miembro  de  (i);  y  para  ello  cambiemos  de  coordenadas,  sin 
cambiar  el  origen.  Supongamos  que  los  dos  sistemas  de  coordena- 
das son  ortogonales. 

Podemos  verificar  que  x,y,  z,  x\y^  z\  X,  Y,  Z  y  /,  m,  «,  se 
hallan  transformadas  por  la  misma  sustitución,  de  manera  que 
pueden  suponerse  F  (/,  w,  n)  de  la  forma  A*  /*  +  B*  w*  +  C*  «*  y 
escribir  la  ecuación  (i)  así:  ^ 

AV*-hB«  w*-f-C*«' +  2AL/  +  2BM»* +-2CN»  +  e(X,Y,  Z)=o, 

en  la  que  A,  B,  C  expresan  constantes  y  L,  M,  N  funciones  lineales 
de  X,  Y,  Z.  Esta  ecuación  puede  también  escribirse  así: 

(A/  +  L)*  +  {^m  +  M)*  +  (C«  4-  N)«  +  Q  (X,  Y,  Z)  =  o,     (3) 

expresando  Q  una  nueva  función  homogénea  de  segundo  grado 
en  X,  Y,  Z. 

Se  trata  de  expresar  que  esta  función  es  una  suma  de  dos  cua- 
drados ó  escribir  que  su  discriminante  es  nulo. 

La  superficie  de  Kummer  será  aparentemente  del  sexto  grado; 
pero  se  puede  ver  que  son  nulos  los  términos  de  quinto  y  de  sexto 
grado,  pues  los  términos  son  independientes  de  la  forma  de  la  fun- 
ción Q,  que  no  contiene  á  x\  y,  z' .  Para  valuar  los  términos  en 
cuestión,  se  puede  pues  suponer  ü  =  o,  y  limitarse  á  considerar  la 
expresión  (3)  reducida  á 

(A/  +  L)'  +  (B»i  +  M)«  +  (C«  +  N)*; 

y  siendo  en  este  caso  su  discriminante  igual  á  i,  con  relación  á 
A/  +  L,  Bw  4-  M,  C«  +  N,  será,  con  relación  á  X,  Y,  Z,  igual  al 
cuadrado  del  determinante  de  la  sustitución 

;r  =  A/+L,    ^=Bw  +  M,     £r  =  Cw  +  «. 

Si  se  hace 

L  =  aX  +  P  Y  +  yZ,       M  =  a'  X  +  P' Y  +  y'  Z, 

N  =  a''X  +  p*Y  +  Y^Z, 
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el  discriminante  buscado  será  igual  al  cuadrado  de 
a  P  +  A5'    y  — Ay 

a'  —  Bz'  p'  y'  +  Bx  (4) 

a*+Cy     ^'  —  Cx  f 

y  siendo  de  tercer  grado  el  determinante 

o        Az'     —  Ay 
—  Be'        o  Bx' 

Cy     -  Cx       o 

que  forma  el  conjunto  de  los  términos  de  tercer  grado,  resulta  que 
el  determinante  (4)  es  de  segundo  grado  y  su  cuadrado  de  cuarto, 
luego:  La  superficie  de  Kummer  es  de  cuarto  grado. 

Busquemos  los  puntos  x\  y\  ¿  para  los  cuales  el  cono  del 
complejo  se  reduce  á  dos  planos  'coincidentes.  La  expresión  (i) 
deberá  ser  entonces  un  cuadrado  perfecto,  y  la  ecuación  de  la 
superficie  de  Kummer  se  podrá  escribir  bajo  la  forma 


A  B''  B' 
B"  A'  B 
A' 


=  0     ó     A  =  o. 


B'     B 

Expresando  por 

AX*  +  A'  Y*  +  A'  Z*  +  2B YZ  +  2B'XZ  +  2B^XY 

el  primer  miembro  de  la  ecuación  del  "bomplejo  (i),  los  elementos 

A,  B, son  de  segundo  grado  en  x\y\  z'  y  los  puntos  en  los 

que  el  cono  se  reduce  á  un  plano  doble  están  dados  por  las  fórmulas 


SA 


=  o, 


que  dan  16  soluciones.  Es  decir,  que  existen  16  puntos  para  los 
cuales  el  cono  del  complejo  se  reduce  á  un  plano  doble.  Tomando 
estos  puntos  por  origen,  se  tendrá 
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3A    3A         /  aA  V  (*) 


' -í-V 


de  manera  que  los  términos  de  menor  grado  son  de  segundo  res- 

pecto  á  las  derivadas  — , . . .  Asi: 

La  superficie  de  Kumnter  tiene  ib  puntos  singulares^  para  los  que 
el  cono  del  complejo  se  reduce  á  dos  planos  confundidos. 
Transformando  por  polares  recíprocas,  tendremos  que: 
I^  superficie  de  Kummer  es  de  la  cuarta  clase.  Tiene  i6  planos 
tangentes  singulares  y  es  envolvente  de  los  planos  para  los  que  la 
cónica  del  complejo  se  reduce  á  dos  puntos.  (**) 


§  4.**     Congruencias  en  general 
244.     Focos.     Sean  las  ecuaciones 

y  supongamos  que  ;r,  y,  z,  \  a,  p  sean  funciones  de  dos  paráme- 
tros variables  «,  v,  expresando  X,  Y,  Z  las  coordenadas  generales, 
X,  y  y  z  las  de  un  punto  variable  y  «,  P,  y  tres  cosenos  directores. 
Estas  ecuaciones  representarán  una  recta  variable,  ó  mejor  la  con- 
gruencia formada  por  todas  las  rectas  representadas  por  (i). 

Sea  D  una  recta  de  la  congruencia,  I  la  distancia  mínima  entre 
ésta  y  otra  recta  D'  infinitamente  próxima  á  la  primera,  A  una 
recta  peipendicular  á  D  y  á  8,  y  la  distancia  del  punto  (;r,  j,  z),  por 
el  que  pasa  D,  al  pie  de  la  perpendicular  común  á  D  y  D'.  Las 
fórmulas 

X  =  4r  +  Xa,         Y=^  +  >^,         z  =  j?  +  Xy 

X  =  ;r'  +  >^V,       Y  =/  +  >^'P',      Z  =  ir,  +  X'y' 

X  —  X      y — y'      z  —  £r' 

P  T 

a'  P'  y' 


'^^'•^"        ^  =  ¡¿V 


(•)    Laurent,  Traitt  d'Ánalytt,  1. 1.,  p.  161.     (*•)  T.  Vil,  p.  291. 

27 
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designando  V  el  ángulo  de  las  dos  rectas,  y 

dx  (prfy  —  Y</p)  +  dy  (y da.  —  ady)  + 


dV 
dV*  =  doL*  +  dp*  +  rfy' 

los  cosenos  directores  de  D,  8  y  A  son  respectivamente 
P</y — yrfP       ydoL  —  ady  da         d^ 


a,  P,  r; 


dV        '  ¿V        •  dV    ¿V* 

La  X  del  punto  en  que  8  corta  á  D  está  dada  por  por 
dxdi  -\-  dydp  +  íferfy 


A  = 


d\í* 


(2) 
(3) 

(«) 

(4) 


Esto  sentado,  tendremos  el 

Teorema.     Existen  dos  puntos  llamados  focos  en  D,  interseca 
dones  de  ésta  con  una  recta  D'  infinitamente  próxima. 
En  efecto,  haciendo  5  =  o,  tenemos 

dx  (?¿Y  —  Y¿P)  +  dy  (y da  —  «¿y)  +  ¿^  (a¿P  —  |3¿a)  =  o.     (5) 

dv 
Esta  ecuación  es  de  segundo  grado  en  duy  dv  ó  en  -j- .  Dará 

pues  dos  valores  de  esta  relación,  y  por  consiguiente,  dos  valores 
de  A  por  medio  de  la  ecuación  (4),  lo  que  pone  en  evidencia  la 
existencia  de  los  focos. 

Podemos  escribir  la  ecuación  (5)  bajo  la  forma 

a       P       Y 

¿a     dp     ¿y       =  o. 

dx    dy     dz 

Elevando  al  cuadrado,  y  en  virtud  de  (4),  hallaremos 
I  o         Sa¿;r 

o        ¿V      A¿V*     =0 
y:adx     A¿V*      dx^ 
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ó  S^dM^  =  I^dx^  —  (Sa¿;r)* 

y  por  ultimo  A  =  - —       .^y--'^-^  •  (6) 

La  ecuación  (5)  expresa  que  la  recta  D  encuentra  á  una  recta 
infinitamente  próxima.  Es  una  ecuación  diferencial  en  «  y  z;  que 
determina  á  z'  en  función  de  k  y  de  una  constante  arbitraria  c.  Si 
se  sustituye  este  valor  en  (i)t  estas  ecuaciones  solo  dependerán  de 
z^  y  de  ^.  Cuando  se  dé  á  ^  un  valor  determinado,  las  rectas  (i)  en- 
gendrarán una  desarrollable. 

Las  desarroUables  que  forman  un  sistema  doble,  obtenidas  ha- 
ciendo variar  á  ^  se  llaman  las  desarroUables  del  haz.  Así: 

Las  rectas  de  una  congruencia  forman  dos  series  de  desarrolla- 
bles,  tangentes  á  las  rectas  de  la  congruencia  en  sus  focos. 

Definición.  El  lugar  de  los  focos  de  las  aristas  de  las  desa- 
rroUables se  llama  superficie  focal. 

La  superficie  focal  es  tangente  en  dos  puntos  á  cada  recta  de 
la  congruencia.  Se  obtiene  su  ecuación  sustituyendo  X  en  (i)  por  el 
valor  (6)  de  A  y  eliminando  X,  u,  v  entre  estas  ecuaciones.  Las  des- 
arroUables no  son,  en  general  tangentes  á  las  focales;  pero  cuando 
sucede  esto,  sus  aristas  de  retroceso  son  asintóticas  de  las  focales, 
porque  sus  planos  osculadores  son  tangentes  á  las  focales. 

Los  planos  focales  de  una  congruencia  son  los  planos  tangentes 
á  las  desarroUables  del  haz.  Pasan  dos  de  ellos  por  cada  generatriz 
y  son  osculadores  á  las  aristas  de  retroceso  de  las  desarroUables. 

245.  Obtención  de  los  planos  focales.  Para  obtener  los 
planos  focales  que  pasan  por  la  recta  (i),  observaremos  que  las  ecua- 
ciones de  los  planos  que  pasan  por  el  punto  {x,  y,  z)  son  de  la  forma 

A  (X  —  ;r)  +  B  (Y  —y)  +  C  (Z  —  £r)  =  o. 
Siendo  un  plano  focal,  paralelo  á  las  direcciones  a,  p,  y,  a  4-  rfa^ 
P  +  rf?,  Y+T>  se  deberá  tener 

Aa  +  Bp  +  Cy  =  o,       Ada  +  Brf?  +  Crfy  =  o; 
y  por  consiguiente,  la  ecuación  de  un  plano  focal  será 

{X—x)  (Prfy  — Yrfp)-f-  (Y  —y)  (Y¿a  -  orfy)  +  .  . .  =  o.     (7) 
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Por  otra  parte,  la  recta  cuyos  coeficientes  directores  son  a  +  rfa, 
?  +  d^y  y  -h  d  debe  encontrar  á  la  recta  (i),  para  la  que  se  debe 
tener  o  =  o  ó 

dx  (prfy  —  vrfjíi)  +  dy  {ydoL  —  ouly)  +  dz  (odp  —  prfa)  =  o.     (8) 

dv 
Esta  ecuación  determina  -j-^  y  por  consiguiente  la  ecuación  (7). 

dv  9 

Por  tener  -^  dos  valores,  esta  ecuación  dará  dos  planos  focales. 

Así  pues:  Una  congruencia  se  compone  de  todas  las  rectas  tan^ 
gentes  á  dos  superficies  llamadas  focales.  Recíprocamente:  Las  tan- 
gentes comunes  á  dos  superficies  engendran  una  congruencia^  y  estas 
dos  superficies  pueden  elejirse  arbitrariamente* 

Las  tangentes  á  un  haz  de  cui-vas,  trazadas  en  una  superficie, 
engendran  también  una  congruencia,  de  igual  manera  que  todas 
las  rectas  de  una  congruencia  son  tangentes  á  curvas,  que  son  las 
aristas  de  retroceso  de  las  desarrollables  de  la  congruencia,  si- 
tuadas en  la  superficie  focal,  formando  una  red  en  esta  superficie. 

Teorema.  Si  se  consideran  las  aristas  de  retroceso  de  una  serie 
de  desarrollables  de  una  congruencia.  Estas  curvas  son  conjugadas^ 
en  la  focal  que  las  contiene,  de  las  trazas  de  las  desarrollables  de  la 
otra  serie  en  la  misma  focal. 

En  efecto,  sea  u  =  const.  la*  ecuación  de  las  aristas  de  retro- 
ceso de  la  primera  serie  de  desarrollables,  en  la  focal  que  es  su  lu- 
gar y  v  =  const.  la  ecuación  de  las  trazas  de  la  otra  serie  de  des- 
arrollables en  la  misma  focal.  Tomemos  u  y  v  por  variables  y  las 
ecuaciones  de  la  congruencia  serán 

"bx  "bv  "bz 

^  =  -  +  ^^'  ^=-^+SÍ  2  =  ^  +  ^3;. 

Si  escribimos  que  esta  recta  encuentra  á  la  recta  infinitamente 
próxima,  representada  por  las  ecuaciones 

.   "bx            b\  ^x                b^x    . 
X  =  x  +  '^du^---du  +  \—-du,    

bu  ^    bu  bv  lubV 


se  tendrá 
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luiv 

lulv 

bulv 

Ix 

ly 

le 

lu 

-bu 

lu 

1>X 

ly 

le 

IV 


'bV 


Iv 


=  O 


que  expresa  que  u  =  const.  y  z'  =  const.  son  curvas  conjugadas. 
246.     Puntos  principales.     Podemos  considerar  k  x^  y^  z 
como  funciones  de  or,  P,  y,  que  se  hallan  ligadas  por  la  relación 

«'4-P*  +  Y*  =  i.  (I) 

La  cantidad  A  que  mide  la  distancia  del  punto  (;r,  y^  z)  á  la 
recta  (i)  (pág.  401)  está  dada  por  la  fórmula 

dz  dx  -j-  d^dy  +  dydz 
^=  dVi 


A  = 


es  decir 


A  = 


„    .    /bx  _,  bx  ^^        lx\  _, 

, ,  3.1^  ,    -,  .  íiy       s«\ 


Si  hacemos 
tendremos      a'*  +  ?'*  +  y'*  =  i ,     (2)        «a  +  í^'  +  yy'  =  o     (3) 

*  =  «"H  +  P'r'(i^ +  .-;)  + « 

Busquemos  el  máximo  y  el  mínimo  de  A,  cuando  se  hace  va- 
riar á  a',  ¡3',  y'.  Para  ello,  igualaremos  á  cero  las  derivadas  de 


-  [A  +  c  (a-  +  p  +  Y')]  +  ^  (aa  +  ^i?'  +  -iT'). 


4o6 

y  tendremos  (5) 
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Si  se  multiplica  la  primera  por  a',  la  segunda  por  p',  la  tercera 
por  -j'  y  se  suman  tendremos,  en  virtud  de  las  relaciones  obtenidas, 

(j 
p  =  —  A;  y  la  eliminación  de  a',  f^\  y'  —  entre  estas  ecuaciones  y 

la  (3)  da 


H 


^x               I  nx        -byX 
3a       ^        2  Va?  "^  W 

I  /aj:    .    lz\ 

2  Ur     sP/ 

3í        lix\    I  /3«        3y\ 

=  0.      (6) 


Esta  ecuación  tiene  dos  raíces  reales  en  A,  pero  que  pueden 
ser  iguales,  y  puesto  que  A  no  es  generalmente  infinito,  se  conclu- 
ye que  la  mínima  distancia  5  de  una  generatriz  D  á  las  generatri- 
ces próximas  sólo  puede  medirse  entre  dos  puntos  distintos,  en 
general  y  situados  á  distancia  finita.  Estos  dos  puntos  son  los 
puntos  principales  de  la  generatriz  D.  El  lugar  de  estos  puntos  se 
compone  de  dos  hojas  que  forman  la  superficie  principal  de  la 
congruencia. 

Conocidos  los  puntos  principales,  las  ecuaciones  (3)  y  (5),  de 
primer  grado,  darán  a,  P',  y',  5.  En  virtud  de  la  fórmula  {a)  pág.  402, 
a,  p',  y'  son  los  cosenos  directores  de  las  rectas  A  perpendiculares á 
D  y  á  5,  trazadas  por  los  puntos  principales.  Estas  rectas  son  las  ñor- 
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males  á  los  planos  que  pasan  por  D  y  las  distancias  mínimas  ex- 
tremas, trazadas  por  los  puntos  principales,  planos  que  se  llaman 
principales. 

Los  planos  principales  son  ortogonales,  pues  si  a\,  p\,  y'^,  A, 
expresan  los  valores  de  a',  p',  y',  a,  en  uno  de  los  puntos  principa- 
les, multiplicando  las  ecuaciones  (5)  por  a',,  p'^,  y'^  y  sumándolas, 
permutando  después  las  letras  que  llevan  índice  con  las  que  no  lo 
llevan,  y  restando  los  resultados,  se  obtiene 

(aV,+?rt+rYi)(A-A,)=o. 

lo  que  manifiesta  que,  si  A  ^  A',  es  decir,  si  los  puntos  principa- 
les no  coinciden,  los  planos  principales  son  rectangulares. 

247.  Punto  y  superficie  medios.  Se  llama  punto  medio  de 
una  generatriz,  al  medió  del  intervalo  comprendido  entre  los  puntos 
principales.  Se  llama  plano  medio  de  una  generatriz,  al  plano  tra- 
zado por  el  punto  medio  peipendicularmente  á  esta  generatriz.  Por 
último,  se  llama  superficie  media  y  envolvente  media  de  una  con- 
gruencia al  lugar  de  los  puntos  medios  y  á  la  envolvente  de  los 
planos  medios. 

Teorema.  Los  focos  se  hallan  á  igual  distancia  del  punto  medio. 
Tomemos  por  planos  coordenados  los  planos  principales  y  el 
plano  medio  de  la  generatriz  D,  que  se  considerará  como  eje  de 
las  z.  Tendremos  4r  =  ^  =  á?  =  o,  a  =  o,  P  =  o,  y=i;  y  por 
ser  oa'  -f  PP'  -f  TT'  =  o,  será  y'  =  o,  a'^  +  P'*  =  i.  En  las  ecua- 
ciones (5)  p  es  igual  á  uno  de  los  valores  de  A  con  signo  cambiado. 
Si  pues  2p  es  la  distancia  de  los  puntos  principales,  se  deberá  sus- 
tituir p  por  ±^  y  las  dos  primeras  ecuaciones  (5)  se  reducirán  á 

Pero  a',  p',  y'  son  los  coeficientes  directores  de  los  planos  prin- 
cipales. Luego,  por  ser  éstos  ahora  planos  coordenados,  dichas  fór- 
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muías  quedan  satisfechas  para  a'=  o,  ¡3'=  i  y  para  a'=  i,  P'=  o, 
lo  que  da 

■^  +  "^  =  ^'   ■s¡r  =  ±^'   ^  =  ±^- 

La  ecuación  (6)  se  reduce  á 

Por  ser  los  dos  valores  de  A  iguales  y  de  signo  contrario,  de- 
berá ser U  -^  =  o;  luego  podemos  hacer 

lix  T^y  IX  ly 

Las  ecuaciones  de  los  focos  se  reducen  á 

Ó  en  virtud  de  (7)  A  =/a'*  — /?'^ 

y  (p'i  _  a'*)  _  2/a'p'  =  0       ó       q  —  2/a'fi'  =  o, 
resultando  A  =  ±  J^  />*  —  9*. 

Si  expresamos  por  2/  la  distancia  de  los  focos,  tendremos 

248.  Teorema  de  Sturm.  Im^s  rectas  próximas  de  una  con^ 
gniencia  D,  encuentran  á  dos  rectas  fijas. 

Esto  se  ve  desde  luego,  porque  toda  congruencia  puede  consi- 
derarse como  de  primer  grado,  cuando  se  hacen  variar  muy  poco 
los  parámetros  de  que  depende;  y  se  sabe  que  las  generatrices  de 
una  congruencia  de  primer  grado  encuentran  á  dos  rectas  fijas,  lo 
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que  se  puede  comprobar,  pues  las  ecuaciones  de  las  rectas  próxi- 
mas á  D  son 

Y.  —  X  —  dx  _\  —y  —  dy  _  Z  —  z  —  dz 
a  +  ¿a        ~       p  +  ¿p       ""        Y  4-  rfy       ' 

y  particularizando  los  ejes,  como  anteriormente, 

X  —  (/g'  +  yP')  ¿V  _  Y  +  (y^'  +  /P')  dV  _  ZrfV 

Escribiendo  estas  ecuaciones  bajo  la  forma 

X  =  (/a  +  q^'  ^r  a'Z)  ¿V,     Y  =  (-  q¿  -  p^'  +  P'Z)  ¿V, 

se  ve  que  la  recta  representada  por  estas  ecuaciones  encuentra  á' 
la  recta 

Y  /g'  +  y?'  4  q'Z, 

que  será  fija,  si  se  tiene 

(9)      P±h^     9      5  z.=  +»'7^=7  =  +/.     (10) 

—  9  ^0  —  / 

Las  rectas  de  que  se  trata  se  encuentran  pues,  en  planos  para- 
lelos al  plano  medio  y  pasan  por  los  focos.  Los  coeficientes  angula- 
res de  las  proyecciones  de  estas  rectas  sobre  el  plano  medio  están 
dados  por  la  fórmula  (9),  donde  se  debe  sustituir  Z^  por  — /y  +/. 
Estas  rectas  se  llaman  rectas  focales. 

Teorema.  Las  rectas  focales  se  hallan  contenidas  en  los  planos 
focales. 

En  efecto,  la  ecuación  (7)  de  la  pág.  403,  manifiesta  que  los 
coeficientes  directores  de  los  planos  focales  son 

ó,  en  el  sistema  particular  de  coordenadas  adoptado  últimamente, 
—  P',  a',  ó,  hallándose  ligados  a'  y  P'  por  la  relación  (8)  de  la 
pág.  404,  que  se  reduce  á 

q  —  2^a'p'  =  o, 
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lo  que  da 


2)P  2fp 


2fp  2fp 

Las  ecuaciones  de  los  planos  focales  son  pues, 


Y 

_         —9 

_P±ÍP'- 
—  q 

■9\ 

X 

PtSP'- 

■q' 

> 

y,  si  se  observa  que  los  dos  miembros  de  (9)  dan  para  ¿?o  =  Vp*^-^9* 
los  coeficientes  angulares  de  las  rectas  focales,  se  verá  que  estas 
Yectas  se  hallan  contenidas  en  los  planos  focales. 

Siendo  igual  á  i  el  producto  de  los  dos  valores  precedentes  de 

Y  ,  se  concluye  que: 

Los  planos  focales  se  hallan  igualmente  inclinados  con  relación  á 
los  planos  principales. 

Se  llama  superficie  elemental  de  una  congruencia  á  una  su- 
perficie alabeada,  cuyas  generatrices  forman  parte  la  congruencia. 

Todas  las  superficies  elementales  que  tienen  común  una  genera^ 
triZy  tienen  comunes  dos  planos  tangentes ^  que  son  los  planos  focales 
de  esta  generatriz. 

249.  Congruencias  armónicas.  Una  congruencia  es  armó- 
nica con  relación  á  una  supei-ficie,  cuando  sus  desarroUables  deter- 
minan en  ésta  secciones  que  forman  una  red  de  líneas  conjugadas. 

Teorema.  Consideremos  en  dos  superficies  s  y  s',  como  corres- 
pondientesy  los  puntos  en  que  los  planos  tangentes  son  paralelos.  I.,as 
rectas  que  unen  dos  puntos  correspondientes  de  dos  superficies  s  ^  s' 
forman  una  congruencia  armónica. 

En  efecto,  sean  x^  y,  z  y  x',  y,  z'  las  coordenadas  de  dos 
puntos  correspondientes.  Se  pueden  representar  las  superficies  por 
las  ecuaciones 

;r  =  *  (k,  v\    y  =  y,  («,  v),    z  =  ^  («,  v), 

x'  =  <p'  («,  v\    y  =  //  (lí,  v),     z'  =  J/'  («,  V). 
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Sean  a,  P,  y  los  coeficientes  directores  del  plano  tangente  en  x, 
y,  z  ó  en  x\  y,  z\  Se  debe  tener 


bx      ^  2¡y  iz  Ix'      ^  ly  iz' 


lu 


lu 


lu 


lu 


lu 


lu 


(I) 


y  las  otras  dos  ecuaciones,  cambiando  u  en  v. 

Expresemos  que  la  recta  que  une  un  punto  á  su  correspondiente, 

X  =  ;r  +  p«— 4r),     Y=y+^{y—y),     Z  =  Z  +  o{z'  —  z) 

encuentre  á  la  recta  próxima,  trazada  por  los  puntos 

bx'  by'  bz' 

X'  4-  —-  du^    y  +  —  du,     £r'  4-  —  du 
^     bu      '    -^  ^  bu  ^  bu 

correspondientes  en  las  líneas  coordenadas  v  =  const.  Tendremos 


bx 
~bu 


bx_ 
bu 


bx^ 
bu 


X  —  X 


=  o 


IX 

ix' 

lu 

lu 

ly 

ay 

lu 

d« 

iz 

iz' 

lu 

■  d« 

*•  —  X 

y  — y 


=  0.     (2) 


De  (i)  resulta 


by    bz 

bz    bx 

bx    by 

bu    bu 
by    bz 

=  P: 

bu    bu 
bz'  bx" 

=  Y- 

bu    bu 

bx'  by 

bu  ^bu 

bu    bu 

bu    bu 

(3) 


Sustituyendo  los  valores  de  a,  p,  y  en  vez  de  los  determinantes 
que  les  son  proporcionales  en  (2),  tendremos 

{X  -  ^')  a  +  (/-/)?  +  (« - «')  r  =  o> 

ecuación  absurda,  porque  la  normal  no  es  en  general  perpendicular 
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á  la  recta  que  une  los  puntos  correspondientes.  Esto  prueba  que 
las  fórmulas  (3)  no  se  verifican,  ó  lo  que  es  igual,  que  los  determi- 
nantes contenidos  en  ellas  son  nulos.  Así  pues, 


bx    bx'         by 

by 

bz     bz' 

bu  '   bu         bu 

bu 

bu'  bu' 

Y  representando  por  X,  ji, ... 

.  cada  una  de  estas  relaciones 

igua- 

lef 

i,  se  tendrá 

ix 

bx' 

bx 

bx' 

3« 

-^.«' 

'      bv  "" 

■^bv- 

• 

Diferenciando  tendremos 

bubv 

yx'     bx'  bi 

bubv       bu  bv 

b^x 

b\v' 
^bubv'^ 

bx' 

bix 

bubv 

bv 

bu' 

y 

restando, 

b^x' 

{u  —  v)  ——  ' 
^           ^  bubv 

bl  bx' 
^  bv   bu 

blL    bx' 

bu  bv 

z= 

0. 

Siendo  X  ^  fi,  sin  lo  que  xy  x\yky\  zy  z'  solo  diferirían  por 
valores  constantes,  se  deduce  de  esta  ecuación  y  de  sus  análogas 
2>*;tí'       by       b^z' 


"iut^ü 

lUiV 

luiv 

ix' 

¥ 

12' 

IV 

iv 

av 

ix' 

¥ 

ag' 

bu 


bu 


bu 


=  o, 


lo  que  prueba  que  las  desarrollables  de  la  congruencia  cortan  al 
lugar  de  los  puntos  x\  y\  z  según  curvas  conjugadas,  lo  que  de- 
muestra el  teorema  enunciado. 

250.  Haz  de  normales  de  una  superfie.  Un  haz  no  tietu\ 
en  general^  rectas  normales  a  una  misma  superficie:  En  efecto,  sean 
a,  P,  y,  los  cosenos  directores  de  una  recta  del  haz  y  x^  y,  z  las 
coordenadas  de  un  punto  de  esta  recta;  si  existiera  una  superficie 
cuyas  noHTiales  fuesen  las  rectas  del  haz,  se  podrían  expresar  por 
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X,  Y,  Z  las  coordenadas  del  punto  en  que  la  recta,  que  considera- 
mos, corta  á  la  superficie.  Si  llamamos  p  á  la  distancia  de  los  puntos 
{x,  y,  z)  y  (X,  Y,  Z),  se  tendrá 

X  =  ;r-f-ca,      Y=^  +  cp,      Z  =  £f  +  py.  (l) 

Se  puede  suponer  que,  al  encontrarse  los  puntos  (^r,  y^  z)  tam- 
bién en  una  superficie,  por  la  que  se  ha  cortado  el  haz,  la  posición 
del  punto  {x,  y,  z)  determinará  cada  recta  del  haz,  de  manera  que 
X,  Y,  Z,  ;r,  y,  z,  ?,  a,  p,  v  podrán  considerarse  como  funciones  de 
dos  variables  que  llamaremos  uy  v,y  que  podrán  ser,  ya  x  é  y,  ya 
dos  coordenadas  curvilíneas  cualesquiera,  relativas  á  la  supei-ficie, 
lugar  de  los  puntos  x,  y,  z. 

Diferenciemos  las  ecuaciones  (i),  y  tendremos 

dX  =  dx+^d^'{-oLdo,     dY  =  dy+  prfp  -f  P¿p,     ¿Z  =  ...     (2) 

Para  que  la  superficie  normal  exista^  es  necesario  que  se  tenga 

orfX  +  P¿Y  +  yrfZ  =  o; 

y  esta  condición  es  suficiente.  Multipliquemos  ahora  las  fórmulas  (2) 
respectivamente  por  a,  p,  y»  y  sumémoslas.  Tendremos,  observando 
que  a'  +  P*  +  y'  es  igual  á  i, 

(idx  +  ^dy  +  ydz  +  rfo  =  o,     ó     —  rfp  =  ddx  +  ^dy  +  ydz. 

Si  hacemos 

Tix       ,^  ly  2íz  ix       .    ^y  'hz 

a-  +  p-:l  +  y--  =  G,     a  -  +  p  ^  +  y -- =  H, 

la  ecuación  precedente  se  reducirá  á 

—  ¿p  ==  Odu  +  H¿t/; 

y  se  ve  que  p  existirá  solamente  y,  por  consiguiente  existirán  X,  Y, 
Z,  cuando  la  expresión  Gdu  +  Hdv  sea  una  diferencial  exacta,  lo 
que  se  verificará  solamente,  cuando  sea 

dG        dH 
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Ó  sea  cuando 

^Sa        ^xh%        T^y}^^        2^}^l^^z^y        ^z^y 

Recíprocamente:  Si  se  verifica  esta  ecuación^  se  podrá  calcular  c, 
salvo  una  constante^  y  existirá  una  infinidad  de  superficies  norma- 
les  al  haz,  paralelas  entre  si. 

Tomemos  una  generatriz  del  haz  por  eje  de  las  z,  y  hagamos 
«  ==  a,  z;  =  p,  j5  =  o,  la  relación  (3)  tomará  la  forma 

Ix       "by 

-ap  +  j¡;  =  °  ^  ^^  =  °'  '"^8°= 

I .°     Los  puntos  principales  y  los  focos  se  hallan  confundidos. 

2.°  Si  los  planos  focales  forman  un  ángulo  ^  con  los  planos 
principales,  se  4endrá  2R  tg  <p  =  00  j'  por  consiguiente^  los  planos 
focales  y  los  planos  principales  coinciden, 

3.**    Los  planos  focales  son  rectangulares. 

4.**    Las  desarrolladles  del  haz  son  ortogonales. 

5.°  Las  rectas  focales  son  rectangulares  y  se  hallan  situadas 
en  los  planos  focales. 

Recíprocamente,  todas  estas  condiciones  suponen  que  y  =  o; 
son  pues  necesarias  y  suficientes  para  que  exista  la  superficie 
normal. 

Por  consiguiente  las  normales  á  una  superficie  forman  dos  sis- 
temas de  desarrollabas  que  cortan  á  la  supei-ficie  según  líneas  de 
curvatura.  Estas  desarroUables  son  ortogonales  y  sus  aristas  de  re- 
troceso forman  las  superficies  focales  del  haz,  que  son  los  lugares 
de  los  centros  de  curvatura  principales  de  la  superficie. 
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CAPÍTULO  II 


§  I.®     Coordenadas  pentaesféricas 

251.  Definición.  Un  sistema  dé  coordenadas  muy  útil  para 
la  teoría  analítica  de  las  líneas  de  curvatura  es  el  de  coordenadas 
pentaesféricas.  Sea  una  esfera  cualquiera  referida  á  ejes  rectan- 
gulares 

K  (x"  +/  £r*)  +  2Kx  +  2^y  +  2C£r  +  D  =  o. 
Su  radio  estará  dado  por  la  fóiTnula 

^  _  A*  +  B*  +  C«  —  DK 

Para  reducir  á  una  suma  de  cuadrados  al  numerador,  escriba- 
mos la  ecuación  de  la  esfera  bajo  la  forma 

204:  +  2P7  +  2Y£r  +  8 

+  |£ ^ =  0.  (I) 

Si  p,  ^01  y^y  «o  expresan  el  radio  y  las  coordenadas  del  centro 
de  esta  esfera,  se  obtendrán  sus  expresiones  siguientes: 

—  gR  .— PR  —  yR 

R^«  +  a«  +  Y«  + B» +  s«     ,      ^      ,      ,      ^•^-^e* 
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Si  la  esfera  no  se  reduce  á  un  punto,  se  podrá  suponer 

a*  +  P*+f +  B*  +  e^=i,  (3) 

p 
y  la  expresión  del  radio  será  p'  = 


5   +16 

Si  se  sustituyen  en  el  primer  miembro  de  (i)  las  coordenadas 

S 
de  un  punto  cualquiera,  su  valor  será  -,  expresando  S  la  potencia 

del  punto  con  relación  á  la  esfera  considerada. 

Observemos  que  si  la  esfera  se  redujera  á  un  plano,  se  tendría 
o  +  ^*  =  o,  y  el  primer  miembro  de  (i)  se  reduciría  al  doble  dft  la 
distancia  del  punto  al  plano. 

Consideremos  además  de  la  esfera  (i)  otra  esfera  S'  expresada 
por  una  ecuación  anal  oga 

2ol'  x-{'2f!i'  y-\- =  0. 

Sean  s'  el  radio  y  x^,  y^,  z^  las  coordenadas  del  centro.  Las 
fórmulas  (2)  darán 

(^0  -  x\y  +  (y,  -y, y  +  {zo  -  z'of  -?'-  ?' 
_     2  R^  (gg^ + p^' + rr'  +  ^^'  +  '''). 

y  por  consiguiente,  la  ecuación 

aa'  +  ¡3íi'+rY'+oo'  +  33'  =  o, 

expresa  la  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  las  dos  esferas 
se  corten  según  ángulo  recto.  Esta  condición  subsiste  cuando  una 
de  las  esferas  se  reduce  á  un  plano.  Su  forma  nos  permitirá  presen- 
tar una  teoría  sencilla  del  sistema  de  cinco  esferas  ortogonales, 
dos  á  dos. 

En  efecto,  sean  las  cinco  esferas  (Sj),  (S,) (S5)  cuyos  ra- 
dios son  Rp  R., R5;  y  escribamos  sus  ecuaciones  bajo  la  forma 

2a^4r  +  2P„7+2y«2;  +  o„ 

;(¿=i,2...5).  (4) 

.    ;r*  +  y  +  áf'  +  R* 
+  a. =  0 
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Tendremos,  por  hipótesis, 

^*«  +  P^-f-fn  +  5^«  +  ^^=i;  (5) 

y  además,  por  ser  ortogonales  las  esferas 

a,a'„  +  P«P'„-fY«Y'»  +  í>na'n  +  ««s'ii  =  0.  (6) 

Estos  dos  grupos  de  fórmulas  refieren  la  teoría  del  sistema  de 
las  esferas  al  de  una  sustitución  lineal  ottogonal  de  cinco  variables. 
Toda  sustitución  de  este  género  dará  un  grupo  de  cinco  esferas 
ortogonales  y  viceversa. 

Las  relaciones  (5)  y  (6)  llevan  como  consecuencia  las  siguientes: 

(1)     a«, +  a%  + +  a%=i,     a,P,  + +  a,?,  =  o     (8) 

y  todas  las  que  se  obtendrían  sustituyendo,  de  una  manera  cual- 
quiera, a  y  p  por  a,  p,  y,  í,  e. 

Si  expresamos  pues,  por  Sn  la  potencia  de  un  punto  cualquiera 
con  relación  á  la  esfera  (S»),  el  primer  miembro  de  la  ecuación  (4) 

S 
será  ^.  Si  se  eleva  esta  ecuación  al  cuadrado  y  se  suman  todas 

las  ecuaciones  asi  obtenidas,  resultará,  aplicando  las   fórmulas 
(7)  y  (8): 

Así  pues,  existe  entre  las  potencias  de  un  punto  cualquiera, 
con  relación  á  las  cinco  esferas,  la  relación  homogénea 


<é- 


(9) 

Y  cuando  una  de  las  esferas  (S«)  se  reduce  á  un  plano  (P„), 

S 

^  debe  sustituirse  por  2P„,  expresando  P»  la  distancia  del  punto 

28 


4l8  LIBRO    4." — CAPÍTULO    11 

[X,  j,  z)  á  este  plano.  Si  se  multiplica  el  primer  miembro  de  (4)  por 
0»+  /sn,  se  obtendrá 

observando  que  según  la  fórmula  (i),  se  tiene 

.     .    .  R 

Podemos  ahora  definir  el  nuevo  sistema  de  coordenadas.  Lla- 
maremos coordenadas  pentaesjéricas  de  un  punto  á  las  cinco  canti- 

S  S 

dades  ;r„,  proporcionales  á  _^*  i  y  escribiremos  ^n=  ^  d*  •  (i  i) 

252.     Relaciones  fundamentales.     Resolviendo  el  sistema 

2aH  -r  +  2^^y  +  2y«j8r  +  l^ / 

^  1(¿=I,2,...5)(I2) 

.     jr«4-y  +  i?*+R*         S.         :r„ 

-^'^•^ R ^-R^^T 

se  obtienen  las  expresiones  de  jr,  ^  z 

1  1 

2Ay  =  1  p,  j;„,     X  (4r'  +y  +  »*  +  R')  =  —  /"R  v  3,  .r„   '   (13) 

1  1  I 

5  I 

2>J?  =  ^:^„.r». 

1 

De  las  dos  últimas  resulta 

2>.R  =  — í;(8»  +  /6„)^„. 
Consideremos  además  del  punto  M,  otro  punto  M',  para  el  que 
x\  y,  z  y  x\  se  hallan  ligadas  por  las  relaciones  (12),  tendremos 

MM''  =  {X  —  x')^  H-  [y  —  yf  +{z  —  z'Y 


\ 


¿éXf^Xf^  2^X^Xn 

"  R«     R» 


(14) 
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que  expresa  la  distancia  MM\  á  la  cual  se  puede  dar  la  forma 

vfíLv:^»  (15) 

Cuando  se  hallan  infinitamente  próximos  dos  puntos,  la  expre- 
sión del  elemento  lineal  es 

(16) 


(^^) 


Kstablezcamos  la  relación  de  ortogonalidad  en  el  sistema  de 
coordenadas  ;r/. 

Cuando  las  coordenadas  son  funciones  de  s  y  p,,  las  curvas 
(r)  y  (?i)  serán  perpendiculares,  si  es  nulo  el  coeficiente  de  í/p  dz^, 
es  decir,  según  (i6),  en  la  suma  S  dx\.  Esta  condición  se  traduce 
por  la  relación 

Dadas  dos  superficies  por  las  ecuaciones  homogéneas 

?  (-^11     ,    ^5)  =  o,        'H^n     ^5)  =  o, 

busquemos  la  condición  para  que  se  corten  según  ángulo  recto. 
Escribiremos  las  relaciones ' 

(^)'+(^)V(^y=.s.+..,, 

17  "?í"  +  ir  ir  "^  ~¿  ir ""  ^  (Sn+ s„o. 

Sustituyendo  en  las  ecuaciones  homogéneas  de  las  dos  super- 
ficies  las  X.  por  las  cantidades  proporcionales  ^* ,  y  haciendo,  por 
brevedad , 

ía,     «L)  =  — i-  -i-    -I !L  _L      1 L  .  -L 
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se  llega  fácilmente  (Darboux,  obra  citada,  t.  I,  pág.  220)  á  las  ex- 
presiones 

(-m)=4í:r^»|;^|;^  =  o.  (17) 

ó  introduciendo  las  cantidades  x.y 


•.})  =  4í:^7^  =  o.  (18) 

y  expresando  por  V  el  ángulo  según  el  cual  se  cortan  las  dos  su- 
perficies, 

cosV=    -   --^^^  -.  (19» 


^-m^-m 


253.  Determinación  de  la  espera.  La  ecuación  (14)  per- 
mite escribir  la  ecuación  de  la  esfera  cuyo  radio  es  ?  y  el  centro 
a,, . . .,  ag,  bajo  la  forma, 

2i;a„;r,-f-p*i:^"  1^  =  0,  (20) 

ecuación  lineal  con  relación  á  las  coordenadas  x^  y,  recíprocamen- 
te, toda  ecuación  de  la  forma 

5 

5:w„,r„  =  o  (21) 

representa  una  esfera  ó  un  plano.  Para  obtener  el  centro  y  el  radio, 
basta  identificar  las  ecuaciones  (20)  y  (21),  obteniéndose 

ULW«  =^  2  a„  +  -j^  2  p-  (*  =  I, ,5) 

y  después  de  cálculos  fáciles,  se  llega  á 

I     í:  m\ 

^R„ 

fórmula  que  da  á  conocer  las  coordenadas  pentaesféricas. 
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Una  esfera  está  completamente  determinada,  cuando  se  conocen 
las  relaciones  de  las  cinco  cantidades  m^,  que  se  llaman  coordena- 
das homogéneas  de  la  esfera.  Pero  si  entra  en  consideración  el  signo 
del  radio,  es  necesario  introducir  otra  coordenada,  que  expresa 
M.  Darboux  por 


WWe=  l/S»f*«,  (24) 

con  objeto  de  que  la  relación  entre  las  seis  coordenadas  adopte  la 
forma  simétrica 


(25)        S  m\  =  0;        y  además  se  tiene        c  =  -r— ^ .       (26) 

Considerando  dos  esferas  (S),  (S'),  cuyas  coordenadas  son  m^ 
y  m'^y  siendo  d  la  distancia  de  sus  centros,  las  fórmulas  (14)  y 
(22)  dan 

6 

—  2  ¿I  nfff,  nr  ^ 
d*-o*-f"^        J_  .  (27) 

1  R»  1  Rfi 
Deñniendo  el  ángulo  V  de  las  dos  esferas  por  la  relación 
rf*  =  ?*  -\'  p'*  —  2  pp'  eos  V, 

se  llega,  mediante  las  fórmulas  (26)  y  (27)  á 

5  6 

eos  V  =  -^ j — ,     2  sen*  —  = -, — . 

Sin  entrar  en  más  detalles,  expuestos  en  la  obra  de  M.  Darix)ux, 
consideraremos  las  ecuaciones  de  la  linea  recta 

í£  —  fy+pi  =  o,   rx—pr  +  q^  =  o,py  —  qx  +  r,  =  o,     (28) 

cuyas  seis  coordenadas  satisfacen  á  la  relación  idéntica 

PPx  +  99  ^  +  rr.  =  o.  (29) 
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Referiremos  enseguida  esta  relación  cuadrática  á  la  de  la  esfera, 
haciendo 


p^  =  m^  —  im^,     q^  =  w^  —  ¿m^y     r,  =  ;//..  —  /wic,  ) 


•30) 


ó  lo  que  es  igual, 


/^  +A      ^^^  _  ^  +  ^.      ^  -»:  ^ 


2      '         .1  2      '         ^  2 


nt. 


\ 

i 

■ — I — >     m^  =  í — - — ,     m.  =  i — - — 1 


(311 


y  las  fórmulas  (30)  y  (31)  que  conducen  á  la  identidad 

6 

M  +  ^^i  +  ^1  =Sw%, 

1 

hacen  corresponder  á  una  recta  una  esfera.  Además,  si  se  consi- 
deran dos  esferas,  cuyas  coordenadas  son  wi„  y  m'n  y  dos  rectas 
correspondientes,  cuyas  coordenadas  son p,  q, , . ,,  r;  p\  ^', . . .,  r\ 
resulta  de  la  identidad  precedente  y  de  la  forma  lineal  de  las  ecua- 
ciones de  correspondencia,  la  identidad 

ip-p')  (A  -P\)  +  {g-  /)  (9^  -  q\) 

+  ^r-  r')  (r,  —  r\)  =  v  (w„  -  m'n  A 

1 

El  segundo  miembro  se  anula,  cuando  las  dos  esferas  son  tan- 
gentes, y  solamente  en  este  caso.  El  primer  miembro  se  anula, 
cuando  se  cortan  las  dos  rectas  consideradas.  Se  ve  pues,  que  la 
transformación  definida  por  las  fórmulas  (30)  y  (31)  hace  corres- 
ponder á  dos  esferas  tangentes  dos  rectas  que  se  cortan,  y  vicei^ersa. 

Por  otra  parte,  vemos  que,  si  se  escriben  las  ecuaciones  de  la 
recta  bajo  la  forma 

X  =  az  -^  py      y  =  bz  -\-  q,  (32) 

la  condición  para  que  se  corten  dos  rectas,  es 

(^  —  a)  (q  —  q[)  —  ib  —  d')  {p  —  p')  =  o: 
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y  si  se  hace 

a  =  X  -r  y¿,     ó  =  z  +  R,     q  r=z  x  —  yi,     /  =  R  —  í:     (33) 

a'  =  Jir'  +  yi,     b'  =  z'  \  R',     q*  =  x'  —  yi,    /'  =  R  —  z\ 

resulta     (>  —  x'Y  +  (/  —  yj^  +  (^  —  z'f  —  (R  —  R'i^  =  o, 

fórmulas  que  hacen  corresponder  á  dos  rectas  que  se  cortan  dos 
esferas  tangentes,  y  recíprocamente. 

La  ttansformcLción  de  Lie  hace  corresponder  al  conjunto  de  las 
rectas  tangentes  á  una  superficie  (S)  el  conjunto  de  las  esferas  tan^ 
gentes  a  otra  superficie  (S').  A  todas  las  rectas  tangentes  en  un 
punto  M  á^  (S)  corresponden  todas  las  esferas  tangentes  en  un  punto 
M'  de  (S').  Cuantío  el  punto  M  describe  una  linea  asintótica  de  (S),  el 
punto  Vi!  describe  una  linea  de  curvatura  de  i'S').  Por  consiguiente, 
á  toda  superficie  y  cuya^  lineas  asintóticc^  se  sabe  detenninar,  se  puede 
hacer  corresponder  por  la  transformación  de  Lie  otra  superficie,  cuyas 
lineas  de  curvatura  se  conocen  y  viceversa. 


§  2.°     Líneas  de  curvatura  en  coordenadas  tangenciales 

254.     Definición.     Sea  la  ecuación  homogénea 

f{u,v,w,p)  =  o  (I) 

del  plano  tangente  á  una  superficie.  Las  coordenadas  del  punto  de 
contacto  son 

^/  ^  ^ 

lu  yu  M* 

^p  Ip  Ip 

siendo  los  cosenos  directores  proporcionales  a,  «,  v,  zv.  La  ecua- 
ción de  las  lineas  de  curvatura 

du  {vdz  —  wdy)  -f-  dv  (wdx  —  udz)  -f-  dw  (udy   -  vdx)  -=  o 
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du 
dv 

dw 


»/^^/_. 

í" 

—      U 

Ip       Isu 

}fU 

ip 

^f  ,  V 

^/  ^ 

3/ 

se  reduce  á 

--  d 

z-  d 

-^     V 

-bp      iv 

bv 

ip 

. 

^f  ,^f 

)L, 

^^  ,., 

d ; 

IV 

}ip       "^v 

>w 

¥ 

¥ 

d'^ 

d» 

3/ 

d'^ 

3» 

1» 

ó  bajo  foima  más  simétrica, 

3/ 

rf'-^ 

dw 

Sw 

3/ 

d'f 

¥ 

'^ip 

=  0, 


w 


¿/it 


dv 


dw 


=  0.     (3) 


Esta  ecuación  conserva  su  forma,  aunque  la  ecuación  (i)  no 
sea  homogénea,  siempre  que  se  suponga  Uy  v^  w  iguales  á  los  cose- 
nos directores  de  la  normal,  ligados  por  la  relación  ií*+z^*+w'=  i, 
pues  si  hacemos  homogénea  esta  ecuación,  dividiendo  u,  v,  w  por 
h  =  y7/*-|:-¿^«-j-7u«,  que  es  igual  á  i,  bastará  sustituir  en  (3),  por 
^/:  lu,  If-,  'bVy  }f:  yw  las  cantidades 

lo  que  no  cambia  el  valor  del  determinante. 

255.  Caso  de  dos  parámetros.  Sean  dos  parámetros  a  y  p. 
Las  coordenadas  del  punto  contacto  del  plano  tangente  satisfacen  á 
las  ecuaciones 


ux  +  vy  -\-  wz  +  p 


MI 


lía 
Iv 


o, 

19. 


X  ^.   -^r  y  -zj^^-  z 


^? 


sp 


o, 


(I) 


=  o. 
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Las  coordenadas  de  un  punto,  situado  en  la  normal  á  la  distan- 
cia X  de  su  pie,  son 

siendo  k  =  Vi/*"-!-  T;*"-f-  'M?*. 

Sustituyamos  en  las  ecuaciones  (i),  y  tendremos 
uX  +  vY  -^wZ  -\-p  =  Aa, 

Ja    '^      ía  a«  ^  Ja  la        ¡  (2) 

3ft        Jí;        aw      s/         ik 

fórmulas  que  definen  el  punto  considerado  de  la  normal. 

Para  hallar  la  ecuación  diferencial  de  las  lineas  de  curvatura, 
escribiremos  que  existe  una  mutación  para  la  cual  el  punto,  corres- 
pondiente á  un  valor  convenientemente  elegido  de  X,  describe  una 
curva  tangente  á  la  normal,  es  decir,  para  el  que  se  tiene 

dX       dY       dZ 

—  =  —  =  —  =  rfe,  (3) 

introduciéndose  db  para  la  homogeneidad.  Diferenciando  las  ecua- 
ciones (2),  la  primera  dará 

udX  +  vdY  +  wdZ  +  Xdu  +  Ydv  +  Zdw  +  dp  =  Idh  +  kd\ 

ó  teniendo  presente  las  (3)  y  las  dos  siguientes, 

A*rfO  =  kd\      d\  =  kd\  (4) 

la  diferenciación  de  las  dos  últimas  (2)  conduce  á 

Xrf^  +  Yrf-^  +  Zrf^  +  rf^=Xrf^-,    J 

ap  ^       s{j  ^       3?  ^     ap  jp     I 


?tf 

C^« 

2)a 

u 

c^fi 

htv 

a  — 
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La  eliminación  de  X,  Y,  Z  entre  (2)  y  (5)  conduce  á 


=  O. 


256.  Sistema  empleado  por  Bonnet.  Cuando  se  estudia  la 
representación  esférica,  es  natural  buscar  la  definición  geométrica 
de  las  curvas  de  la  supeilicie  que  admite  por  representación  esfé- 
rica las  diferentes  generatrices  rectilineas  de  la  esfera.  Sea  ^  una 
de  estas  generatrices»  que  cortan  al  círculo  del  infinito  en  un  punto 
jx.  La  curva  correspondiente  en  la  superficie  será  el  lugar  de  los 
puntos  de  contacto  de  los  planos  tangentes  paralelos  á  g-,  es  decir, 
será  la  curva  de  contacto  del  cono,  cuyo  vértice  es  a,  circunscrito 
á  la  superficie.  Estas  curvas  de  contacto  de  los  conos  circunscritos, 
cuyos  vértices  se  encuentran  en  el  infinito,  tienen  una  propiedad 
importante,  respecto  á  las  líneas  de  curvatura.  Desde  luego  pasan 
dos  por  cada  punto  M  de  la  superficie.  Porque  si  A  y  B  son  los 
puntos  en  que  el  plano  tangente  en  M  corta  al  círculo  del  infinito, 
los  conos  circunscritos,  cuyos  vértices  son  A  y  B,  serán  tangentes 
á  la  superficie  según  dos  curvas  que  pasan  por  M. 

Las  conjugadas  de  estas  dos  curvas  de  contacto  son  las  gene- 
ratrices de  los  dos  conos,  es  decir,  las  dos  rectas  de  longitud  nula 
del  plano  tangente  MA,  MB.  Pero  estas  dos  rectas  se  hallan  situa- 
das simétricamente  con  relación  á  dos  tangentes  perpendiculares 
cualesquiera  y,  en  particular,  respecto  á  las  líneas  de  curx'atura;  y 
sucederá  lo  mismo  á  sus  conjugadas,  que  son  las  tangentes  á  las 
dos  curvas  de  contacto. 
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Tendremos  pues,  el 

Teorema.  Las  cundas  cU  contacto  de  los  conos  circunscritos, 
cuyos  vértices  se  hallan  en  el  círculo  del  infinito,  determinan  eti  la 
superficie  un  sistema  de  coordenadas  curvilíneas,  que  admiten  por 
imagen  esférica  al  sistema  de  generatrices  rectilíneas  de  la  esfera. 
Las  tangentes  d  las  dos  curvas  coordenadas,  que  pasan  por  un  punto 
cualquiera  de  la  superficie,  cuimiten  por  bisectrices  las  dilecciones  de 
las  lineas  de  curvcUura. 

Por  consiguiente,  la  ecuación  de  las  líneas  de  curvatura  podrá 
reducirse  á  la  forma  simple 

Arfa*  +  Crfp*  =  o, 

que  no  contiene  término  en  rfa  rf?. 

Para  verificar  este  resultado,  consideremos  los  cosenos  directo- 
res de  la  normal  c,  c\  c"  en  el  punto  M  de  la  superficie,  que  serán 
las  coordenadas  del  punto  m  en  la  representación  esférica.  Sus 
expresiones  son 

^=-á-r  '^'-^r:^'  ^=^-       ^'^ 

La  ecuación  del  plano  tangente  será 

cx-^  c'  y  ^  <f  z+  -£-    =  o,  (2) 

ó  más  sencillamente 

(I  -  ofJ)  ;r  +  /  (I  +  ^^)y  +  (a-  p)  £r  +  ;  -  o, 

siendo     «=l — r^,     z'== /(i -f-at^)»     ti;  =  a  +  ?>    /  =  ;. 
La  aplicación  de  las  fórmulas  (i,  pág.  424)  da 

q—p      ■  .  aV  -PV       .  ^q~^P 

a  —  p  a  —  p  OL—p 

siendo/  y  q  las  derivadas  primeras  de  5;  y  si  expresamos  por  r,  s,  t 
las  derivadas  segundas,  la  ecuación  de  las  lineas  de  curvatura  se 
reducirá  á 

dpdoL  —  dqd^  =  rrfa*  —  /rfp*  =  o;  (3) 
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y  las  fórmulas  (2)  y  (5)  de  la  pág.  425,  dan 
X  —  iY  =  s  +  y/rt, 


(4) 


expresando  X,  Y,  Z,  R  las  coordenadas  del  centro  y  el  radio  de 
curvatura. 

En  estas  fórmulas  se  ha  escrito  l/  7  en  vez  de  -^  ,  de  manera 

d^  doL 

que  y/rt  se  escribe  en  vez  de  /  —  =  r  -¡r . 

da.  d^ 


§  3.®     Transformaciones 

257.  Inversiones.  Si  O  es  el  polo  de  la  inversión  y  /  la  po- 
tencia de  la  transformación,  la  esfera  2  de  radio  Vp  y  centro  O  es 
el  lugar  de  los  puntos  coincidentes  con  sus  transformados. 

Para  obtener  el  inverso  de  un  punto  M,  se  trazará  el  diámetro 
OM  de  la  esfera  E,  que  corta  á  ésta  en  dos  puntos  P  y  Q;  y  se  to- 
mará en  este  diámetro  un  punto  M'  tal,  que  sea 

OM  .  OM'  =p  =  OP*  =  ÓQ*. 

Es  decir,  que  M'  y  M  dividen  armdnicammte  al  diámetro  PQ. 

258.  Transformación  de  Hirst.  Si  en  vez  de  una  esfera 
se  toma  una  cuádrica  S  cualquiera,  y  tomamos  por  O  un  punto  fijo 
cualquiera;  para  construir  la  transformada  de  un  punto  M,  se  trazará 
OM,  que  cortará  á  S  en  dos  puntos  P  y  Q,  y  se  tomará  el  punto  M' 
conjugado  armónico  de  M  con  relación  al  segmento  PQ. 

Basta  efectuar  una  homografia  en  la  que  la  traza  de  E  sobre  el 
plano  polar  de  O  se  reduzca  al  circulo  imaginario  del  infinito,  para 
pasar  á  la  inversión,  pues  por  esta  transformación,  S  se  reduce  á 
una  esfera  S',  cuyo  centro  O'  es  el  homólogo  del  punto  O. 
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La  transformación  de  Hirst  comprende  dos  transfonnaciones 
particulares,  diferentes  de  la  inversión.  Si  en  efecto,  la  cuádrica  i¡ 
es  un  cono  ó  un  par  de  planos,  la  reducción  á  la  inversión  por 
homografía  no  es  ya  posible,  porque  £  no  es  ya  la  transformada 
homográfica  de  una  esfera.  Pero  en  compensación,  si  £  es  un  cono, 
se  puede  reducir  £,  por  una  homografía,  á  ser  un  cono  isótropo, 
y  un  par  de  planos  isótropos,  si  £  es  un  par  de  planos. 

En  los  dos  casos,  la  transformación  de  Hirst  toma  una  forma 
métrica  diferente  de  la  inversión,  también  interesante.  Si  en  la  trans- 
formación de  Hirst,  2  es  un  cono  isótropo  cuyo  vértice  es  A,  el 
punto  M'  transformado  del  M  se  halla  sujeto  á  la  doble  condición: 

I."  Que  M  y  M'  estén  alineados  con  un  punto  fijo  O.  2."  Que 
el  cono  isótropo  divida  armónicamente  al  segmento  MM',  es  decir, 
que  las  rectas  AM  y  AM'  sean  conjugadas  en  este  cono  isótropo,  ó 
rectangulares. 

Podemos  pues  decir,  que  el  punto  M'  transformado  del  M,  se 
halla  definido  por  esta  doble  condición:  i."  Que  M  y  M'  están  ali- 
neados con  el  punto  O.  2.*  Que  el  segmento  MM'  se  ve  desde  el 
punto  A  según  un  ángulo  recto. 

En  el  segundo  caso  de  la  degeneración  de  £  en  dos  planos,  es 
necesario  sustituir  á  la  segunda  condición,  la  siguiente:  que  los 
planos  trazados  por  M  y  M'  y  por  la  recta,  intersección  de  los 
dos  planos,  sean  rectangulares. 

259.  Simetría  con  relación  A  un  plano.  Supongamos  que 
la  esfera  directriz  £  de  una  inversión  se  agranda  indefinidamente, 
hasta  convertirse  en  un  plano  tt. 

Para  ver  á  qué  se  reduce  la  inversión,  en  este  caso,  considere- 
mos el  punto  M  por  transformar;  el  diámetro  de  la  esfera  que  parte 
de  M  se  convierte  en  la  perpendicular  bajada  desde  M  al  plano  t^- 
De  los  dos  extremos  P  y  Q  de  este  diámetro,  el  uno  P  es  el  pie  de 
esta  perpendicular  y  el  otro  Q  se  halla  en  el  infinito.  Pero  como  el 
punto  M',  transformado  del  M,  es  el  conjugado  armónico  de  M, 
respecto  al  segmento  PQ,  será  necesario,  en  este  caso,  por  estar  Q 
en  el  infinito,  que  P  sea  el  punto  medio  de  MM',  por  lo  tanto,  que 
M'  sea  el  simétrico  de  M  con  relación  al  plano  tc. 


430  LIBRO    4." — CAPÍTULO    II 

Teorkma.  .S7  dos  figuras  F  y  F'  son  simétricas  con  relación  d 
un  plano  -n^una  inversión  I  cualquiera  las  cambia  en  dos  figuras  «^,  «!>', 
que  son  inversas  entre  sí  con  relación  á  la  esfera  X,  transformada  del 
plano  -K  en  la  inversión  I. 

En  efecto,  sean  M  y  M'  un  punto  de  F  y  su  simétrico,  que 
forma  parte  de  F'. 

Toda  esfera  trazada  por  M  y  M'  tiene  su  centro  en  el  plano  r.^ 
siendo  por  tanto  ortogonal  á  este  plano.  Llamamos  fi  y  a'  á  los  in- 
versos de  los  puntos  M  y  M'  en  la  inversión  I.  Las  esferas  trazadas 
por  M  y  M\  tienen  por  inversas  á  las  esferas  trazadas  por  ^  y  it.\ 
Siendo  las  primeras  ortogonales  al  plano  ??,  las  segundas  lo  serán  á 
la  esfera  1,  inversa  del  plano  tü.  Esto  exige  que  el  centro  O  de  la 
esfera  X  se  halle  en  el  eje  radical  ji.u.'  de  todas  estas  esferas  y  que 
además,  expresado  R  el  radio  de  S,  se  tenga 

Oji.  .  Oul'  =  R^ 

260.     Sistemas  de  esferas.     Sea  la  ecuación  de  una  esfera 

jr*-f-y  4"^* "~  -^*^  —  ^P^' —  2yj5  4~  2í  =  o. 

A  las  cantidades  a,  p,  y,  ^  se  las  puede  llamar  coordenadas  de 
una  esfera  en  el  espacio.  Una  ecuación  entre  a,  P,  y,  ^  sujeta  á  la 
esfera  á  una  condición. 

El  ejemplo  más  sencillo  está  dado  por  la  ecuación  de  primer 
grado 

Aa    i-  BP  -+-  By  -f-  D3  H-  E  =  o. 

Esta  ecuación  equivale  á  decir  que: 

Iji  esfera  a,  p,  y,  o  es  octogonal  d  una  esfera  fija. 

En  efecto;  tomemos  una  esfera  y^^^  P,.»  yu»  ^o-  La  condición  de 
ortogonalidad  de  las  dos  esferas  consideradas,  se  escribe  así: 

«o  a  +  Po  P  +  yo  y  —  5  —  %  =  o. 

Si  pues  Ü  no  es  nulo,  se  puede  identificar  esta  ecuación  con  la 
ecuación  lineal  precedente,  haciendo 

A^_       B  __£._:^ 

*o  —  ~  £)  ♦   Po  —      j)  I   yo  =     jj »    ^"  "^  ^  ♦ 

noción  desarrollada  por  Lie  y  Daboux. 
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Si  D  ^  O,  se  tiene  solamente 

Aa  +  Bp-f-Cy-f-E  =  ü, 

ecuación  que  expresa  que  el  centro  de  la  esfera  a,  p,  y,  o  está  en 
un  plano,  y  es  por  consiguiente  ortogonal  á  éste.  Así,  cuando  D  =  o, 
la  esfera  á  la  que  son ,  ortogonales  todas  las  esferas  (a,  P,  Yi  ^j  se 
reduce  á  un  plano. 

Observemos  que  si  a-„  4-  p%  -f  y*^  —  20^  =  o,  ó  lo  que  es  lo 
mismo,  si 

A^  H-  B*  +  C*  —  2ED  =  o, 

la  esfera  fija  se  reduce  á  un  punto,  y  todas  las  esferas  (a,  1^,  y,  01 
pasan  por  este  punto. 

La  interpretación  de  las  ecuaciones  en  a,  Ji,  y,  í  es  más  compli- 
cada cuando  el  grado  de  estas  ecuaciones  es  superior  al  primero. 
Diremos  que  las  esferas  cuyas  coordenadas  a,  p,  y,  o  verifican  á 
una  ecuación  de  grado  w,  F  (a,  fi,  y,  S)  =  o,  forman  un  sistema 
de  grado  m. 

• 

§  4.**     Propiedades  de  las  superficies  anal agm áticas 

261.  Consideraciones  preliminares.  Conviene  ante  todo 
recordar  algunas  ideas  expuestas  por  Transon  y  Laguerre. 

Según  Poncelet,  todas  las  circunferencias  trazadas  en  un  plano 
pasan  por  dos  puntos  fijos  imaginarios,  situados  en  la  recta  del  in- 
finito, á  los  que  Laguerre  llamó  umbílicos  del  plano,  I,  J. 

Recta  isótropa  es  toda  recta  que  pasa  por  uno  de  los  puntos  I,  J. 
El  conjunto  de  estas  rectas  forma  dos  sistemas  distintos,  el  uno 
compuesto  de  rectas  paralelas  entre  sí,  que  pasan  por  I,  el  otro 
compuesto  de  rectas  paralelas  entre  sí,  que  pasan  por  J. 

Por  cada  punto  de  un  plano  pasan  dos  reetas  isótropas  de  sis- 
tema diferente,  cuyo  conjunto  forma  una  circunferencia  de  radio 
nulo.  En  un  plano  real,  toda  recta  isótropa  contiene  un  punto  real 
y  solo  uno,  en  el  que  corta  á  la  recta  isótropa,  que  le  es  imagina- 
riamente conjugada. 
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Si  por  un  punto  fijo,  real  ó  imaginario,  se  trazan  diversos  pla- 
nos, cada  uno  de  éstos  contiene  dos  rectas  isótropas,  que  pasan 
por  el  punto  fijo. 

Las  rectas  así  obtenidas  se  hallan  situadas  en  un  mismo  cono 
de  segundo  grado,  que  puede  considerarse  como  una  esfera  de  ra- 
dio nulo,  cuyo  centro  es  el  punto  fijo,  el  cono  isótropo^  formado  por 
todas  las  rectas  isótropas  que  pasan  por  dicho  punto,  y  todos  los 
conos  isótropos  cortan  al  plano  del  infinito  según  una  misma  có- 
nica, común  á  todas  las  esferas  trazadas  en  el  espacio,  la  umbilical. 

Por  una  recta  se  pueden  trazar  dos  planos  tangentes  á  la  umbi- 
lical, los  planos  isótropos.  El  par  de  estos  planos  isótropos  que 
pasan  por  una  recta  dada,  se  halla  cortado  por  un  plano  perpen- 
dicular á  la  recta  según  dos  rectas  isótropas.  Por  una  recta  isótropa 
solo  puede  pasar  un  plano  isótropo,  porque  esta  recta  corta  al  plano 
del  infinito  en  un  punto  de  la  umbilical. 

Esto  sentado,  sí  consideramos  un  punto  imaginario  a  del  espa- 
cio y  su  conjugado  a\  por  cada  uno  de  ellos  podremos  concebir 
que  pasa  un  cono  isótropo,  y  estos  dos  conos  se  cortarán  según 
una  circunferencia  real  A,  cuyo  plano  será  perpendicular  á  la  recta 
real  que  une  á  dichos  dos  puntos  imaginarios  conjugados  a  y  a.  El 
centro  de  dicha  circunferencia  será  el  punto  real  O,  medio  del  seg- 
mento aa';  y  si  la  distancia  Oa  se  representa  por  Ri,  su  radio  ten- 
drá el  valor  real  R. 

Los  dos  puntos  imaginarios  aya  determinan  completamente 
la  circunferencia  A,  y  recíprocamente,  dado  un  círculo  real  A,  por 
éste  sólo  puede  hacerse  pasar  dos  conos  isótropos,  cuyos  vértices 
son  los  puntos  a  y  a\  La  posición  de  dicho  círculo  en  el  espacio 
determina  pues,  los  dos  puntos  ay  a'\  y  diremos  que  el  círculo  A 
determinado  así,' es  el  círculo  representcUivo  del  par  de  puntos  ima- 
ginarios a  y  a'.  Dichos  círculo  y  par  de  puntos  pueden  expresarse 
por  las  notaciones  (A)  y  (a,  a'). 

Consideremos  en  el  espacio  una  cui-va  geométrica  cualquiera, 
real  ó  por  lo  menos,  definida  por  ecuaciones  reales,  es  decir,  tal, 
que  cuando  pasa  por  un  punto  imaginario,  pasa  también  por  el 
imaginario  conjugado. 
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Dado  un  círculo  real  del  espacio,  este  círculo  representa  un  par 
de  puntos  imaginariamente  conjugados.  Y  para  que  estos  puntos 
pertenezcan  á  la  curva  dada,  es  necesario  que  este  círculo  satisfaga 
á  ciertas  condiciones  determinadas  por  la  naturaleza  de  la  curva. 

Laguerre  aplica  estas  consideraciones  generales  (*)  al  estudio 
de  las  superficies  analagmáticas  de  cuarto  orden,  que  Moutard  de- 
finió como  superficies  que  tienen  la  umbilical  como  línea  doble,  ó 
como  envolventes  de  esferas  cuyos  centros  recorren  una  superficie 
de  segundo  grado  A  que  cortan  ortogonalmente  á  una  esfera  fija  S, 
esfera  directriz  de  la  superficie,  cuyo  centro  es  un  polo  principal 
de  la  analagmática  engendrada. 

Laguerre  modificó  esta  definición  de  la  manera  siguiente:  Se 
traza  á  la  superficie  de  segundo  grado  A  un  plano  tangente  cual- 
quiera que  corta  á  la  esfera  directriz  S  según  un  círculo;  se  pueden 
hacer  pasar  dos  conos  isótropos^  cuyos  vértices  son  evidentemente 
dos  puntos  recíprocos  con  relación  á  la  esfera  directriz.  Estos  dos 
puntos  engendran  la  superficie  analagmática,  envolvente  de  las  es- 
feras, cuyos  centros  se  hallan  en  la  superficie  A  y  que  cortan  orto- 
gonalmente á  la  esfera  directriz,  cuando  el  plano  tangente  toma 
todas  las  posiciones  posibles  en  la  superficie  A. 

Y,  habiendo  Moutard  demostrado,  que  la  superficie  así  definida, 
puede  engendrarse  de  cinco  maneras  diferentes  por  medio  de  cinco 
superficies  de  segundo  orden  A,  A^,  A,,  Ag,  A^  y  de  cinco  esferas 
directrices  correspondientes  á  estas  superficies,  teniendo  la  su- 
perficie analagmática  cinco  polos  principales  de  transformación, 
Laguerre  da  el  modo  de  hallarse  relacionadas  las  superficies  de  se- 
gundo orden  que  pueden  servir  para  la  generación  de  una  alagmá- 
tica  dada  y  cómo  se  refieren  geométricamente  á  las  focales  de  esta 
analagmática  (**),  de  manera  que  conocido  uno  de  los  cinco  mo- 
dos de  generación,  se  determinan  inmediatamente  los  otros  cuatro; 
como  sigue:  Circunscríbase  una  desarrollable  á  la  superficie  de  se- 
gando  orden  y  á  la  esfera  correspondiente.  Las  cuatro  líneas  dobles 
de  esta  desarrolladle  pertenecerán  a  las  cuatro  superficies  de  según-- 


(*)    Mémoire  sur  Vemploi  des  imaginaires,  etc.  (Nouv.  Ann.  1872) 
(**)    Sur  quelques  propiétés  dessurface*  anatlag.  (8oc.  phÜ.  1868). 
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do  orden,  homof ocales  á  la  primera,  que  serán  las  superficies  de  los 
otros  cuatro  modos  de  generación  (*). 

Observación.  No  deja  de  tener  interés  para  seguir  esta  teoría 
resumir  las  ideas  fundamentales  expuestas  por  Moutard  en  su  Note 
sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  reciproques  (Nouv.  ann.  de 
Math.  1864,  pág.  306),  y  en  su  trabajo  Sur  les  sur  faces  anailag- 
matiques,  publicado  también  en  la  pág.  536-539. 

«La  transformación  de  una  superficie  por  radios  vectores  recí- 
procos da  en  general  una  transformada  de  grado  doble,  quedando 
tan  solo  exceptuada  esta  regla  cuando  la  superficie  propuesta  con- 
tiene el  circulo  del  infinito  ó  el  polo  de  transformación.  Sea  1  .**  w  el 
grado  de  una  superficie.  2.**  ^  el  grado  de  multiplicidad  del  polo,  es 
decir,  el  número  de  puntos  de  intersección  de  la  superficie  con  una 
transversal  cualquiera,  trazada  desde  este  polo,  que  se  hallan  con- 
fundidos en  este  punto  {p=o  para  un  polo  exterior).  3.**  q  el  grado 
de  multiplicidad  del  círculo  del  infinito,  es  decir,  el  número  de  hojas 
de  la  superficie  que  lo  contienen.  4.**  m\  p\  q'  números  análogos  á 
los  precedentes,  relativos  á  la  superficie  transformada  por  radios 
vectores  recíprocos. 

Estos  seis  números  se  hallan  ligados  por  las  tres  relaciones 

ni  =^  2m  —  p  —  2q,      p'  ==»  m  —  2q,       ^  =^  m  —  /  —  q 
y  sus  equivalentes 

m  =  2m'  —  /'  —  2q\    p  =^  m*  —  2q\     q  ^=  m'  —  /'  —  ^. 

Cuando  /  +  2y  =  »i,  la  transformación  no  altera  ni  el  grado 
de  la  superficie,  ni  el  grado  de  multiplicidad  del  polo,  ni  el  grado  de 
multiplicidad  del  círculo  del  infinito.» 

Propone  Moutard  enseguida  llamar  superficies  analagmáticas  á 
las  que  gozan  de  la  propiedad  de  transformarse  en  sí  mismas,  por 
una  elección  conveniente  del  polo  y  del  parámetro  de  transforma- 
ción, llamando  polo  principal  al  polo  para  el  que  se  realiza  esta 
condición,  esfera  principal  á  la  esfera  cuyo  centro  es  un  polo  prin- 


(*)    Sur  queiques  propiétét  du  turfacet  anallagmatiquet  (Soc.  phil.  1868;. 
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cipal  y  cuyo  radio  es  la  raíz  cuadrada  del  parámetro  correspon- 
diente de  transformación. 

Observando  además  que  toda  superficie  analagmática  puede 
definirse  como  el  lugar  de  las  intersecciones  sucesivas  de  una  es- 
fera, sujeta  á  cortar  ortogonalmente  á  la  esfera  principal,  cuyo 
centro  describe  una  superficie  directriz  fija;  y  cuando  la  superficie 
directriz  admite  generatrices  rectilíneas,  la  propuesta  admite  gene- 
ratrices circulares;  cuando  aquélla  es  desarrollable,  uno  de  los 
sistemas  de  líneas  de  curvatura  de  la  propuesta  consiste  en  cir- 
cunferencias.» ^ 

«Además,  las  superficies  de  tercer  orden,  que  contienen  el 
círculo  del  infinito,  y  las  de  cuarto  orden,  que  contienen  á  este 
círculo  como  línea  doble,  son  en  general  analagmáticas  con  rela- 
ción á  cinco  polos  diferentes,  entre  los  que  son  reales  tres,  por  lo 
menos.  Las  cinco  esferas  principales  se  cortan  ortogonalmente,  dos 
á  dos,  resultando  que  la  recta  de  unión  de  dos  de  los  polos  es  per- 
pendicular al  plano  de  los  otros  tres,  ó  que,  cada  uno  de  los  te- 
traedros, cuyos  vértices  son  cuatro  polos  principales,  tienen  sus 
alturas  concurrentes  en  un  punto,  que  es  el  quinto  polo  principal. 
Y  si  se  toma  por  polo  de  transformación  la  intersección  de  las  al- 
turas, de  una  de  las  caras  de  estos  tetraedros,  con  un  parámetro 
conveniente  de  transformación,  la  transformada  es  simétrica  de  la 
propuesta  con  relación  á  la  cara  del  tetraedro.  Llamando  á  dicho 
punto  polo  secundario^  se  ve  que  existen,  en  general,  diez  polos  se- 
cundarios para  las  analagmáticas  de  tercero  y  cuarto  orden.  En 
las  del  tercero,  los  cinco  polos  principales  y  los  diez  polos  secun- 
darios se  hallan  en  la  superficie.» 

Citaremos  entre  las  conclusiones  expuestas  en  las  notas  de 
Moutard  que,  siendo  una  linea  focal  de  la  superficie  analagmática, 
la  intersección  de  cada  superficie  directriz  con  la  esfera  principal 
correspondiente,  cuando  dos  superficies  analagmáticas  tienen  una 
línea  focal  común,  tienen  los  mismos  cinco  polos  principales  y  las 
mismas  cinco  líneas  focales,  que  son  homofocales.  Dos  superficies 
analagmáticas  de  cuarto  orden  se  cortan  según  ángulo  recto;  su  lí- 
nea de  intersección  es  una  línea  de  curvatura  en  cada  una  de  ellas. 
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Por  todo  punto  del  espacio  es  posible  trazar  tres  supei-ficies 
analagmáticas  de  cuarto  orden  que  tengan  una  línea  focal  dada. 
Para  obtener  sus  directrices,  basta  construir  las  tres  superficies  de 
segundo  orden  que  contienen  la  línea  focal,  siendo  tangentes  al 
plano,  lugar  de  los  puntos  de  igual  potencia  respecto  á  la  esfera 
principal  y  al  punto  dado.:^ 

Entre  las  cinco  superficies  directrices  homofocales  de  una  su- 
perficie analagmática  dada  de  cuarto  orden,  existe  un  hiperboloide 
de  una  hoja,  y  pueden  existir  tres.» 

También  es  oportuno  recordar  el  trabajo  de  M.  Darboux,  in- 
serto en  el  mismo  tomo  de  Nouv.  ann.  (págs.  156-165),  Sur  ¿es 
scctions  du  tore,  donde  considera  la  superficie  recíproca  de  un 
cono  que  comprende  como  casos  particulares  el  toro  y  la  cíclida. 

Citaremos  solamente  los  siguientes  resultados: 

Cuando  se  transforma  el  toro  por  radios  vectores  recíprocos, 
tomando  el  polo  de  transformación  en  el  interior  de  la  superficie, 
existen  dos  esferas  inscritas,  que  pasan  por  el  polo  y  que  se  trans- 
forman en  planos.  La  cíclida  podrá  considerarse  como  la  envolven- 
te de  las  esferas  tangentes  á  dos  planos  y  á  una  tercera  esfera.  Pero 
los  dos  planos  tangentes  á  las  esferas  inscritas,  que  pasan  por  el 
polo,  cortan  al  toro  según  dos  curvas  que  tienen  un  foco  en  el  polo 
de  transformación.  Así  pues,  las  recíprocas  de  estas  curvas  serán 
óvalos  de  Descartes;  luego 

Cuando  la  cíclida  pueda  considerai-se  como  la  envolvente  de 
las  esferas  tangentes  á  una  esfera  y  á  dQS  planos,  se  tendrán  dos 
secciones  planas  paralelas  á  estos  dos  planos  que  darán  los  óvalos 
de  Descartes.» 

262.  Definiciones.  Sea  una  superficie  que  tiene  las  propie- 
dades de  ser  su  inversa  con  relación  á  una  esfera  2  cuyo  centro 
es  O  y  el  radio  yJJ,  Si  se  toma  un  punto  M  en  la  superficie,  el  radio 
vector  OM  debe  cortaría  en  un  punto  M'  tal,  que 

OM  .  OM'  =  p. 

El  lugar  de  M  y  el  de  M'  son  dos  hojas  de  superficie,  inversas 
entre  sí.  Los  planos  tangentes  en  M  y  M'  á  la  superficie  deberán 
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formar  ángulos  iguales  con  el  radio  vector  OMM'.  Pero  se  puede 
dar  á  este  teorema  un  enunciado  más  preciso  y  útil. 

Tracemos  por  M  la  esfera  Q,  tangente  á  la  superficie,  y  que  ade- 
más sea  ortogonal  á  la  esfera  il.  Esta  esfera  Q  va  á  conservarse  en 
la  inversión  que  admite  á  S  como  esfera  directriz.  Pasará  pues  por 
el  punto  M',  y  puesto  que  es  tangente  en  M  á  una  hoja  de  la  su- 
perficie A,  debe  ser  tangente  en  M'  á  la  hoja  inversa.  Resulta  pues  el 

Teorema.  Si  M  ^  M'  son  dos  puntos  correspondientes  de  dos 
hojas  inversas  de  la  superficie  A,  existe  una  misma  esfera  Q,  tangett- 
tes  á  la  vez  en^í  y  ett  M'  á  estas  hojas.  Además  Q  es  ortogonal  a  la 
esfera  directriz  v. 

263.  Casos.  Distinguiremos  dos  casos,  según  que  la  esfera  Q 
dependa  de  dos  ó  de  un  parámetro. 

En  el  primer  caso,  la  superficie  será  la  envolvente  de  una  fami- 
lia de  esferas  dependientes  de  dos  parámetros  y  sujetas  á  perma- 
necer ortogonales  á  una  esfera  v. 

En  el  segundo  caso,  la  superficie  será  una  envolvente  de  esfe- 
ras dependiente  de  un  solo  parámetro  y  ortogonales  á  la  esfera  v. 

Estos  dos  casos  son  esencialmente  distintos,  pues  en  el  segundo, 
las  superficies  son  tangentes  á  sus  esferas  envolventes  á  lo  largo 
de  una  circunferencia,  lo  que  atribuye  á  estas  superficies  una  fami- 
lia de  líneas  de  curvatura  circulares. 

Examinemos  el  primer  caso.  Las  esferas  Q  están  sujetas  á  ser 
ortogonales  á  una  esfera  fija  il  y,  en  segundo  lugar,  á  formar  parte 
de  un  sistema  F  (a,  ?,  y,  1)  =  o,  puesto  que  estas  esferas  dependen 
tan  solo  de  dos  parámetros.  Si  S  es  una  verdadera  esfera,  no  dege- 
nerada en  un  plano,  y  siendo 

la  condición  de  ortogonalidad,  se  podrá  obtener  o  por  medio  de  esta 
ecuación,  y  F  =  o  se  reducirá  á  *  (a,  p,  y)  =  o. 

Se  puede  pues,  en  este  caso,  definir  las  esferas  ü  diciendo,  que 
son  esferas  sujetas  á  tener  su  centro  en  cierta  superficie  D  y  á 
permanecer  ortogonales  á  una  esfera  fija  S.  La  superficie  D  se  llama 
deferente  y  la  esfera  52,  esjera  directriz. 
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Este  modo  de  generación  no  tiene  significado,  si  la  esfera  S  se 
reduce  á  un  plano.  Este  plano  es  entonces  el  lugar  del  centro.  La 
condición  de  ortogonalidad  tiene  la  forma 

Aa  +  B?  ^-  Cy  +  E  =  o, 

y  de  la  ecuación  F  (a,  p,  y,  8)  =  o  no  puede  desaparecer  5.  La  no- 
ción de  sistema  tiene  la  ventaja  de  aplicarse  á  todos  los  casos. 

Teorema  recíproco.  Las  esjeras  de  dos  parámetros^  que  perma- 
necen ortogonales  á  una  esjera  fija  2,  envuelven  á  una  superficie 
analagmát  ca. 

Sean  una  esfera  Q  y  dos  esferas  próximas  Q'  y  Q*.  Estas  tres 
esferas  se  cortan  en  dos  puntos  M,  M',  y  como  o,  centro  de  i2,  tiene 
la  misma  potencia  /  en  estas  tres  esferas,  es  necesario  que  o  esté 
en  el  eje  radical  MM'.  Además,  se  tiene 

OM  .  OM'  =  p, 

Pero  M  y  M'  son  los  dos  puntos  en  que  la  esfera  Q  es  tangente 
á  su  envolvente  A.  Se  ve,  por  esta  relación,  que  las  dos  hojas  de 
esta  envolvente  son  inversas  entre  sí  con  respecto  á  la  esfera  S. 

El  teorema  queda  demostrado.  Pero  se  observará  que  si  I  es  el 
centro  de  la  esfera  Q  é  I',  T  los  de  las  esferas  próximas  Q'  y  Q',  las 
mutaciones  11',  II'  se  verifican  en  el  plano  tangente  en  I  á  la  super- 
ficie deferente,  lugar  de  este  centro  I.  Llamemos  tc  á  este  plano 
tangente,  que  por  ser  el  plano  de  los  centros  de  las  tres  esferas 
Q,  Q',  Q\  es  normal  á  la  cuerda  común  MM'  en  su  medio  P.  Así,  el 
plano  trazado  por  el  medio  P  de  MM'  normalmente  á  esta  recta  MM', 
es  tangente  en  el  punto  I  á  la  superficie  deferente. 

Sean  («o,  ?oi  Yo»  ^0)  las  coordenadas  de  la  esfera  S,  cuya  ecua- 
ción será 

^'  +  ^  +  z^—2(io^—  2?^  —  2 Yo^  ^-  25^  =  o; 

y  sean  jt,  y,  z  las  coordenadas  del  punto  M,  x\  y\  ¿  las  del  M'. 
Hagamos,  por  brevedad, 

/  =  R*o  =  a*o  +  P%  + Y*o—  2^0. 
Se  ve  que  Ru  es  el  radio  de  la  esfera  £  y  /  la  potencia  de  inversión. 
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Puesto  que  los  puntos  {x,jf,  z\  (x\  /,  «'),  (a,,  p„  y,)  están  en 
linea  recta,  tenemos 

4r'  — a.^y  — ?,  ^       ^n^'—  «.)•  +  (y  —  P.)'  +  (/  -  g.)* 
*-«.       ^-P.        '**        |/(jr-«,)«+(/-p.)*+(«-«o)* 

^^ (X) 

La  ecuación  del  plano  trazado  por  el  punto 

norm&lmente  á  MM',  es 

ó  bien,  (jr-«,)X  +  (r-P.)Y  +  (*-P.)Z 

-  j  [(*  +  *')(*-«.)  +  (^  +  y)  (^  -  P.)  + ]  =  o 

El  término  independiente  se  reduce  á 
x»4-y  +  ír«-a«,_p%-Y*o  +  (y_«,)(4r-ao)  + 

Además,  de  la  fórmula  (i)  resulta 
(;r'-«.)  (*-«.) +  (y-p,)Cr-P,)  +  (5'-T.)(*-Y.)  =  A 
lo  que  conduce  á  la  expresión  siguiente  del  plano  normal  en  P, 

(;r  -  «,)  X  +  Cr  - P.)  Y  +  (*  -Y.)  Z- \  (,«+y -f  ,«_25.)=  o. 

Y  si  se  da  la  ecuación  tangencial  de  la  superficie  deferente 
*  (?,  ■»!,  ?,  t)  =  o,  que  expresa  que  el  plano  iiir+íi^  +  Cí  +  T/  =  o 
es  tangente  á  la  superñcie;  puesto  que  este  plano  debe  ser  tangente 
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en  I  á  la  superficie,  deberemos  tener 


^ 


(^  — «o,   y  —  %,   ^  —  Yo,    ^0 ^ j  =  o, 


relación  á  que  deben  satisfacer  las  coordenadas  (x,  y,  z)  de  todo 
punto  M  de  la  superficie  analagmática.  Así:  Dada  la  ecuación  tan- 
gencial de  la  superficie  deferente^  se  puede  escribir  y  sin  ningún  cálculo  ^ 
la  ecuación  de  la  superficie  analagmática. 

Otra  definición.  Sea  Q  una  de  las  esferas  envueltas,  I  su 
centro,  it  el  plano  tangente  en  I  á  la  deferente  y  OMM'  la  perpen- 
dicular á  este  plano  tangente,  trazada  por  el  centro  de  la  esfera  di- 
rectriz. Los  puntos  de  contacto  de  la  esfera  Q  con  la  analagmática 
envolvente  A  son  los  puntos  M  y  M'  en  que  esta  perpendicular  en- 
cuentra á  ü.  El  plano  ^  corta  á  la  esfera  S  según  una  circunferen- 
cia K,  cuyos  eje  y  centro  son  OMM',  y  P,  medio  de  MM'.  Las  dos 
esferas  cuyos  centros  son  M  y  M',  que  pasan  por  la  circunferencia 
K,  tienen  igual  radio,  y  este  es  nulo. 

En  efecto,  siendo  X  este  radio,  puesto  que  el  plano  tt  del  círculo 
K  se  halla  á  una  distancia  OP  del  centro  de  la  esfera  2;  represen- 
tando por  p  el  cuadrado  del  radio  de  esta  esfera  y  por  p  el  radio 
del  círculo  K,  se  tiene 

^  =  p«  -}-  OP*;    y  se  tendrá  también     X*  =  PM*  +  p*, 

puesto  que  el  círculo  K  resulta  de  la  sección  de  la  esfera  cuyo  cen- 
tro es  M,  y  el  radio  X,  por  un  plano  trazado  á  la  distancia  MP  de 
su  centro  Resulta  pues, 

p~V  =  OP*  —  PM*  =  (OP  ^  PM) (OP  —  PM)  =  OM . OM'  =  p; 

luego  X*  =  o. 

Los  puntos  M,  M'  son  pues  centros  de  dos  esferas  de  radio 
nulo,  que  se  pueden  trazar  por  la  circunferencia  K,  traza  de  la  es- 
fera ¿  sobre  el  plano  tt,  tangente  á  la  superficie  deferente.  Así  pues, 
tendremos  el 

Teorema.  Si  se  hace  rodar  un  plano  t.  sobre  una  superficie  D 
y  se  toma  la  circunferencia  K,  traza  del  plano  t.  sobre  una  esjera 
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Jija  S,  el  lugar  de  los  centros  M,  M'  de  las  esfetas  de  radio  nulo  que 
pasan  por  el  ciiculo  K  cofistituye  las  dos  hojas  de  la  superficie  ana- 
lagfnática^  que  admite  a  D  por  superficie  deferente  y  4^  por  esfera 
directriz. 

264.  Generalidades  sobre  las  superficies  analagmáticas. 
Siendo  las  superñcies  analagmátícas  superñcies  envolventes  de 
una  esfera  variable  que  permanece  ortogonal  á  una  esfera  fíja  (S), 
cuyo  centro  describe  la  deferente  (B\  si  M  es  un  punto  de  la  defe- 
rente y  (P)  el  plano  tangente  en  este  punto,  la  esfera  cuyo  centro 
es  M,  ortogonal  á  (S),  será  tangente  á  su  envolvente  en  dos  puntos 
my  m'  colocados  simétricamente  con  relación  al  plano  P,  y  la  recta 
mfn'  pasa  por  el  centro  O  de  (S). 

En  efecto,  todas  las  esferas  doblemente  tangentes  cuyos  centros 
están  próximos  al  punto  M,  podrán  considerarse  como  que  tienen 
sus  centros  en  el  plano  tangente  (P),  y  cortándose  en  los  dos  pun- 
tos buscados  m  y  m.  El  eje  radical  mm'  de  todas  estas  esferas  que 
cortan  según  ángulo  recto  á  la  esfera  directriz  (S),  pasa  pues  por 
el  punto  O. 

Por  consiguiente:  Los  puntos  de  contacto  my  m!  de  cada  esfera 
cuyo  centro  es  M,  doblemente  tangente  á  la  analagmdttca^^se  hallan  en 
la  perpendicular  bajeada  desde  el  centro  O  déla  esfera  directtiz  al 
plano  tangente  a  la  deferente  tiel punto  M,  siendo 

Om  .  Om'  =  RS  '    . 

fórmula  en  la  que  Res  el  rcuiio  de  la  esfera  directriz. 

Pudiéndose  considerar  una  an^agmática  como  el  lugar  de  los 
centros  de  las  esferas  de  radio  nulo,  que  pasan  por  la  intersección 
de  la  esfera  directriz  y  de  los  planos  tangentes  á  la  deferente,  los 
puntos  my  m'  serán  reales  tan  solo,  cuando  el  plano  (P),  tangente 
en  M,  encuentre  á  la  esfera  directriz;  luego  si  se  circunscribe  á  la 
deferente  B  y  á  la  esfera  (S)  una  desarrollable,  la  curva  de  ccntacto 
de  esta  desarrollable  y  de  la  deferente  dividirá  á  ésta  en  regiones, 
para  cada  una  de  las  cuales  el  plano  tangente  cortará  siempre  ó  no 
cortará  nunca  á  la  esfera  directriz. 

Las  regiones  de  (B),  para  las  que  el  plano  tangente  no  corta  á 
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la  esfera  (S)  dan,  ellas  tan  solo,  puntos  reales  de  la  analagmática, 
originando  una  hoja  de  igual  conexión  que  la  región  de  que  se  de- 
rive. No  obstante,  para  que  esta  conclusión  sea  exacta,  es  necesario 
considerar  la  región  de  (B),  de  la  que  se  deriva  la  hoja  de  la  analag- 
mática, como  formada  por  dos  hojas  distintas,  que  se  reúnen  mu- 
tuamente en  el  contorno  de  esta  región. 

Sea  (x  un  punto  al  que  se  hacen  corresponder  los  dos  puntos 
m  y  m\y  centros  de  las  esferas  de  radio  nulo  que  pasan  por  la  inter- 
sección de  (S)  y  del  plano  polar  de  ji.  [con  relación  á  (S)]. 

Los  puntos  my  n¿  serán  reales  solamente  cuando  p.  sea  interior 
á  la  esfera  (S);  m^m!  y  ^  estarán  en  línea  recta  con  el  centro  O 
de  (S),  y  se  tendrá 

2R* 
Om  .  Om'  =  R*,      Ow -f  Ow'  =  — - . 

Si  el  radio  de  la  esfera  (S),que  tiene  su  centro  real, es  k^ —  i,  los 
puntos  m  y  m'  siempre  reales,  se  hallarán  á  uno  y  otro  lado  de  O, 
y  se  tendrá: 

Om  .Om'  =  —  R*,     Om  +  Om'  =  ^^^> 

En  este  modo  de  transformación,  á  una  superficie  (B'),  lugar 
del  punto  ji.,  corresponde  una  superficie  analagmática  (S),  cuya 
esfera  directriz  es  (S)  y  cuya  deferente  es  la  polar  (B)  de  B'  con 
relación  á  (S). 

Para  obtener  las  fórmulas  que  definen  esta  transformación,  to- 
memos por  origen  de  coordenadas  el  centro  O  de  la  esfera  directriz, 
cuyo  radio  es  R,  y  sean  jt,  y^  z  las  coordenadas  del  punto  m\  las 
del  punto  m'  serán 

R»;r  R^j^  R*xr 

El  plano  polar  del  punto  fi  debe  ser  el  lugar  de  los  puntos 
equidistantes  á^  my  n¿. 

Expresando  esta  propiedad,  la  ecuación  de  dicho  plano  será 

2X;r  +  2\y  -f-  2Zz  =  R*  +  ;r*  J^y'^J^z^. 
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Si  pues  Xy  y  y  z  son  las  coordenadas  del  punto  ji.,  las  fórmulas 
que  definen  la  transformación  serán 

^  ^^  ^\  I  -,í  _i_  «í  _L  Di »  y 


2R^5 


§  5.**    Curvas  cíclicas 

265.  Definiciones.  Las  curvas  cíclicas  resultan  de  la  inter- 
sección de  una  esfera  con  una  superflcie  de  segundo  grado;  y 
puesto  que,  por  la  intersección  de  dos  cuádrícas  pasan  generalmen- 
te cuatro  conos  de  segundo  grado,  cuyas  generatrices  son  las 
cuerdas  de  la  curva,  debe  concluirse  que  una  cíclica,  en  general,  es 
analagmática  de  cuatro  maneras  diferentes. 

Una  cíclica  A,  trazada  en  una  esfera  fija  Q  de  centro  I,  resultará 
de  la  intersección  de  esta  esfera  con  cuatro  conos  H„  H«,  H„  H^ 
de  segundo  grado,  cuyos  vértices  0|,  o„  O3,  o^  forman  un  tetraedro, 
conjugado  con  relación  á  la  esfera  Q.  Los  pianos  T^  T„  T3,  T^ 
polares  de  o„  o^,  O3,  O4,  con  relación  á  la  esfera,  estarán  en  los  pla- 
nos o,,  O3,  O4,  o¿  O4  Op  O4  Oj  o«,  Oj  o,  o„  que  cortan  á  Q  según  cua- 
tro círculos  ©i,  6¿,  63, 64,  cada  uno  de  los  cuales  será  director  rela- 
tivo á  una  de  las  cuatro  inversiones,  que  conservan  el  círculo  A. 
Existen  pues,  cuatro  jfámilias  de  circuios  en  ia  esfera  Q,  bitangentes 
á  la  curva  A,  y  los  círculos  r¿  de  una  misma  familia  serán  ortogo- 
nales á  uno  de  los  círculos  6¿.  (*) 

Los  centros  esféricos  N»-,  N'j  de  ios  círculos  r¿,  bitangentes  á  A 
y  ortogonales  á  6¿,  describen  una  curva,  que  es  la  traza  sobre  la 
esfera  Q  del  cono  H\-,  suplementario  del  cono  H;.. 

El  estudio  de  estas  curvas  se  liace  en  la  obra  citada  de  M.  Dar- 
boux  y  en  la  de  M.  Koenigs,  considerando  éste  sus  diferentes  tipos. 


(*)    Kóenigi.  L^né  dé  tAgrégatía»  eUmijué  dé  Maikématí^mu^  (pág.  131). 
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266.  Generación  de  las  cíclicas.  Podemos  considerar,  se- 
gún la  exposición  de  M.  Darboux  (*)  los  cuatro  conos  (D),  (D,), 
(Dj),  (D3)  que  contienen  á  la  curva,  expresando  por  «i,  a^,  a^,  a^ 
sus  vértices  respectivos. 

Si  se  trazan  todos  los  planos  tangentes,  al  cono  (D)  por  ejemplo, 
estos  planos  tangentes  cortan  á  la  esfera  según  círculos,  cuya  en- 
volvente es  la  curva  que  estudiamos.  Todos  estos  círculos  cortan 
según  ángulo  recto  á  un  círculo  fijo  de  la  esfera,  el  círculo  de  con- 
tacto del  cono  circunscrito  á  la  esfera,  cuyo  vértice  es  el  punto  a. 
Luego  la  cíclica  puede  considerarse  como  la  envolvente  de  los 
círculos  esféricos  ortogonales  á  un  círculo  fijo.  Y  para  determinar 
este  sistema  de  círculos,  bastará  hallar  el  lugar  de  sus  polos  ó  cen- 
tros esféricos.  Pero  estos  polos  esféricos  están  en  la  intersección  de 
la  esfera  y  de  las  perpendiculares  bajadas  desde  el  centro  de  la  es- 
fera sobre  los  planos  tangentes.  Se  hallan  pues,  en  la  intersección 
de  la  esfera  y  del  cono  suplementario  del  cono  (D),  trazado  por  el 
centro  O  de  la  esfera.  El  lugar  de  los  polos  de  estos  círculos  es 
pues  una  cónica  esférica  (K).  Expresaremos  igualmente  por  (K,), 
(Ka),  (K3)  las  otras  tres  cónicas  correspondientes  á  los  conos  (D,), 
(Dj),  (Da)  y  tendremos  que: 

Una  cíclica  puede  considerarse  de  cuatro  maneras  diferentes  como 
envolvente  de  los  círculos  ortogonales  á  un  circulo  esjérico^  cuyos  po- 
los  se  hallan  en  una  cónica  esférica.^ 

Las  cíclicas  tienen  la  importante  propiedad  de  permanecer  in- 
variables, bajo  ciertas  condiciones.  Si,  en  efecto,  se  toma  por  polo 
de  la  transformación  el  vértice  de  uno  de  los  cuatro  conos,  a  por 
ejemplo,  y  por  módulo  de  la  transformación  la  tangente  trazada 
desde  este  punto  á  la  esfera,  el  cono  y  la  esfera  no  cambian,  y  por 
consiguiente,  su  curva  de  intersección  permanecerá  invariable.  I^s 
cíclicas  son,  pues,  en  la  esjera,  curvas  análogas  á  Icls  llamadas  ana- 
LAGMÁTiCAs  por  Moutard,  que  tienen  la  propiedad  de  transformarse 
en  si  mismas,  cuando  se  emplea  una  transfoimación  por  radios  vec- 
tores  recíprocos,  elegida; convenientemente,^ 


(*)    Sur  une  daite  rétnarquabU  dt  eourbei  et  de  turfaces  algéhriquee,  p.  30. 
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M.  Darboux  clasifíca  las  cíclicas,  según  que  el  cono  sea  doble 
ó  simplemente  tangente  á  la  esfera  y  según  la  naturaleza  de  los 
puntos  de  intersección  de  la^  curva  ó  del  cono  con  el  círculo  del  in- 
finito. En  el  plano  se  tiene: 

I.**    Las  reciprocas  ó  podares  de  cónicas, 

2.^  Los  óvalos  de  Descartes,  que  tienen  dos  puntos  de  retroceso 
en  el  infinito. 

3.°    La  clclida  de  tercer  grado  ó  cúbica  circular. 

4.°    Zrtf  ciclida  general, 

Á  estas  agrega  luego  otras  divisiones  y  nos  bastará  añadir  que 
M.  Koenigs,  hace  un  detenido  estudio  de  los  diferentes  tipos. 

267.  Focos  y  focales.  Un  foco  de  una  curva  ó  superficie 
en  el  espacio  es  un  punto,  centro  de  una  esfera  de  radio  nulo  bi- 
tangente  á  la  curva  ó  á  la  superficie.  F*ocal  es  la  curva  correspon- 
diente á  los  puntos  que  satisfacen  á  esta  definición.  Si  este  lugar 
se  descompone  en  varias  curvas,  cada  una  de  ellas  recibe  el  nom- 
bre de  focal. 

Consideremos  un  foco  F  de  una  superficie.  El  cono  isótropo 
(esfera  de  radio  nulo)  cuyo  centro  es  F,  es  tangente  en  dos  puntos 
M  y  M'  á  la  superficie.  Sean  it  y  ic'  los  planos  tangentes  al  cono 
isótropo,  á  lo  largo  de  las  generatrices  FM  y  FM',  y  sean  I  é  T  los 
puntos  del  infinito  de  estas  generatrices.  Los  planos  ^c  y  «'  son  tan- 
gentes respectivamente  en  I  y  en  V  al  círculo  del  infinito. 

Supongamos  ahora  que  el  punto  F  describa  la  focal  que  lo 
contiene;  los  planos  ic  y  ic'  rodarán  en  el  círculo  del  infinito  y  en  la 
superficie,  engendrando  dos  hojas  de  la  desarroUable  circunscrita  á 
la  vez  á  la  superficie  y  al  círculo  del  infinito.  Las  rectas  IM  é  TM 
se  hallan  en  las  generatrices  de  contacto  de  estas  hojas  con  los 
planos  it  y  lí.  Puesto  que  estas  rectas  se  cortan  en  el  punto  F,  se 
ve  que  la  focal,  lugar  de  este  punto,  será  una  curva  dé  intersección 
de  las  dos  hojas  de  la  desarroUable  considerada.  Será  pues,  una 
curva  doble  de  la  desarroUable  circunscrita  á  la  vez  al  circulo  del 
infinito  (desarroUable  isótropa)  j'  ¿  la  superficie. 

Las  focales  de  una  curva  ó  de  una  superficie  son  las  curvas  dobles 
de  la  desarroUable  isótropa  circunscrita  d  las  mismas. 
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Se  Wsimsi /ocal  singular  de  una  superficie,  á  la  desarroUable  cir- 
cunscrita á  la  superficie,  según  el  círculo  del  infinito. 

268.  Focos  Y  FOCALES  DE  LAS  CÍCLICAS.  Considercmos  una 
cíclica  esférica.  Sea  (D,-,  6,)  un  modo  de  generación  y  F;  los  círcu- 
los envueltos  correspondientes.  Una  esfera  de  radio  nulo,  bitangente 
á  la  cíclica,  corta  á  la  esfera  ü  que  la  contiene,  según  un  círculo 
bitangente,  cuyo  plano  es  necesariamente  tangente  á  uno  de  los 
conos  H,,  H2,  H3,  H4. 

Las  focales  son  el  lugar  de  los  vértices  de  las  esferas  de  radio 
nulo  trazadas  por  todos  los  círculos  T,-.  Este  lugar  es  una  cíclica, 
intersección  del  cono  H',-,  (concéntrico  con  ü  y  suplementario  de  Hg) 
con  la  esfera  £,-,  concéntrica  con  H,-,  que  corta  á  Q  según  ángulo 
recto,  á  lo  largo  de  6,-.  Llamemos  *,•  á  esta  cíclica.  Puesto  que  hay 
cuatro  conos  H',-  y  cuatro  esferas  S^-,  tendremos  cuatro  cíclicas  4>í, 
focales  de  la  propuesta  <í>o. 

Las  cinco  cíclicas  4>o,  4>,,  4>,,  4>3,  ^^  forman  una  configuración 
notable;  son  focales  las  unas  de  las  otras. 

Las  cinco  esferas  que  las  contienen  son  ortogonales,  dos  á  dos. 

269.  Transformación  por  radios  vectores  en  las  cíclicas. 
Indicaremos  tan  solo,  que  si  se  toma  el  polo  en  uno  de  los  focos  de 
la  cíclica,  expresando  por  r  la  distancia  á  este  foco  y  por  r\  y  r" 
las  distancias  á  los  otros  dos  focos,  situados  en  el  mismo  círculo 
director  que  el  primero,  la  ecuación  cíclica, 

ar'\'br''\-  cr  =  o, 
se  transformará  en  una  ecuación  de  la  forma  dR  +  ¿R'  s=  C. 

De  manera  que:  Toda  cíclica  se  transforma  en  los  óvalos  de 
Descartes  y  cuando  se  coloca  el  polo  de  transformación  en  uno  de  ¡os 
focos  situados  en  la  esfera  que  contiene  a  la  cíclica. 

En  particular,  si  el  polo  de  transformación  es  uno  de  los  puntos 
de  intersección  de  tres  esferas  que  contienen  las  focales,  la  trans- 
formada será  una  cónica  esférica.  Así: 

Toda  cíclica  puede  considerarse  como  la  ti'ansformada  por  radios 
vectores  recíprocos  de  una  cónica  esférica. 

Añadiremos  que:  Iais  ciclicc^  homofocales  se  cortan  según  án- 
gulo recto. 
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270.  Puntos  asociados  en  el  plano.  En  coordenadas  rec- 
tangulares, la  distancia  de  un  punto  {y,  x)  á  un  punto  fijo  del  plano 
se  expresa  por  la  fórmula 

ó  í'  =  {x  -{-yi  —  a  —  bi)  {x  — yi  —  dt  +  bi). 

Sustituyamos  á  las  cantidades  x,  y  las  coordenadas  «,  v^  defini- 
das por  las  fórmulas    «  =  ;r  +  ^/,     v  =^  x  —  yi, 

Y  si  se  hace        a  =  «  -f  ¿/,     p  =  a  —  ¿/, 
se  obtendrá  5*  =  («  —  a)  {v  —  ?). 

Esto  sentado,  sean  dos  puntos  P,  Q,  y  tracemos  por  éstos  rectas 
á  los  puntos  circulares  del  infinito. 

Estas  rectas  se  encuentran  en  dos  nuevos  puntos  P',  Q',  que  se 
llaman  asociados  de  los  primeros.  A  su  vez  P  y  Q  son  asociados 
de  F  y  Q'. 

Se  puede  decir  que  dos  pares  de  puntos  asociados  son  dos 
pares  de  vértices  opuestos  de  un  cuadrilátero,  cuyos  otros  dos  vér- 
tices opuestos  son  los  puntos  circulares  I,  J.  Sean 

«  =  a,     2^  =  ^;     «  =  «',     z;  =  p' 

las  coordenadas  respectivas  de  P  y  Q. 

Las  de  los  puntos  asociados  P'  y  Q'  serán  por  ejemplo: 

«  =  a,     z;  =  p';       ií  =  a',     z;  =  p. 

Y  con  respecto  á  un  punto  M  del  plano,  tendremos 

MP«  =  («  —  a)  (z;  —  p),       MQ«  =  («  —  a )  {v  —  p'), 

MP'*  =  («  -  a)  (z;  ^.  P'),     MQ'*  =  (ií  —  a')  {v  -  P), 

de  donde  MP .  MQ  =  MF .  MQ', 

luego:  El  producto  de  las  distancian  de  un  punto  cualquiera  del 
plano  a  dos  puntos  fijos  es  igual  al  producto  de  las  distancias  del 
mismo  punto  á  los  dos  puntos  disociados. 
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Sea  ahora  w  el  ángulo  que  forma  PM  con  el  eje  de  las  x\ 
tendremos 

X  —  a  r=  MP  eos  O),      y  —  b  =  MP  sen  w; 
luego  «  —  a  =  MP.  e'^'^     v  —  p  =  MP.  í?^», 

4!/    r» 


=  e 


El  ángulo  PMQ,  según  el  que  se  ve  el  segmento  PQ,  es  igual  á 
la  diferencia  de  los  ángulos  w  y  y  que  forman  MP  y  MQ  con  el 
eje  de  las  x,  luego:. 

ovow^  ..         ..      u  —  olu—ol'       («_a)(í;  — P')        /  MP'  ' 

V—P'v  —  Í^'        («— a'}(^  — W 
y,  extrayendo  la  raíz  cuadrada, 

MQ'     ^  MQ' 

luego:  La  relación  de  las  distancias  de  un  punto  M  del  plano  a  dos 
puntos  es  igual  á  e*^,  expresando  V  el  ángulo  según  el  que  se  ve  desde 
dicho  punto  el  segmento  formado  por  los  puntos  asociados. 

271.  Puntos  asociados  en  la  esfera.  Las  propiedades  de 
los  puntos  asociados  tienen  sus  análogas  en  la  geometría  esférica. 

Si  transformamos  una  figura  plana  por  radios  vectores  recípro- 
cos, al  plano  corresponde  una  esfera.  A  las  rectas  del  plano  que 
pasan  por  I,  corresponden  las  generatrices  de  un  mismo  sistema  de 
la  esfera.  A  las  rectas  que  pasan  por  J  corresponden  las  generatri- 
ces del  segundo  sistema.  Se  ve  pues,  que  toda  generatriz  de  la  es- 
fera tiene  un  punto  real,  y  que  las  generatrices  de  un  sistema  son 
imaginarias  conjugadas  de  las  del  otro.  Luego,  á  un  cuadrilátero 
del  plano,  cuyos  vértices  opuestos  son  los  puntos  I,  J,  corresponde 
en  la  esfera  un  cuadrilátero  rectilíneo  formado  por  dos  generatrices 
de  cada  sistema,  resultando  la  construcción  de  los  puntos  P'  y  Q' 
asociados  de  P  y  Q. 

Por  P  y  Q  se  trazarán  las  dos  generatrices  rectilíneas  de  la  es- 
fera que  pasan  por  estos  puntos.  Estas  dos  generatrices  se  cortan 
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en  dos  puntos  P'  y  Q\  que  se  llamarán  los  asociados  de  los  prime- 
ros. La  recta  P'  Q'  es  la  polar  de  PQ;  y  por  consiguiente,  si  uno 
de  los  pares  PQ,  P'  Q'  es  real,  el  otro  será  imaginario. 

MP .  MP 
Siendo  igual  á  la  unidad  en  el  plano  la  relación       .     -   ,  de  las 

MP  .  M(¿ 

distancias  de  un  punto  M  á  los  cuatro  puntos  P,  Q,  P',  Q',  será  cons- 
tante en  la  esfera,  y  se  tendrá 

MP.MQ  _       MF .  MQ' 
PQ^      ~  ~       PQ'*     * 

luego:  En  la  esfera^  existe  una  relación  constante  entre  el  producto 
de  las  distancias  de  un  punto  cualquiei'a  M  á  dos  puntos  fijos  P,  Q 
y  el  producto  de  las  distancias  de  un  mismo  punto  a  los  puntos  aso- 
ciados P'  y  Q'. 


§  6.**     Superficies  cíclidas 

272.  Definición.  Las  superficies,  envolventes  de  las  esferas 
de  un  sistema  de  segundo  grado,  ortogonales  á  una  esfera  fija  se 
han  llamado  cíclidas  por  M.  Darboux.  En  las  cíclidas,  la  deferente 
es  una  curva  ó  una  superficie  de  segundo  grado. 

273.  Propiedades  generales  de  las  cíclidas.  Sea  la  superficie 

{X'  +y  +  zj  +  2u,  (;r*  +y  +  z')  ^u,  =  o,  (I) 

en  la  que  u^  y  u^  representan  polinomios  de  primero  y  de  segundo 
grado,  respectivamente.  Esta  ecuación  contiene  13  constantes,  y 
representa  la  cíclida  más  general  de  cuarto  orden.  Se  puede  escri- 
bir bajo  la  forma 

(:r«+/  +  £r»  +  «,')  =  U„  (2) 

expresando  U,  un  polinomio  de  segundo  grado. 

Puesto  que  las  cíclidas  tienen  por  línea  doble  al  círculo  del  infi- 
nito, toda  esfera  las  cortará  según  una  curva  de  cuarto  orden, 
situada  en  una  superficie  de  segundo,  pues  si  buscamos  la  inter- 

80 
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sección  de  la  cíclida  con  la  esfera,  cuya  ecuación  es 

la  ecuación  de  la  cíclida  puede  sustituirse  por  la  siguiente 

V\~^2UiV,  +  U^  =  0y 

que  representa  una  cuádrica,  cuya  intersección  con  la  esfera  será 
la  curva  buscada. 

Si  escribimos  la  ecuación  (2)  bajo  la  forma 

(x'+y-tz'  +  u,  +  Ky  =  lJ,  +  2\{u,+x^+y'  +  z')  +  \\ 

las  superficies  (V),  representadas  por  la  ecuación 

U,  +  2X(«,+4;*+/  +  5')  +  X*  =  V  =  o, 

en  la  que  I  es  arbitraria,  serán  tangentes  á  la  cíclida  en  todos  los 
puntos  de  una  curva  situada  en  la  esfera 

x'+j/'  +  z'  +  u,  +  \  =  o. 

Si  consideramos  la  ecuación  (2),  observaremos  que,  haciendo 
cambiar  de  dirección  los  ejes,  de  manera  que  los  nuevos  ejes  sean 
paralelos  á  los  ejes  de  simetría  de  la  cuádríca  U,,  se  podrá  hacer  que 
desaparezcan  los  términos  rectangulares  en  U,;  después  se  podrá, 
por  una  traslación  paralela,  suprimir  el  polinomio  »^,  y  reduciremos 
la  cíclida  á  la  forma 

K  =  (x^  +/  +  zy  +  4A.r*  +  4  A'/  +  4A''^* 
+  SC^r  +  8C'>  +  se  ¿r  +  4D  =  o. 
Cortemos  la  superficie  por  la  esfera  (T),  cuyas  ecuaciones  son 

T  =  ;r*  +y  +  £r«  —  2P  =  o,      P  =  olx +fyf  +  yz  +  ^\ 
La  curva  de  intersección  estará  expresada  por 
P*+  Ax^  +  A'y  +  A''z^  +  2C;r  +  2C  y  +  iC  z +  1)  =  0 

X*  +y  +  z^—2?  =  o. 
Las  condiciones  para  que  la  esfera  corte  á  la  cíclida  según  dos 
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círculos,  se  expresa  por 

+  , r'  +  ^^»  +  D-^'  =  L  =  o  (2) 


X— A       X— A'       X— A 


t*  R*  Y> 


Ca  C  S  O 

La  primera  de  estas  ecuaciones  determina  cinco  valores  para  X. 
Por  lo  tanto,  las  esferas  doblemente  tangentes  á  la  superficie  se  di- 
viden en  cinco  series  distintas. 

Concluiremos,  sin  entrar  en  detalles,  que: 

Una  ciciida  de  cuarto  orden  puede^  tn  general^  considerarse  de 
cinco  maneras  distintas  como  envolvente  de  una  serie  de  esferas  que 
cortan^  según  ángulos  rectos  a  una  esfera  Jija^  cuyos  centros  descri- 
ben una  cuádricajija,  (*) 

Sin  entrar  en  detalles,  que  pueden  verse  en  las  obras  citadas, 
extractaremos  del  razonamiento  de  M.  Koenigs  que,  partiendo  de  la 
ecuación  tangencial  de  la  deferente,  demuestra  el 

Teorema.  Los  puntos  del  circulo  del  infinito  son  puntos  dobles 
de  la  superficie. 

La  ecuación  de  la  esfera  directriz  es 

^'  +y +  ^'  —  2^x  —  2^y  —  2^z  +  2l  =  0. 

La  de  la  superficie  cíclida 


F 
es  decir, 


^^  — a,  ^~P,  5  — y,  o ^ j  =  o, 

+  2B  (jj/— p)  {z—fi  +2B'  {z  -  Y)  {x—7.)  +2B-(4r— a)  (^-P)=o, 

(*)    Darbouz,  obra  citada,  pAg.  116. 
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ecuación  que  reduce  á  la  forma 

D  (.r*  +/  +  ñ^  -  4  {Cx  +  Cy  -f  C  z)  (;r*  +/  +  £r') 

-f  ^  {x,  y,  z)  =  o, 

expresando  o  un  polinomio  de  segundo  grado.  Si  hacemos  homo- 
génea esta  ecuación,  cuyo  primer  miembro  expresaremos  mediante 
la  notación  4>  {x^  y^  z,  /),  tendremos 

^  =  4D(^»+/  +  0^-4/^n^  =  4D(^«  +  ...);'-4^{'t 

|J  =  4D(.rVOj^-4/'{'3, 

^  =  -  4  (C^r  +  O  +  C"  £r)  [x^  J^y'  +  ^')  +  tu 

y  se  ve  que,  para  todos  los  puntos  del  círculo  del,  infinito  se  tiene 

/  =  o,       ;ir«+y  +  5^=o, 
lo  que  conduce  á  las  relaciones  que  demuestran  el  teorema 

S*  _  S<t  _  S*  _^  S*  _ 

7>x        ly         "by  '^   'bt 

Si  D  no  es  nulo,  resulta  una  superficie  de  cuarto  grado  bicircular. 
Si  D  =  o,  el  plano  del  infinito  es  tangente  á  la  deferente  (pa- 
raboloide ó  parábola),  reduciéndose  la  superficie  á 

4(C;r+Cj/+C''4Cr'+y  +  ^')  +  /?(^,jK,-^,/)  =  o, 

superficie  de  tercer  orden,  á  la  que  corta  el  plano  del  infinito  según 
el  círculo  del  infinito 

(;r'  -f  y  -f  ^*  =  o)  y  según  la  recta  {ex  +  ¿y  +  cz  =  0),  /  =  o. 

Tenemos  así  una  superficie  cúbica  circular, 

274.  Forma  general  de  las  cíclidas.  Para  tener  una  idea 
de  las  formas  de  las  cíclidas,  basta  discutir  las  ecuaciones  (2), 
(3),  (4)  de  la  pág.  451,  que  determinan  los  diferentes  modos  de  ge- 
neración de  la  superficie. 

Desde  luego  se  ve  que  la  ecuación  (2)  tiene  por  lo  menos  tres 
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raíces  reales  con  relación  á  \,  Cada  una  de  éstas  se  halla  en  uno 
de  los  intervalos  A,  A',  A",  oo. 

A  toda  raíz  comprendida  entre  A  y  A'  corresponde  una  defe- 
rente, que  es  un  hiperboloide  de  dos  hojas.  A  toda  raíz  compren- 
dida entre  A'  y  A''  un  hiperboloide  de  una  hoja.  A  toda  raíz  supe- 
rior á  A*'  un  elipsoide  real,  y,  á  toda  raíz  inferior  á  A  un  elipsoide 
imaginario. 

Hay  pues,  entre  las  superficies  deferentes,  tres  cuádricas  reales, 
por  lo  menos:  un  elipsoide  real,  un  hiperboloide  de  una  hoja,  un 
hiperboloide  de  dos  hoJ€ts. 

Además,  á  la  raíz  única,  comprendida  en  cada  uno  de  los  inter- 
valos considerados,  ó  á  la  menor  y  á  la  mayor  de  las  raíces,  si  hay 
tres  en  este  intervalo,  corresponde  siempre  una  esfera  directriz  con 
centro  y  radio  reales. 

En  efecto,  el  radio  de  la  esfera  directriz  es  V-  L',  expresando 
L'  la  derivada  de  L.  Cuando  varía  X  en  uno  de  los  intervalos  con- 
siderados, la  función  L  es  al  principio  positiva.  La  derivada  V  será 
pues  negativa  para  todas  las  raíces  de  orden  impar,  contenidas  en 
este  intervalo.  Luego  hay  tres  raíces,  de  las  que  la  menor  y  la 
mayor  darán  un  radio  real.  Por  el  contrario,  el  cuadrado  del  radio 
es  negativo  para  la  raíz  media.  Se  concluye  pues,  que  en  todos  los 
casos,  tres  de  los  cinco  modos  de  generación  de  las  cíclidas  se  efec- 
tuarán con  cuádricas  y  esferas  reales. 

Si  la  ecuación  en  X  tiene  sus  cinco  raices  reales,  los  dos  últi- 
mos modos  de  generación  se  hallarán  formados  por  dos  superficies, 
que  podrán  ser  dos  elipsoides  imaginarios,  pero  de  la  misma  espe- 
cie. De  las  dos  esferas  correspondientes,  cuyos  centros  son  reales, 
la  una  será  real;  para  la  otra,  el  cuadrado  del  radio  será  negativo. 

Si  la  ecuación  en  X  tiene  dos  raíces  imaginarias,  solamente  tres 
de  las  esferas  que  contienen  las  focales  serán  reales. 

Si  la  ecuación  en  X  tiene  sus  cinco  raíces  reales,  cuatro  de  las 
esferas  son  reales,  y  existe  un  modo  de  generación  que  caracteriza 
á  la  cíclida,  el  que  corresponde  á  la  esfera  de  centro  real  y  radio 
imaginario.  Distinguiremos,  para  reconoce;:  la  forma  de  la  cíclida, 
los  casos  siguientes: 
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l.°  La  ecuación  I  tiene  dos  raíces  imaginarias.  Sea  uno  de  los 
tres  modos  de  generación  formando  con  el  elipsoide  real  (A)  y  la 
esfera  real  (S).  La  desarrollable  correspondiente  es  real  y  se  halla 
constituida  por  una  sola  hoja.  La  curva  de  contacto  de  esta  desarro- 
llable, con  el  elipsoide  (A),  divide  á  la  cuádrica  en  dos  regiones.  La 
una  da  todos  los  puntos  reales  de  la  cíclida.  La  cíclida  será  una 
superficie  i  siempre  real^  formada  por  una  sola  hoja  de  conexión  sim- 
pie.  Tendrá  una  serie  doble  de  secciones  circulares  reales,  porque 
una  sola  de  las  tres  deferentes  es  reglada. 

2.**  La  ecuación  \  tiene  todas  sus  raíces  reales.  La  superficie 
deferente  (A),  correspondiente  á  la  esfera  de  radio  k  }¡ —  i  es  un  elip- 
soide imaginario.  La  cíclida  es  ifPtaginaria. 

3.**  Si  el  elipsoide  deferente  del  mismo  modo  de  generación  es 
real,  toda  recta  que  pasa  por  el  centro  O  de  (S)  corta  á  la  cíclida 
en  cuatro  puntos  reales,  correspondientes  á  los  dos  planos  tangen- 
tes del  elipsoide,  perpendiculares  á  esta  recta.  La  cíclida  se  compone 
de  dos  hojas  que  envuelven  al  punto  O,  interior  la  una  a  la  otra^  que 
son  de  conexión  simple.  Tres  de  las  superficies  deferentes  son  elip- 
soides reales. 

4.**  La  ecuación  tiene  sus  raíces  reales  y  la  deferente  de  un 
mismo  modo  de  generación  es  un  hiperboloide  de  dos  hojas.  Siendo 
real  el  cono  doblemente  tangente  á  la  cíclida,  cuyo  vértice  es  O,  la 
cíclida  es  interior  á  este  cono;  está  formada  por  dos  hojas  opuestas^ 
situadas  en  el  interior  de  cada  una  de  las  hojas  del  cono^  de  conexión 
simple.  Tres  de  las  deferentes  son  hiperboloides  de  dos  hojas.  Existe 
una  serie  doble  de  secciones  circulares  reales, 

5.**  La  deferente  del  mismo  modo  de  generación  es  un  hiper- 
boloide de  una  hoja.  El  cono  doblemente  tangente  á  la  cíclida  es 
siempre  real;  pero  la  superficie  es  exterior  al  cono.  Se  compone  de 
una  sola  hoja  de  triple  conexión^  semejante  á  un  toro.     , 

Siendo  tres  de  las  deferentes  hiperboloides  reglados,  hay  seis 
series  de  secciones  circulares  reales,  dispuestas  como  las  del  toro, 
después  de  haber  desdoblado,  por  una  deformación,  las  secciones 
meridianas  y  las  secciones  paralelas,  que  representan  dos  series 
confundidas. 
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Existen  pues  cuatro  especies  distintas  de  cíclidas  de  cuarto 
orden  y  las  de  tercer  orden,  que  se  reducen  mediante  una  transfor- 
mación por  radios  vectores  recíprocos  de  las  anteriores,  tienen  tres 
formas  distintas. 

275.     Sistema  de  cíclidas  homofocales.     Dada  una  esfera  (S) 

y*4-y»+5'*  =  R«,  (I) 

vamos  primeramente  a  obtener  la  ecuación  de  las  cuádricas  inscri- 
tas en  una  desarrollable  circunscrita  á  dicha  esfera.  Sean 

p.  =  aix'  +  ¿¿/  ^-  Ciz'  +  rfíR  f^i  =  o     (2)     (I  =  I,  2.  3,  4) 

las  ecuaciones  de  las  cuatro  caras  del  tetraedro  conjugado  común 
á  todas  las  cuádricas  y  á  la  esfera  (S);  y  supongamos  que  los 
coeficientes  se  hayan  elegido  de  manera  que  se  tenga  idénticamente 

£  p..«  =  p,t  +  P,«  +  P,«  +  p,«  =  x"  4-y*  +  s'*  —  R«.       (3) 

Se  verificarán,  entre  los  coeficientes  Ot,  ¿tt  ^»  ^tt  1^  relaciones 
correspondientes  á  toda  sustitución  lineal  ortogonal,  y  en  particular, 

(4)    aí*  +  *f«+£:i«+¿¿'=i,   aiaj^6idj  +  CiCj  +  didj  =  o.    (4) 

'  La  ecuación 

representará  las  cuádricas  inscritas  en  una  desarrollable  A,  que 
estará  circunscrita  á  la  esfera  (S);  porque  basta,  para  obtener  la 
ecuación  de  dicha  esfera,  hacer  X  =s  a  en  la  Anterior.  Y  esta  ecua- 
ción podrá  escribirse  bajo  la  forma 

X  —  Oi 

ó,  en  virtud  de  la  identidaci  (3), 

R-x'^—y^^z'^         P,«  P,«  P/ 

A  —  a  A  —  a^      A  —  a^  a  —  a^ 
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ecuación  que  tratábamos  de  obtener.  Y  para  obtener  la  ecuación 
general  de  las  cíclidas  homofocales,  apliquemos  la  transformación 

^  —  x'-\-y  +  s'+R''    ^  —  x'+/  +  z'+R'' '    ^^^ 

por  lo  que  tendremos 

2R'aiX  4- +  2R*CiS  4-  ¿/.R  f^^^i  {x^  +  j/*  +  £r^  —  R^) 


P*  = 


x'  +  y  -t  2'  +  R^ 


El  plano  Pj  =  o  se  transforma  en  una  esfera  (S,-),  ortogonal  á  la 
propuesta;  y  llamando  R,-  al  radio  de  esta,  tendremos 

R^a-        ^        RV 
**•■  -  ~    di^     ~    di^    ~  "¿T  ~      ' 

y  en  virtud  de  (4), 

R,'  =  —  - j ,  ,      Ri  = 


luego,  si  llamamos  S,-  á  la  potencia  de  un  punto  con  relación  á  la 
esfera  (S,),  será 

R'Sí 


P.= 


R¿(^«+y  +  ^*  +  R*) 


y  mediante  (7),  podremos  transformar  el  primer  término  de  la  ecua- 
ción (6),  y  resultará 

R^  _  y.  _y*  _  ,.  =  R.f íl+iÜJi^lzi^)  _  __R1S1_ , 
^        z        '^  Vj^*+y +  a*  +  RV       {x*  +  ...+  R*f 

expresando  S  la  potencia  del  punto  (-f,  ^,  z)  con  relación  á  la  es- 
fera (S).  Reuniendo  estos  resultados,  la  ecuación  (6)  se  reduce  á 

ecuación  de  las  cíclidas  homofocales. 
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Así  pues:  Iji  ecuación 

(1)' 


5 

1  \—ai 


en  la  que  Ss  son  las  potencias  de  un  punto  con  relación  a  cinco  esfe^ 
ras  ortogonales^  representa  uno  cualquiera  de  los  sistémeos  de  ciclidas 
komof ocales  que  tienen  cinco  esferas  (Sí)  por  esferas  directrices. 
Después  de  quitar  denominadores,  llegaremos  á 


\m- 


SI 

276.     Sistema  de  cinco  esferas  ortogonales.     Sean 
S,  =  ;r*  +y  +  '^*  +  2aí;r  +  2^iy  -f  2^iZ -f-  Sí=o  (i)  (/ =  l,  2,... 5) 

las  ecuaciones  de  cinco  esferas  oitogonales. 
Tendremos  la  relación 

oíay  +  PiPy  +  ytYy-^í  — V  =  o>  if^j) 

que  expresan  la  ortogonalidad  de  las  esferas,  cuyos  radios  están 
dados  por  las  fórmulas 

Ri  =  a,»  +  ?<«+T¿*-8í,  (2) 

y  tendremos  las  identidades 

^     ^¿  aSy         SS,-  aSy         7&i  aSy       ^  /c     ,    c  \ 

)  (3) 

La  teoría  de  las  esferas  ortogonales  está  comprendida  en  la 
identidad  ya  obtenida,  que  liga  la  potencia  de  un  punto  respecto  á 
ellas, 


(iy=- 


de  lo  que  se  deduce 
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y  las  siguientes 


g.s  ./.« 


277.  Podares  ó  recíprocas  de  cuAdricas.  Cuando  la  defe- 
rente (A)  es  tangente  á  la  esfera  (S),  el  tetraedro  conjugado  común 
tiene  dos  vértices  reunidos  en  el  punto  de  contacto  de  las  dos  su- 
perficies. Las  dos  esferas  directrices  correspondientes  se  reducen  á 
un  punto.  Su  centro  común  es  el  punto  de  contacto  de  (A)  y  de 
(S),  por  tanto:  Una  de  las  esferas  directrices  se  reduce  a  un  punto  O. 
Sea  (Al)  la  deferente,  asociada  á  este  punto-esfera.  La  cíclida  será 
la  envolvente  de  las  esferas,  cuyo  centro  está  en  (Aj)  y  que  pasa 
por  el  punto  O.  Será  pues  el  lugar  de  los  simétricos  de  O  con  rela- 
ción á  los  planos  tangentes  de  (AJ.  El  lugar  así  formado  es  homo- 
tético  á  la  podar  de  (AJ  con  relación  á  los  planos  tangentes  de  (A  J, 
respecto  al  punto  O;  luego:  La  cíclida  es  una  podar  de  cuádrica. 

Además,  las  podares  de  cuádricas  son  las  transformadas,  por 
radios  vectores  recíprocos,  de  otras  cuádricas. 

M.  Darboux,  aplicando  la  regla  general  para  obtener  los  diferen- 
tes modos  de  generación  de  las  cíclidas  observa  que  las  cuatro 
líneas  dobles  de  la  desarroUable  (A|)  (S)  se  reducen  á:  i.**  la  curva 
de  contacto  del  cono  circunscrito  á  (AJ,  cuyo  vértice  es  O.  2.°  Á  los 
tres  pares  de  focales  de  este  cono.  De  manera  que  los  cinco  modos 
de  generación  se  hallan  formados: 

.  I.*"  y  2.°     Con  (Ai)  y  el  punto  esfera  O,  que  se  cuenta  por  dos 
modos.  -. 

3-°í  4'**  y  5'**    Con  cada  una  de  las  tres  superficies  homofocales 
á  (A,)  que  pasan  por  O,  siendo  tangentes  en  O  las  esferas  tangentes 
á  la  deferente  respectivamente  asociada,  y  hallándose  su  centro  e^^ 
el  plano  polar  de  O  respecto  de  (A^). 

Si  la  cuádrica  (A)  se  reduce  á  una  cónica  infinitamente  aplana- 
da, situada  en  el  plano  (P),  las  esferas  cuyos  centros  se  hallan  en 
esta  cónica,  pasan  por  dos  puntos  fijos,  simétricos  con  relación  al 
plano  de  la  cónica,  y  serán  tangentes  á  la  cíclida  en  todos  los  puntos 
de  un  círculo.  Y  si  cortan,  según  un  ángulo  recto  á  una  esfera  (S) 


GEOMETRÍA    CIRCULAR  459 

cualquiera,  cortarán  también  según  un  ángulo  recto,  á  todas  las  esfe- 
ras que  pasan  por  la  intersección  de  (S)  con  el  plano  de  los  centros. 
Es  decir,  que  contienen  siempre  dos  puntos  reales  ó  imaginarios. 

Transformando  la  cíclida  por  radios  vectores  recíprocos  y,  colo- 
cando el  polo  en  uno  de  estos  puntos,  resulta  que:  La^  ciclidas  con 
dos  puntos  dobles  son  las  lecíprocas  de  conos  de  segundo  grado. 

Citaremos  para  terminar,  los  siguientes  teoremas,  demostrados 
en  la  obra  citada  de  M.  Koenigs: 

Toda  esfera  bitangente  a  una  cíclida  forma  parte  de  un  modo  de 
generación  analagmática  de  la  superficie. 

Toda  superficie  bicircular  de  cuarto  y  toda  cubica  circular  de  ter- 
cer orden  son  superficies  ciclidas. 

Las  cuádricas  deben  considerarse  también  como  ciclidas,  pues 
si  tenemos 

£r«  =  tnx^  +  ny^  -f  ^P^  +  ^9y  +  ^» 

y  consideramos  las  esferas  bitangentes,  cuyo  centro  está  en  el 
plano  principal  z  =  o  de  la  superñcie, 

;ir«  +  y  4- jff*  —  2our  —  2^y  -f  2Í  =  o; 

si  eliminamos  xr*,  resulta 

{J^im')x'  +  {i  +  n)y'+2{p—7)x+2{q  —  ^)y  +  B  +  2l=o. 

La  condición  del  doble  contacto  se  expresa,  escribiendo  que  el 
discriminante  de  esta  ecuación  es  nulo,  lo  que  da    * 

{i  +  m){i+n){r+2l)  —  {i  +  m){p^<£)^—{l  +  n){q-py  =  o. 

§   7.**      ClCLIDA   DE   DUPIN 

278.  Nociones  preliminares.  Dupin,  en  su  Applications  de 
Géometrie  et  de  Méchanique  (págs.  200-210)  estudia  la  familia  de 
curvas  cuya  propiedad  característica  consiste  en  tener  tan  solo 
círculos  como  líneas  de  máxima  y  de  mínima  curvatura,  á  las  que 
llama,  por  esta  razón,  ciclicUis. 
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Desde  luego  la  esfera  está  comprendida  entre  estas  superficies 
y  aun  las  superficies  de  revolución,  cónicas  ó  cilindricas,  pues  los 
meridianos  pueden  considerarse  como  círculos  de  radio  infinito. 
Además,  ninguna  superficie  desarrollable,  distinta  de  estas  dos, 
puede  tener  círculos  por  líneas  de  curvatura,  porque  cada  punto  de 
la  arista  de  retroceso  de  esta  desarrollable,  debe  ser  un  punto  de 
retroceso  para  una  de  las  líneas  de  curvatura,  y  el  círculo  no  tiene 
puntos  de  retroceso. 

Al  estudiar  la  generación  completa  de  las  superficies  cíclidas, 
obseiva  Dupin  que,  para  que  la  circunferencia  sea  una  línea  de  cur- 
vatura en  una  superficie,  es  necesario  que  las  rectas,  trazadas  orto- 
gonalmente  á  la  superficie,  en  cada  punto  de  dicha  circunferencia, 
formen  una  superficie  desarrollable  y,  además,  que  la  circunferencia 
sea  línea  de  curvatura  de  esta  superficie,  que  será  un  cono  recto 
'circular  cuya  base  es  la  circunferencia.  De  manera  que  las  super- ' 
ficies  cuyas  líneas  de  curvatura  son  circunferencias,  tienen  la  pro- 
propiedad  característica  de  hallarse  cortadas  normalmente,  en  la 
extensión  de  cada  circunferencia,  por  un  cono  recto  circular. 

Tomemos  el  vértice  de  cada  uno  de  estos  conos  por  centro  de 
una  esfera,  en  la  que  se  halle  esta  circunferencia.  La  esfera  tendrá 
los  mismos  planos  tangentes  que  la  superficie  buscada,  puesto  que 
tiene  las  mismas  normales.  Luego  la  superficie  general,  cuyas  líneas 
de  curvatura  son  circunferencias,  puede  engendrarse  de  dos  mane- 
ras distintas  por  el  movimiento  de  una  esfera,  cuyo  radio  varía 
convenientemente.  Cada  generación  dará  las  líneas  de  una  de  las 
curvaturas  de  las  superficies  cíclidas.  Así,  por  ejemplo,  puede  en- 
gendrarse un  cono  de  revolución,  primero,  por  una  esfera  cuyo 
centro  se  mueve  en  una  recta,  mientras  que  su  radio  crece  ó  de- 
crece proporcionalmente  al  camino  recorrido  por  dicho  centro, 
siendo  circunferencias  las  líneas  de  curvatura  formadas  por  esta 
generación.  Y  este  cono  puede  engendrarse  también  por  una  es- 
fera de  radio  infinito,  es  decir,  por  un  plano  que  forme  un  ángulo 
constante  con  el  eje  del  cono.  Las  líneas  de  curvatura  son  enton- 
ces las  rectas  meridianas. 

Pasando  al  caso  general,  es  necesario  que  cada  esfera  de  la 
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primera  generación  sea  tangente  á  todas  las  de  la  segunda,  puesto 
que  cada  línea  de  una  curvatura  de  las  cíclidas  debe  hallarse  cor- 
tada por  todas  las  de  la  otra,  y  á  cada  línea  de  esta  segunda  cur- 
vatura pertenece  una  esfera  de  la  segunda  generación.  Tres  esferas 
de  la  primera  generación  bastan  para  determinar  todas  las  esferas 
de  la  segunda.  Es  pues  necesario  que,  tomando  tres  á  tres  las  pri- 
meras esferas  y,  determinando  todas  las  segundas,  según  este  dato, 
las  segundas  esferas  sean  constantemente  las  mismas.  Y  en  la  posi- 
bilidad de  esta  identidad,  funda  Dupin  la  existencia  de  superficies 
distintas  de  la  esfera,  el  cono  y  el  cilindro  de  revolución,  que  solo 
tengan  circunferencias  por  líneas  de  curvatura. 

En  estas  consideraciones  funda  Dupin  la  doble  generación  de 
las  cíclidas  que  expone  en  su  obra  citada.  Pero  empleando  la  trans- 
formación por  radios  vectores  recíprocos,  del  sistema  triple  ortogo- 
nal de  esferas,  planos  y  conos  que  determinan  un  punto, -se  puede 
estudiar  la  cíclida  de  la  manera  siguiente. 

279.  Representación  analítica.  Consideremos  un  triple 
sistema  ortogonal  de  conos,  esferas  y  planos. 

Se  sabe  que,  por  inversión,  un  sistema  de  esferas  y  de  planos 
se  transforma  en  dos;  sistemas  de  esferas.  Y  para  obtener  la  ima- 
gen del  sistema  de  conos,  deberemos  trazar  al  cono  tres  planos 
tangentes,  considerándolo  como  envolvente  de  todas  las  esferas  tan- 
gentes á  dichos  planos.  Estos  planos  se  transforman  por  inversión 
en  tres  esferas;  y  las  esferas  cuya  envolvente  es  el  cono,  dan  esfe- 
ras tangentes  á  dichas  tres  esferas.  La  envolvente  de  estas  esferas 
es  la  imagen  del  cono,  siendo  la  cíclida  de  Dupin  la  superficie  en- 
vuelta por  un  sistema  de  esferas  tangentes  á  tres  esferas  fijas. 

Así  pues:  La  transformada  de  un  sistema  triple  ortogonal  de  es^ 
f eras  y  planos  y  conos,  consiste  en  dos  sistemas  de  esferas  y  un  siste- 
ma de  cíclidas. 

El  sistema  de  esferas  corta  á  las  cíclidas  en  líneas  de  curvatura. 
Estas  consisten  en  circunferencias,  que  son  las  imágenes  de  las  lí- 
neas de  curvatura  del  cono. 

Para  representar  analíticamente  las  transformadas  del  sistema, 
tomemos  una  posición  especial  del  sistema  de  esferas,  planos  y  co- 
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nos  respecto  al  centro  de  inversión.  Sea  el  origen  de  coordenadas 
el  centro  de  inversión,  mientras  que  el  vértice  común  de  los  conos 
se  halle  á  la  distancia  a  de  aquél,  en  el  punto  A  del  eje  de  las  X, 
siendo  el  eje  común  de  los  conos  paralelo  al  eje  de  las  Z.  Tendremos 
el  sistema  triple  ortogonal  de  esferas,  planos  y  conos 

4r  =  a  +  zc;  eos  u  eos  v^    y  =  w  eos  u  sen  v^    e  =w  sen  u; 

por  la  inversión  el  punto  (;r,^,  z)  se  transforma  en  el  punto  (;rp^|,  ^^), 
y  haciendo  ¿:=  i,  será 


£r,  = 


Las  ecuaciones  del  sistema  triple  ortogonal  transformado  son 

4r^  =  (tf  +  iü  eos  u  eos  v)  :  {a^  4-  2aw  eos  u  eos  v  +  w*) 

y^s=zw  eos u  sen  v  :  {a^  -\-  2aw  eos u  eos v  +  ^f') 

r,  =  zí;  sen  «  :  (a*  +  2azí;  eos  u  eos  z^  +  w^). 

Las  cíclidas  son  las  superficies  u  =  const.  Para  obtener  la  fi- 
gura de  una  cíclida,  buscaremos  las  imágenes  de  las  generatrices 
del  cono,  obtenidas,  por  inversión,  de  la  cíclida. 
Las  imágenes  de  las  generatrices  son  circun- 
ferencias, que  pasan  por  el  origen  y  el  punto 

;r  =  -  del  eje  de  las  X;  pues  el  origen  es  la  ima- 
a 

gen  de  los  puntos  en  el  infinito  de  las  generatri- 
ces, y  el  punto  x  =  —  la  del  vértice  del  cono. 

Figura  115  Estos  puntos  son  pues  de  retroceso  para  las  cí- 

clidas. Es  decir,  que  las  tangentes  á  la  cíclida 
en  estos  puntos  no  forman  un  plano  (plano  tangente),  sino  un  cono. 
Si  resbala  el  cono  paralelo   á  sí   mismo,  hasta  que  se  halle 


el  vértice  en  el  punto  x=  -  ,  del  eje  de  las  X,  y  determinamos 
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todas  las  circunferencias  que  son  tangentes  á  las  generatrices  del 
cono  en  el  vértice,  y  pasan  además  por  el  origen,  estas  circun- 
ferencias engendrarán  la  cíclida.  De  esto  resulta  que  cada  plano 
que  pasa  por  el  eje  de  las  X,  corta  á  la  cíclida  en  dos  circunferen- 
cias que  coinciden,  cuando» una  de  ellas  gira  alrededor  del  eje  de 
las  X  en  i8o°. 

Estas  circunferencias  forman  el  primer  sistema  de  líneas  de 
curvatura  de  la  cíclida. 

La  segunda  serie  de  líneas  de  curvatura  está  dada  por  las  imá- 
genes de  las  esferas  concéntricas,  cuyos  centros  se  hallan  en  el  eje 
de  las  X.  Y  puesto  que  la  segunda  serie  de  esferas  es  ortogonal 
con  la  primera,  obtendremos  la  segunda  serie  de  circunferencias, 
de  la  manera  siguiente:  Tomemos  en  el  eje  de  las  X  un  punto 
cualquiera  P,  exterior  al  punto  de  retroceso,  y  tracemos  tangentes  á 
cada  circunferencia  de  la  primera  serie.  El  lugar  de  los  puntos  de 
contacto  da  dos  circunferencias  de  la  segunda  serie. 

Observaremos  que,  por  cada  circunferencia  de  la  primera  serie 
pasa  una  esfera  tangente  á  la  cíclida  según  dicha  circunferencia, 
transformada  del  plano  tangente  del  cono  cuya  generatriz  de  con- 
tacto corresponde  á  dicha  circunferencia.  Además,  por  cada  cir- 
cunferencia de  la  segunda  serie  pasa  una  esfera  tangente  á  la  cí- 
clida según  dicha  circunferencia.  Estas  esferas  son  las  imágenes 
de  las  esferas,  tangentes  al  cono,  ó  á  los  tres  planos  tangentes  del 
mismo.  Por  consiguiente,  la  cíclida  puede  considerarse  de  dos  mo- 
dos distintos  como  envolvente  de  esferas. 

280.  Conclusiones  generales.  Siguiendo  la  exposición  de 
M.  Darboux,  se  observa  que  entre  las  recíprocas  de  conos  de  se- 
gundo grado  se  encuentra  el  toro  y  la  cíclida  de  Dupin,  que  son 
las  recíprocas  de  los  conos  de  revolución  de  segundo  grado. 

Para  precisar  las  condiciones  bajo  las  que  se  obtiene  la  cíclida 
de  Dupin,  supongamos  que  se  tome  una  cónica  deferente  cual- 
quiera (A),  siendo  (S)  la  esfera  directriz,  tangente  en  dos  puntos  a 
y  ¿x'  á  la  cónica  (A).  Por  ser  los  dos  puntos-esferas,  arriba  conside- 
rados, doblemente  tangentes  en  a  y  a'  á  (A),  serán  puntos  de  la 
focal  (A,)  de  (A).  El  cono  cuya  base  es  (A)  y  cuyo  vértice  es  O, 
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será  de  revolución.  Por  consiguiente  la  cíclida  será  una  recíproca 
del  cono  de  revolución.  Luego: 

La  cíclida  de  Dupin  es  la  envolvente  de  la^  esferas  cuyos  centros 
describen  una  cónica  cualquiera  (A),  y  que  pasan  por  un  punto  de 
la  focal  (A  i)  de  esta  cónica^  ó  más  generalmente,  que  son  ortogonales 
a  una  esfera  cualquiera,  doble^nente  tangente  á  (A). 

Esta  cíclida  tiene  cuatro  puntos  dobles  O,  y  Oj ,  a  y  a\  de  los 
que  dos  por  lo  mtínos  son  imaginario»»,  pudiendo  serlo  todos.  En 
este  caso  O  y  0\  ay  a'  serán  innaginarios  conjugados. 

Puede  verse  en  la  obra  de  M.  Darboux  que,  en  resumen:  Z^ 
cíclida  de  Dupin,  ó  de  cuatro  puntos  dobles,  admite  dos  series  de  esfe- 
ras inscritas,  cuyos  centros  describen  dos  cónicas  focales  la  una  de  la 
otra.  Admite  cuatro  puntos  dobles,  situados  por  pares  ett  dichas  dos 
focales  O,  O*  y  a,  a!,  y  contiene  cuatro  rectas  de  longitud  nula  que 
unen  Oy  O^  á  eiy  sl^. 

El  toro  y  la  cíclida  de  Dupin  se  encuentran  entre  las  recíprocas 
de  conos  de  revolución  de  segundo  grado  (pág.  436). 

Para  terminar,  indicaremos  simplemente  que: 

La  cíclida  de  Dupin,  admite  además  una  serie  de  esferas  doble- 
mente tangentes,  cuyos  centros  describen  una  cuádrica  cualquiera, 
ortogonales  á  una  esfera  ñja,  que  es  tangente  á  la  cuádrica  en  dos 
de  sus  umbílicos,  y  que  por  consiguiente,  la  corta  s^gún  cuatro 
rectas  que  forman  un  cuadrilátero,  cuyos  vértices  son  los  cuatro 
puntos  dobles  de  la  cíclida. 

Mr.  Mannheim  considera  también  á  la  cíclida  como  la  transfor- 
mada de  un  toro  (*),  para  llegar  á  esta  conclusión  establece  el 

Lema.  Se  puede  siempre  transformar  un  grupo  de  tres  esfetas 
dadas  en  un  grupo  de  otras  tres,  cuyos  centros  se  hallan  en  linea  recta. 
El  lugar  de  los  polos  de  transformación  es  la  circunferencia  que  corta 
según  ángulo  recto  á  los  círculos  de  las  esferas  dadas,  situados  en  el 
plano  que  pasa  por  sus  centros,  puesto  que  es  evidente  que  los  polos 
de  transformación  deben  hallarse  en  el  plano  de  las  esferas  dadas; 
y  si  transformamos  los  círculos  máximos,  situados  en  este  plano. 


(*)    NoutelUs  Annales  de  láaihématiquii,  (1860,  pág.  67). 
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en  Otros  tres,  cuyos  centros  se  hallen  en  línea  recta,  la  misma  trans- 
formación originará,  respecto  á  las  tres  esferas,  otras  esferas  cuyos 
centros  se  hallan  en  línea  recta. 

Mr.  Mannheim  reduce  pues,  el  problema  al  siguiente: 

Tfansjortnar  tres  circuios  en  otros  ttes^  cuyos  centros  se  hallan 
en  línea  recta^  pues  tomando  por  polo  uno  de  los  puntos  de  la 
circunferencia,  que  corta  ortogonalmente  á  las  circunferencias  dadas, 
dicha  circunferencia  orlogonal  se  transforma  en  una  recta  que  corta, 
según  ángulo  recto,  á  las  transformadas' de  las  circunferencias  dadas; 
y  por  cortar  esta  recta,  á  las  transformadas,  según  ángulo  recto, 
contiene  sus  centros. 

Y  puesto  que  podemos  transformar  las  tres  esferas  eñ  otras  tres, 
cuyos  centros  se  hallan  en  línea  recta,  es  decir,  transformar  la  cí- 
clida  en  toro;  cuando  ios  centros  están  en  línea  recta,  podremos 
trazar  por  esta  recta  un  piano  cualquiera  que  corte  á  la  esfera  según 
tres  circunferencias,  á  las  que,  en  general,  se  pueden  trazar  ocho 
circunferencias  tangentes,  simétricas  dos  á  dos;  y  haciendo  girar,  la 
fígurá  alrededor  del  eje,  resultarán  cuatro  toros,  y  la  ciclida  se 
compondrá^  en  general^  de  cuaho  kojc^. 

Otras  proposiciones  establece  Mr.  Mannheim,  que  ya  se  demues- 
tran en  otro  lugar,  y  que  pueden  verse  en  la  citada  Memoria. 

En  cuanto  á  las  rectas  de  la  ciclida,  que  encuentran  al  círculo 
del  inñnito,  basjtará  decir  que: 

Se  obtienen  todas  las  rectas  de  la  ciclida,  hallando  en  cada  una 
de  las  cinco  series  dobles  de  círculos,  cuáles  de  éstos  son  los  que 
se  descomponen  en  dos  rectas. 

Los  centros  de  estos  círculos  deben  pertenecer  á  la  vez  á  la 
ciclida  y  á  su  focal.  Cada  ciclida  se  halla  cortada  en  ocho  puntos 
por  una  de  sus  focales,  y  por  estos  ocho  puntos  pasan  i6  rectas, 
pertenecientes  á  la  ciclida.  Estas  rectas  forman  ocho  círculos  de 
radio  nulo. 

M.  Darboux  observa  que,  si  la  ciclida  se  transforma  por  radios 
vectores  recíprocos,  tomando  el  polo  de  transformación  en  la  super- 
ficie, se  transforma  en  una  ciclida  de  tercer  grado,  y  las  rectas  que 
encuentran  al  círculo  del  inñnito  se  transforman  en  nuevas  rectas 

31 


466  LIBRO    4.** — CAPÍTULO    II 

que  encuentran  al  mismo  círculo,  concluyendo  que:  La  disposición 
de  las  i6  rectas  de  una  cíclida  es  la  misma  que  las  de  las  rectas  de  una 
superficie  de  tercer  grado,  que  eticuentran  á  una  cónica  de  esta  super- 
fície,  (Véase  la  obra  de  M.  Darboux). 

§  8.**     Recapitulación 

281.  Haces  de  superficies  de  segundo  orden.     Sean 

Q  =  ^aik  Xik  =0      Q  =  S¿ífc  ^1  ^*  =  o 

dos  superficies  de  segundo  orden.  El  haz  de  superficies 

XQ  —  *  ==  o,     ó     S  {\aik  —  bik)  Xi  Xk  =  o, 

contiene  todas  las  superficies  de  segundo  orden  que  pasan  por  la 
intersección  de  las  superficies  Q  y  1>. 

La  condición  para  que  una  superficie  de  segundo  orden  dege- 
nere en  un  cono  es,  que  se  anule  su  discriminante  |  X^o;  —  *<*  1  =  Oj 
ecuación  de  cuarto  grado.  Así: 

Un  haz  de  superficies  de  segundo  orden  contiene,  en  general, 
cuatro  conos. 

Los  vértices  de  estos  conos  son  los  vértices  de  un  tetraedro. 

282.  Las  transformaciones  y  los  grupos.  Una  colineación 
es  una  transformación  que  conduce  de  un  punto  a  otio,  de  manera  que 
las  nuevas  coordenadas  tetrcLédricas  son  junciones  proporcionales  a 
junciones  enteras  lineales  de  las  primitivas,  es  decir ^  que 

4 
^X'i  =  ^k^ikXk. 

1 

El  orden  de  una  curva  ó  superficie  no  se  altera  por  colineaciones\ 
y  puesto  que  entran  1 5  coeficientes  en  cada  colineación:  Existen  en 
el  espacio  00**  colineaciones. 

Además,  una  superficie  de  segundo  orden  depende  de  nueve 
coeficientes,  por  tanto: 

Existen  00*  colineaciones,  que  transforman  una  superficie  de  se- 
gundo orden  en  otra  dada  del  mismo  orden,  ó  que  transjorman  en  la 
misma  una  superficie  de  segundo  orden. 
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Teorema.     Todos  los  movimientos  del  espacio  forman  un  grupo* 
En  efecto,  sean 

x^=-a,x  -\-a^y-\-a:,z-\'  a„    yx=^b,x  ^  b^y  +  c^z  -V  ¿o, 
z,  =  c,x  +  c^y-\-c^z+c^ 

las  ecuaciones  correspondientes  á  la  posición  primitiva  del  punto 
{x,  y,z)y  k  su  nueva  posición  (;r,,  ;/,,  zX  en  las  que  las  nueve  cons- 
tantes a,,  a„  «3,  ¿,,¿j,  ¿3,  ¿^1,  ¿:„  ¿Tg  expresan  los  coeficientes  de  una 
sustitución  ortogonal,  de  manera  que  se  tiene 

a\+b\  +  c\=^a\-\-b\  +  c\  =  a\'Vb\  +  ^'3  =  I 

siendo  el  determinante  S  ±  a,  ¿^  ^3  =  -f-  i. 

Un  nuevo  movimiento  que  conduzca  á  la  posición  (/?„  ¿j,  ^,), 
tendrá  por  relaciones  correspondientes 

4rj  =  a,  ;ri  +  ¿í,^,  +  «3  ^i  +  ^a> 

^2  =  ^t  -^1  +  ^i  +  ^3  ^  +  ^0,     ^t  =  ^1  ^1  +  ^%y\  +  ^3  ^i  +  ^0 

Para  establecer  la  equivalencia  de  las  dos  series  de  movimientos, 
eliminaremos  ^r,,  j^,,  z^^  y  obtendremos  las  expresiones  de  4r„  j^„  xr, 
bajo  la  forma 

;rj  =  A,;r  +  A,j^  +  A3«+Ao,  j'4  =  B,.r4-...,  £r  =  C,;r+..., 

expresando  las  A,  B,  C  funciones  de  a,  b,  c  y  i?,  6,  c,  que  satisfa- 
cen á  las  condiciones 

A*,  M- B*.  +  C*,  =  I ,     A,A,+ B.B,  +  ...  =  o, 

S±  A,BjC3=  +  I. 

Así  pues,  las  dos  series  de  movimientos  son  equivalentes.  Y 
existiendo  12  parámetros  entre  seis  relaciones  efectivas,  resultan 
00"  movimientos  del  espacio,  que  forman  un  grupo  de  seis  pará- 
metros. 
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283.  Sistemas  tetracíclico  y  penta-esférico.  Considere- 
mos un  sistema  de  coordenadas  tetraédncas  ^i,  ^,,  ^3,  ^4  y  la 
ecuación  de  una  esfera  Q  =  o,  referida  al  plano  por  proyección 
estereográfica.  Por  valores  convenientes  del  sistema  de  coordena- 
das, podemos  reducir  Q  á  una  forma  cuaternaria,  cuyo  discrimi- 
nante no  sea  nulo.  Esta  determinación  de  coordenadas  ^^  ^2»  ^^^ 
x^ ,  las  cuales  se  hallan  ligadas  por  la  relación  Q  =  o,  la  podemos 
llevar  al  plano.  Hallándose  las  cuatro  coordenadas  ligadas  por  tres 
relaciones,  solo  existen  dos  cantidades  independientes,  como  suce- 
de en  el  plano.  Para  definirlas,  consideremos  las  cuatro  ecuaciones 

x^  =  0,  x^=  o,  x^  =0,  Xj^  =  o, 
que  representan  cuatro  planos  en  el  espacio,  las  cuatro  caras  del 
tetraedro,  y  por  consiguiente  dan  con  la  esfera  ü  =  o,  cuatro  cir- 
cunferencias. Las  coordenadas  ;r,-,  en  el  plano,  se  llaman  coordena- 
das tetraciclicas,  y  los  círculos  xi  =  o  círculos  fundamentales  del 
sistema  de  coordenadas. 

Para  determinar  las  coordenadas,  empleemos  las  coordenadas 
rectangulares  homogéneas  5,  t),  ^,  t.  Se  llega  á  este  sistema  de 
coordenadas  mediante  la  sustitución  lineal: 

y,  efectuando  la  proyección  estereográfica,  se  expresarán  las  coor- 
denadas tetraédricas  por  las  fórmulas 

P^í  =  2hixt  +  2Bíj/  +  Q  {x'  +y  -  /«)  +  Di  {x^  +  y  -h  n. 

en  virtud  de  las  relaciones 

p5  =  2xt,     pYj  =  2yt,     pC  =  ,r'  +  y  —  /*,     pT  =  ;r«  +  j/*  4-  /*. 

X  y 

Introduciendo  ahora  las  coordenadas  cartesianas  X  =  — ,  Y  =  — , 

tendremos 

siendo  j^  un  factor  de  proporcionalidad;  y  puesto  que  el  valor  de 

X*  +  Y,  +  aX  H-  pY  +  ^ 
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expresa  la  potencia  de  un  punto  cualquiera  X,  Y  respecto  al  círculo 

X'  +  Y^-|.aX+pY  +  Y==o, 

podemos  decir  que:  Las  coordenadas  tetraédricas  de  un  punto  del 
plano  son  proporcionales  a  la  potencia  de  dicho  punto  respecto  á  los 
cuatro  círculos  fundamentales.  Entre  dichas  cantidades  se  verifica 
una  ecuación  cuadrática  Q  =  o  con  discriminante  no  nulo. 

Podemos  además  enunciar  los  siguientes: 

Teorema  I.  Las  ecuaciones  homogéneas  de  primer  grado^  entre 
coordenadas  tetraédricas^  representan  urt  circulo  y  viceversa. 

Teorema  II.  Cada  transformación  circular  corresponde  a  una 
sustitución  lineal  homogénea  de  coordenadas  tetiaédricas,  que  dejan 
invariable  la  identidad  ü,  y  viceversa. 

Entre  los  sistemas  especiales  de  coordenadas  tetracíclicas,  po- 
demos citar  los  que  corresponden  respectivamente  á  las  identida- 
des, ó  formas  canónicas: 

«i^i*  +  «2^2*  +  a^^^^  +  a,^2  =  o,  (A) 

Ax,x^  +  «3-^3*  +  «4^4*  =  O,  (B)  ^,x^x^  +  k^.x^x^  =  o,  (C) 
en  los  casos  de  ser  cuatro  los  círculos  fundamentales  (A),  ó  dos 
•^3  y  ^4  ortogonales,  con  los  puntos  circulares  x^  y  x^  (B)  ó,  en  pl 
caso  de  que  x^  y  x^  se  hallen  en  las  intersecciones  de  x^  y  x^,  de 
las  que  pueden  considerarse  muchos  casos,  por  ejemplo,  si  (A)  es 

±  x\  ±  x\  ±  x\  ±  x\  =  o; 

y  á  cada  punto  real  corresponden  valores  reales  de  dos  coordena- 
das, y  á  ^Tg,  x^  valores  conjugados  imaginarios  de  las  otras  dos 
coordenadas 

U  U 

y  cuando  en  la  identidad  tienen  x^^  y  ;r%  signos  contrarios,  la  iden- 
tidad (A)  toma  la  forma 

2ipq  ±  x\  ±  x\  =  o.     (*) 


(*)    M.  BOcher,  üeber  die  Reihenenwiekelungen  dtr  Potential  tekorie. 
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M.  Bócher,  generalizando,  hace  corresponder  estereográfica- 
mente el  espacio  de  tres  dimensiones  á  una  esfera  en  el  espacio  de 
cuatro,  para  llegar  á  las  coordenadas  pentaesf ericas,  como  sigue: 

Las  coordenadas  pentaesf ericas  x,,  x^,  Xg,  x^,  x^  de  un  punto  del 
espacio,  son  proporcionales  á  las  potencias  de  dicho  punto  respecto  a 
cinco  esferas  fundamentales.  (Estas  pueden  elegirse  arbitrariamente, 
pero  siendo  ortogonales  á  una  sexta  esfera). 

Entre  las  cinco  coordenadas  pentaesféricas  de  un  punto  se  verifica 
una  identidad  cuadrática,  cuyo  discriminante  no  es  nulo. 

Toda  sustitución  lineal  homogénea  de  coordenadas  pentcusféi  icos 
puede  considerarse  cofno  una  transformación  de  coordenadas. 

Si  las  cinco  esferas  fundamentales  son  ortogonales  entre  si^  se 
verificará  la  identidad 

5 

ü  aiXi^  =  o,       etc. 

1 

y  llegamos  á  los  resultados  conocidos: 

Las  ciclidas  son  superficies  que  pueden  representarse  por  ecua- 
dones  homogéneas  de  segundo  grado  entre  coordenadas  pentaesféricas. 

Las  ciclidas  se  transforman  eti  ciclidas  por  transformaciones 
circulares. 

•  284.  Transformaciones  lineales  de  una  superficie  de  se- 
gundo ORDEN  EN  ELLA  MISMA.  Tomemos  cl  problcma:  Obtener 
todas  las  transformaciones  posibles  que  reducen  una  superficie  á  ella 
misma.  Sea  la  ecuación  de  una  superficie  de  segundo  orden 

/=  ÜL^aikXiXk  =0.  (I) 

Los  coeficientes  cm  de  una  transformación  lineal 

?i  =  Ci^Xi  +  CitX^  +  Ci^X^  +  CUX4.  (3) 

se  deben  transformar,  de  modo  que  se  verifique  la  identidad 

'S.Y.aiHXiXH  =  ^^aik\i\k.  (3) 

Expresemos  /  y  t  dos  polos  conjugados,  respecto  á  /=  o,  en 
línea  recta  con  x  y  I,  de  manera  que 

Xi  =  x/,.  +  Xt,-,       5¿  =  x/¿  —  Xt¿.  (4) 
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Dados  X  y  t,  quedan  determinados  5  y  f.  Si  se  verifica  una  re- 
lación lineal  entre  las  /» y  t¿,  se  verificará  también  otra  igualdad  de 
la  forma  (2).  Por  consiguiente,  se  nos  ofrece  el  problema  de  enlajsar 
las  coordenadas  de  los  puntos  /  y  t  por  una  relación  lineal,  de  ma- 
nera que  las  expresiones  (2)  conduzcan  á  la  identidad  (3). 

Introduzcamos,  en  vez  del  punto  /,  su  piano  polar 

/,•  =  Aíiiíi  +  AiM$h  +  Aüth  +  AuMi, 

expresando  las  A¿fc  ios  determinantes  menores  de  los  a¿ft.  El  punto 
T  debe  hallarse  en  el  plano  lí,  y  esto  se  obtiene  fácilmente  por 
ecuaciones  lineales,  cuando  se  hallan  ligados  el  plano  ií  y  el  punto  t 
por  transformación  de  un  compiejo  lineal,  mediante  las  ecuaciones 

Ti  =  oíittj  +  cmtu^  +  oisn,  +  auu^ ,    oEiik  =  —  a¿*    o»  =  o.     (6) 

Y  obteiíemos  una  primera  clase  general  de  transformaciones  de 
la  superficie  f  =  o  en  si^  cuando^  por  eliminacidn  de  las  Ui^  en  las 
ecuaciones 

Xi  =  xZAa«ik  +  x«¡4«*,    5|  =  xS^hikUk  —  XStfa^ik        (7) 

se  llega  á  ecuaciones  lineales  entre  las  x\  y  las  \i. 

Si  expresamos  por  A  (x,  X)  el  determinante  de  las  cantidades 
xAi»  +  Xort  y  los  menores  por  A|fc(x,  X),  obtendremos,  resolviendo 
las  ecuaciones  (7)1 

A(x,  \)ui  =  SAifc  (x,  \)Xk,    A(x,  -X)iií «  í;Ah(x,  -X)5t. 

Además  por  adición  de  las  ecuaciones  (7),  tendremos 
Xi+  ?;=  2x2:Aaiít, 
y  también  A  (x,  X)  \i  =  i^'L'L^h  (»,  X)  A^x*  —  A  (x,  X)  x/; 

A  (x,  -  i)  x/  =  2xS£A«  (x,  -  X)  Afcb  -  A  (x,  -  X)  fj , 

obteniéndose  ios  coeficientes  de  las  ecuaciones  (2)  por  la  resolu- 
ción de  estas  ecuaciones.  Por  consiguiente:  Si  dn  expresan  canti- 
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dades  arbitrarias  que  satisfacen  á  las  condiciones  a¿¿  =  —  ol¡^,  se 
tendrá 

A(x,X) 


^x^^UH  i^x,  K)  nii  A  >  /         1 

cik  = ^7^-^"^^ P^^^    ^  <  A     j 


cu  = 


(  (8) 

2xSA/¿(x,  X)Ak—  A(x,  X).  V 

A(x,X)  '  1 

veriñcdndose  también  la  ecuación  (2)  cuando  se  sustituye  —  X  por  X. 

Por  la  transformación  considerada,  cada  punto  de  la  superficie 
/=  o  llega  á  coincidir  con  un  punto  de  la  misma. 

Dependiendo  el  segundo  miembro  de  (8)  del  parámetro  x  :  X 
podemos  concluir  también  que:  A  todo  complejo  lineal  Ea¿|.  q¿^  =  o, 
pertenece  un  número  infinito  de  transformaciones  de  una  superficie 
f=  o  en  si  misma. 

Sin  entrar  de  nuevo  en  consideraciones  acerca  de  los  complejos 
lineales,  y  teniendo  presente  que  las  transformaciones  ó  sustituciones 
son  propias  ó  impropias,  según  que  su  determinante  es  +  i  ó  —  i, 
indicaremos  con  Clebsch,  (*)  que:  Toda  sustitución  impropia  cant^ 
bia  mutuamente  las  dos  series  de  generatiices  lie  una  superficie  trans^ 
formable  en  sí;  y  toda  sustitución  propia  transforma  una  generatriz 
en  otra  de  la  misma  serie ^  y  quet  Toda  sustitución  propia  puede  for- 
marse por  dos  transformaciones^  de  las  que  la  una  deja  invariables 
las  generatrices  de  un  sistema  y  la  otra  la  del  otro. 

Todas  las  transformaciones  propias  forman  un  grupo,  que  con- 
tiene, respectivamente,  los  subgrupos  formados  por  las  transforma- 
ciones propias,  que  no  cambian  las  generatrices  de  un  sistema,  y 
que  no  cambian  las  del  otro  sistema. 

Todo  movimiento  (considerado  como  una  operación  extendida 
á  todos  los  puntos  del  espacio)  debe  representarse  analíticamente 
por  una  sustitución  lineal,  del  mismo  carácter  que  el  sistema  de 
transformaciones  de  coordenadas  rectangulares,  correspondiéndose 
mutuamente  el  movimiento  con  la  variación  de  un  sistema  de  coor- 
denadas. 

Al  transformarse  una  superficie  de  segundo  orden  en  sí,  supo- 


(*>     Voriesungen  ñber  Geomttrity  Zwelten  Bande,  pág.  S71. 
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nemos  que  el  determinante  de  la  sustitución  no  es  nulo.  En  caso 
contrarío,  debemos  considerar  una  superficie  de  segunda  clase,  es 
decir,  una  cónica  en  el  espacio,  y  sustituirla  por  el  círculo  imagi- 
nario. En  este  caso,  la  construcción  considerada,  mediante  los  dos 
puntos  auxiliares  /  y  t,  pierde  su  significado,  y  debe  sustituirse  por 
dos  planos  auxiliares. 

En  la  obra  citada  de  Clebsch  puede  estudiarse  una  muy  intere- 
sante exposición  de  los  diferentes  casos  del  complejo  lineal. 

285.  Las  transformaciones  de  un  complejo  lineal  en  sí. 
Existe  íntima  analogía  entre  las  propiedades  de  un  complejo  lineal 
y  una  superficie  de  segundo  orden.  Por  colineación,  correspón- 
dense  cuatro  puntos  con  cuatro  planos. 

En  general:  Permanecen  fijas  cuaho  rectas  de  un  complejo  trans^ 
formable  en  sl^  que  forman  un  cuadriláíero  alabeado. 
Las  colineaciones  pueden  expresarse  bajo  la  forma 

Y,  =  a^  Xi,     Yj  =  a¿  X,,     Y3  =  a^  X,,     Y^  =  a^  X^,    . 

y  el  complejo  por 

representando  Pi*  ejes  principales  del  complejo. 

La  transformación  lineal  de  un  completo  lineal  Soi^  pi^  =  o  ^  si 
está  dada  por  las  jórmulas  (7)  y  (8)  cU  las  págs,  471  y  472,  que  se 
aplican  á  la  transformación  propia  de  una  superficie  ££a|](XiXk  =  o. 
Ijis  aik  son  ceuttidades  dadas  y  las  aik  parámetros  indeterminados. 

Si,  en  particular,  el  eje  del  complejo  es  una  arista  del  tetraedro, 
toda  transformación  que  deja  invariable  al  eje,  conduce  á  la  coin- 
cidencia del  complejo  consigo  mismo. 

Respecto  al  sistema  de  rectas:  En  general^  la  superficie  jocal 
consiste  en  dos  superficies  de  segundo  orden^  ^ue  se  cortan  en  las  cuatro 
rectcu  fijas  del  complejo  lineal  y  que  se  transforman  en  sí. 

286.  Geometría  circular  a).  Espacio  cuyo  elentento  gene- 
raiores  circulo  (espace  cerclé)  M.  Cosserat  en  su  tesis  del  doctorado 
Sur  le  cercle  consideré  comme  éliment  génétareteur  de  P espace  llega  á 
establecer  una  semejanza  completa  entre  esta  geometría  y  la  del 
espacio  reglado. 
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Observa,  ante  todo,  que  Enneper  (*)  distingue  varias  clases  de 
superficies  engendradas  por  la  circunferencia.  Las  de  la  primera 
son  aquéllas  para  las  que  dos  circunferencias  infinitamente  próxi- 
mas no  tienen,  en  general,  ningún  punto  común.  Las  de  la  segunda 
son  aquéllas  en  que  cada  generatriz  tiene  un  punto  único  con  la 
generatriz  infinitamente  próxima. 

Enneper  da  la  generación  siguiente: 

En  una  superficie  alabeada,  consideremos  dos  curvas  P,  P,,  de 
las  que  la  segunda  sea  una  trayectoria  ortogonal  de  las  generatrices, 
y  sean  rey  iz^  dos  puntos  de  T  y  T»,  situados  en  la  misma  generatriz. 
Describamos,  en  el  plano  traslado  por  el  punto  -k  y  por  la  tangente 
á  la  curva  T,  en  tt,  un  círculo,  cuyos  centro  y  radio  sean  tt  y  TtTr,.  La 
superficie  engendrada  por  esta  circunferencia  es  la  más  general  de 
la  segunda  clase.  Y  puede  decirse  que  el  lugar  del  punto  común  á 
dos  generatrices  infinitamente  próximas  forma,  en  la  superficie,  una 
curva  á  la  que  es  siempre  tangente  la  circunferencia  móvil. 

Las  superficies  de  tercera  clase  son  aquéllas  en  las  que  dos 
generatrices  infinitamente  próximas  tienen  constantemente  dos 
puntos  comunes.  La  superficie  es  la  envolvente  de  una  esfera  cuyo 
centro  describe  una  curva. 

Si  los  dos  puntos  comunes  á  las  generatrices  infinitamente 
próximas  se  hallan  constantemente  confundidos,  obtiénense  dos 
nuevas  clases  de  superficies: 

Ó  bien  el  círculo  móvil  permanece  constantemente  osculador  á 
una  línea  de  doble  curvatura,  ó  bien  el  círculo  móvil  permanece 
tangente  á  una  curva,  y  su  plano  pasa  por  la  tangente  á  la  curva 
descrita  por  su  centro.» 

Laguerre  da  la  generación  siguiente: 

Partiendo  de  la  idea  tie  que,  dado  un  círculo  en  el  espacio,  se 
puede  hacer  pasar  por  éste  dos  esferas  de  radio  nulo,  á  cuyos 
centros  ha  llamado  M.  Darboux  Jocos,  un  círculo  podrá  conside- 
rarse determinado  por  sus  focos  (véase  pág.  334).  Sea  (y,  /')  el 
círculo  cuyos  focos  son  f  y  }\y  consideremos  una  curva  alabeada 


(*)    DU  C!/kli$chin  Fldchen  (Zeitsckrift  für  MaUmatik  und  Phytik,  p.  S93.  1869.) 
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cualquiera  C  y  una  superficie  reglada  V  tal,  que  cada  una  de  sus 
generatrices  encuentre  á  esta  curva  en  dos  puntos /,- y /,-'.  Sean 
/i»  /i'»  /t»  U'i  ...  las  generatrices  de  esta  superficie.  Las  circunfe- 
rencias (/„  //),  (/t,  y,'), . . .  engendrarán  otra  superficie,  que  se 
llamará,  derivada  de  la  curva  C.  De  una  misma  curva  dada,  se 
puede  obtener  una  infinidad  de  superficies  circuladas.  Cada  una  de 
las  superficies  derivadas  depende  de  un  modo  de  agrupación  de 
los  puntos  de  la  curva  C,  definido  por  la  superficie  V.» 

M.  Cosserat  observa  que,  en  virtud  de  hallarse  determinado  un 
círculo  por  sus  dos  focos,  la  geometría  del  círculo  en  el  espacio  se 
reduce  á  la  geometiía  del  conjunto  de  dos  puntos;  y  el  desarrollo 
de  su  trabajo  estriba  en  considerar  como  elemento  del  espacio  al 
sistema  de  dos  puntos  á  que  denomina  doble  punto. 

Par  es  el  sistema  formado  por  el  conjunto  de  un  doble  punto  y 
de  una  esfera  trazada  por  éste  que  se  designa  mediante  la  nota- 
ción (a,  a). 

Dados  cuatro  puntos  dobles  a,  ¿,  c^  d^  su  relación  anarmónica 
(a,  ¿,  ^,  d)  será  la  de  las  cuatro  rectas  de  estos  puntos  dobles. 

Si  cuatro  pareas  (a,  a),  (¿,  ^),  (^,  y)»  (^>  ^)  ^  hallan  en  una  misma 
circunferencia,  se  dirá  que  estos  pares  Qstán  en  relación  anarmó- 
nica,  cuando  las  relaciones  anarmónicas  (a,  ¿,  Cy  d)  y  (ot  P,  y»  ^) 
de  los  cuatro  puntos  dobles  y  de  las  cuatro  esferas  a,  p,  y*  ^9 
sean  iguales.  , 

Consideremos  un  círculo,  y  supongamos  dado  el  punto  P,  que 
determina  la  descripción  del  círculo  por  el  movimiento  de  un  punto 
doble.  Para  definir  un  par  en  este  círculo,  se  deben  considerar  dos 
coordenadas  z  y  u,  que  definen  respectivamente  el  punto  doble  y  la 
esfera,  dependiendo  un  par,  en  una  circunferencia  dada,  de  dos  con- 
diciones. Una  ecuación  entre  jb  y  u  sujeta  el  par  á  una  condición. 
Los  pares  correspondientes  á  un  punto  P,  y  que  satisfacen  á  una 
misma  condición,  fonnan  una  correlación.  Si  se  observa  que  un  par 
de  una  correlación  se  define  por  una  nueva  condición,  se  puede 
decir  que  una  correlación  es  una  correspondencia  entre  los  puntos 
dobles  de  un  círculo  C,  relativos  á  un  punto  P,  y  las  esferas  que 
pasan  por  su  circunferencia. 
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Cuatro  pares  de  una  misma  correlación  de  primer  orden  y  de  la 
primera  clase  se  hallan  en  relación  anarmónica. 

Bastará  citar  además  los  teoremas  siguientes: 

Cada  punto  tomado  en  el  eje  del  circulo  C  es  el  centro  de  una  es- 
fera  tangente  a  la  superficie  circulada  en  dos  puntos  de  C.  Todas  las 
cuerdas  de  contacto  son  concurrentes  (*). 

Existen  en  cada  generatriz  dos  puntos^  en  los  que  es,  tangente  á 
una  linea  asintótica  de  la  superficie. 

La  curva  lugar  de  los  focos  de  los  cit  culos ^  que  engendran  la  su- 
perficie, es  una  focal  de  ésta  (Demaitres). 

También  puede  estudiarse  esta  teoría  en  la  obra  citada  de 
M.  Darboux  (t.  II,  págs.  314-45),  que  dedica  un  extenso  capítulo  á 
las  congruencias  de  cífculos  y  sistemas  cíclicos. 

Sea  1:  Ai5»  {x,y,  ¿r)  =  o  (i) 

t=i 

la  ecuación  que  representa  las  superficies  (S).  Si  haciendo  /  =  4, 
tomamos  l,  ^,  «  por  las  funciones  tp,-,  se  tendrá  la  ecuación  más 
general  de  un  plano.  Si  haciendo  /=  5,  se  añade  á  las  funciones 
precedentes  ^*  +  J^  +  «'>  se  tendrá  la  ecuación  de  una  esfera,  y 
así  sucesivamente.  Además,  si  elegimos  convenientemente  el  nú- 
mero /  y  las  funciones  9,-,  se  podrá  obtener  la  ecuación  más  gene- 
ral de  las  superficies  que  pasan  por  un  número  detemiinado  de 
puntos  fijos,  ó  que  contienen  ciertas  curvas  fijas. 

Dos  superficies  (-)  se  cortan  según  una  curva  fija  C  definida 
por  dos  ecuaciones  la  forma 

£  Ai?,-  (x,  y,  xr)  =  o,       I  Bí^í  (.r,  y,  e)  =0  .  (2) 

Si  suponemos  que  los  coeficientes  A¿,  B,-  sean  funciones  cual- 
quiera de  dos  parámetros  variables  a  y  6,  se  obtiene  una  congruen- 
cia de  curvas.  Si  sustituímos  á  éstos  las  dos  funciones  p  y  p»  de  las 
variables  a,  b,  que  permanecen  constantes,  cuando  se  asocian  las 
curvas  de  la  congruencia  que  se  cortan  sucesivamente,  y  unimos  á 


(•)    Demartres.  Sur  les  surfacet  á  generatrice  circulaire.  (Ann.  de  l'Bcole  Normal.  Ter- 
cera serie,  t   II,  p¿g.  1S3). 
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las  ecuaciones  (2)  sus  derivadas  con  relación  á  c, 

2 -7- ?i  (^.  J'.  «)  =  o.     S -r- ?i  (*.^. «)  =  o.     .        (3) 

y  expresamos  que  los  primeros  miembros  de  estas  ecuaciones  se 
hallan  ligados  por  una  relación  lineal,  llegaremos  á  una  serie  de 
relaciones  de  la  forma 

M^  +  N^=PAi+QB,-,  (4) 

en  las  que  M,  N,  P,  Q  son  funciones  determinadas  de  p  y  Cp  y  lo 
mismo  sucederá  si  derivamos  respecto  á  Pi,  obteniendo 

M.^  +  N.^  =  P.A..  +  Q,B...  (5) 

que  deben  verificarse  para  todos  los  valores  del  índice  1. 

Para  resolver  el  sistema  de  las  ecuaciones  (4)  y  (5),  sustituya- 
mos á  la  función  A;  la  combinación  lineal  MA,-  +  NB,- ,  lo  que  no 
cambia  las  ecuaciones  de  la  curva  (C). 

La  ecuación  (4)  tomará  la  forma 

^  =  PAí  +  QBí. 

dp 

que  determinará  B<;  y  sustituyendo  su  valor  en  la  segunda  ecua- 
ción (2)  y  en  la  (5),  tendremos  el  resultado  siguiente: 

Las  ecuaciones  que  determinan  las  curvas  (C)  deben  ser  de  la 
forma 

2  Af  ?i  {x,y,  5)  =  o,     £  — ^  f í  {x,y,  jbt)  =  o.  (6) 

ap 

siendo  las  funciones  A,*  las  soluciones  particulares  de  una  misma 
ecuación  lineal  • 

-^—  +a  — 4-6  — +  CO-0.  (7) 

en  la  que  a,  b,  c  expresan  funciones  cualesquiera  de  ^  y  de  p^. 
Para  obtener  las  congruencias,  elijamos  cinco  funciones  cuales- 


\ 
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quiera  O,-  de  dos  parámetros  a,  ¡3  y  escribamos  la  ecuación  lineal 

^.a.+N^.  +  í^V*  +  '^'.^+N.^  +  P.^  =  o.       (8) 

cuyos  coeficientes  se  determinan  por  la  condición  de  que  la  ecua- 
ción admita  las  cinco  soluciones  particulares  6,%  Los  círculos  de  la 
congruencia  quedan  determinados  por  las  ecuaciones 

en  las  que  x;  son  cinco  funciones  lineales  de  x*  +y*  +  ¿r*,  x^  y^z^i, 
por  ejemplo,  las  coordenadas  pentaesféricas  de  un  punto,  en  las  que 

la  relación  —  se  halla  definida  por  la  condición  de  que  la  ecuación 

diferencial  nd<f-  —  md^  =  o  sea  la  de.  una  de  las  características  de 
la  ecuación  (8),  pues  si  se  reduce  la  ecuación  (8)  á  la  fornia  normal, 
integrando  las  ecuaciones  diferenciales  de  las  características,  las 
ecuaciones  (9)  toman  la  forma  (6). 

Observaremos  que,  dada  una  solución  cualquiera  6  de  la  ecua- 
ción (7),  es  posible  obtener  una  función  <x  tal,  que  se  tenga 

^  =  me  +  #i-.    3^=po,  (10) 

satisfaciendo  o  á  una  ecuación  de  la  forma 

rr-  +  «  r-  +  ?  T-  =  o-  (I  O 

A  cada  una  de  las  soluciones  A;  corresponderá  de  esta  manera 
una  solución  Oi  de  la  ecuación  en  <i,  y  las  ecuaciones  (6)  tomarán 
la  forma 

S  ^  ?*  (-^.X  ^)  =  o,     s  -^  '^i {x,y,  e)  =  o  (12) 

en  las  que  ?  y  p,  entran  de  igual  modo  y  las  ai  son  soluciones  par- 
ticulares de  la  ecuación  (11). 

M.  Darboux  deduce  de  estas  consideraciones  algunas  conse- 
cuencias importantes.  Llamando  superficies  singulares  de  la  con- 
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griiencia  á  las  superficies  engendradas  por  curvas  de  la  misma, 
que  se  cortan  sucesivamente,  observa  q\ie  hay  generalmente  tantas 
series  de  superficies  singulares  como  puntos  focales  en  cada  curva 
de  la  congruencia. 

Pero  en  el  caso  de  que  se  trata,  por  el  contrario,  hay  solamente 
dos  series  de  superficies  singulares,  que  contienen  respectivamente 
todas  las  curvas  de  la  congruencia  para  las  que  pop,  conservan 
valores  constantes.  Y  se  obtendrán  unas  y  otras,  eliminando  ya  p, 
ya  Pi  entre  las  dos  ecuaciones  (12). 

Para  demostrar  que  cada  una  de  estas  ecuaciones  (12),  consi- 
derada sola,  representa  una  superficie  tangente,  en  todos  los  pun- 
tos de  l/i  curva  de  la  congruencia,  á  una  de  las  superficies  singu- 
lares, que  contienen  dicha  curva,  escribamos 

P,  considerada  como  función  p  y  de  p,,  satisfará  á  la  ecuación 
;^*P    .      ^P  _^  ^  BF 

y  las  ecuaciones  (12)  se  simpliñcarán,  tomando  la  forma 

Sí  diferenciamos  totalmente  estas  ecuaciones,  obtendremos,  te- 
niendo en  cuenta  la  ecuación  (14), 

.  3P    ,   3«P    .  w  aP    .    »*P  ^ 

refiriéndose  la  diferencial  d  á  x^y,  z  tAn  sólo. 

La  ecuación  del  plano  tangente  á  la  superficie  p  =  const.,  será 

pues  a-—  =  o. 

Si  se  trata  de  una  congruencia  rectilínea,  las  dos  ecuaciones 
(15)  representan  los  planos  focales  de  la  recta,  y  si  la  congruencia 
está  formada  por  circuios,  representan  dos  esferas  que  pueden  Ha- 
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marse  también  esferas  focales,  y  que  contienen  á  una  de  las  cir- 
cunferencias infinitamente  próximas  á  la  propuesta,  que  la  cortan 
en  dos  puntos. 

Entre  las  consecuencias  á  que  llega  M.  Darboux,  citaremos  el 
siguiente 

Teorema.  En  toda  envolvente  de  esferas  con  dos  parámetros  hay, 
en  general,  dos  series  de  lineas,  que  llamaremos  líneas  principales 
de  la  envolvente,  definidas  por  la  propiedad  de  que,  cuando  se  recorre 
una  de  ellas,  los  cuatro  puntos  de  contacto  de  las  dos  esferas  infinita- 
mente próximas  con  la  envolvente,  están  en  una  misma  circunferencia 
que  llamaremos  circunferencia  principal.  Las  lineas  principales, 
son  las  características  de  la  ecuación  de  derivadas  parciales  que  ad- 
miten por  soluciones  particulares  Ic^  cinco  coordenadcts  homogéneas 
de  las  esferas  variables, 

286.  Geometrías  esféricas  b).  Un  sistema  geométrico  im- 
portante es  el  de  las  geometrías  esféricas  de  Lie  (véase  pág.  430) 
elemental  y  superior  (Kugel  geametrie).  Escribamos  la  ecuación  de 
la  esfera  bajo  la  forma 

^*+y  +  ¿^  —  2^x  —  2Cy  —  iDz  +  l£s  =  o,  (I) 

considerando  á  B,  C,  D,  E  como  coordenadas  de  la  esfera;  enton- 
ces el  espacio  se  ofrece  como  una  variedad  de  cuatro  dimensiones. 
Para  el  radio  de  la  esfera,  tendremos  la  expresión 

R'  =  B«  +  C«  +  D*  —  E, 

como  relación  que  une  la  quinta  cantidad  R  con  las  cuatro  coorde- 
nadas A,  B,  C,  D. 

Hagamos,  para  introducir  coordenadas  homogéneas, 

B  = --,     C  ==  — ,     D  =  — ,    E  =  — ,     R  —  — ; 
a  a  a  a  a 

entonces  a\b\c\d\e  serán  las  cinco  coordenadas  de  la  esfera  y  la 
sexta  cantidad  r  se  refiere  á  ellas  por  medio  de  la  ecuación  homo- 
génea de  segundo  grado 

r«  =  ¿*  +  í*-f  ¿*  — ^.  (2) 
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En  la  geometría  esférica  elemental  se  emplean  tan  solo  las  cinco 
coordenadas  a\b:c\d:e,  mientras  que  se  introduce,  en  la  supe- 
rior,  la  cantidad  r.  En  este  sistema,  la  esfera  tiene  seis  coordenadas 
homogéneas,  a^  ¿,  c,  d,  e^  r,  unidas  por  la  ecuación  (2). 

Cada  una  de  estas  geometrías  está  caracterizada  por  el  grupo 
que  le  corresponde. 

En  la  elemental,  el  grupo  está  formado  por  todas  las  sustitucio- 
nes lineales  de  las  cinco  cantidades  a,  ¿,  c,  d,  e  que  dejan  invaria- 
ble la  ecuación  homogénea  de  segundo  grado 

¿*+^'-f  rf'-a^  =  o,  (3) 

que  da  oo^-J5=:  q^\o  sustituciones.  El  significado  geométrico  de  la 
ecuación  (3)  consiste  en  que  el  radio  es  cero.  Cada  esfera  de  radio 
cero,  es  decir,  cada  punto,  se  transforma  en  un  punto.  Y  puesto 
que  la  polar 

2bb'  +  2cc'  +  2dd'  —  ae  —  a'e  =^  o  (4) 

permanece  invariable  en  la  transformación,  resulta  que  las  esferas 
ortogonales  se  transforman  en  esferas  ortogonales.  Así,  el  grupo  de 
la  geometría  elemental  esférica  es  el  grupo  conforme. 
Una  ecuación  de  segundo  grado 

F  (a,  b,  c,  d,  e)  =  o, 

tomada  con  la  relación  (3)  representa  la  superficie  puntual,  llamada 
ciclida  por  M.  Darboux,  cuyo  estudio  ha  hecho  en  su  obra  citada; 
y  Mr.  Bócher  ha  relacionado  este  estudio  con  la  teoría  del  po- 
tencial (*). 

En  la  geometría  esférica  superior,  las  seis  coordenadas  homo- 
géneas a\b\c\d\e\r  se  hallan  ligadas  por  la  ecuación  de  se- 
gundo grado 

¿*  +  ¿:*  +  ¿*  —  r*  —  ¿w:  =  o.  (5) 

El  grupo  correspondiente  es  el  de  la  sustitución  lineal,  que  trans- 
forma en  sí  á  esta  ecuación,  ó  el  de   oc^-^^  =  oo**^  sustituciones. 


(*)    M.  Bócher,  Vthtr  die  Rtihtntnmckelungtn  der  Pottntial  theorie. 

32 
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Haciendo  B'  =  B,  C  =  C,  D'  =  D,.  E'  =  E,  R'  =  R  +  const. 
la  transformación  consiste  en  una  dilatación  de  cada  esfera,  hasta 
llegar  á  una  esfera  de  radio  dado.  Y,  permaneciendo  invariable  la 
ecuación  polar 

2bb'  +  2c¿  +  2d(V  —  2rr'  —  ae'  —  aV  =  o 

por  toda  transformación  del  grupo,  las  esferas  en  contacto  seguirán 
en  contacto,  perteneciendo  el  grupo  á  la  clase  de  transformaciones 
de  contacto^  tratada  en  sus  obras,  por  Sophus  Lie. 

Una  ecuación  F  (a,  ¿,  c,  ¿,  ^,  r)  =  o  representa  un  complejo  de 
primero,  segundo,  ...  grado,  según  el  grado  de  la  ecuación,  de  00^ 
esferas.  Dos  ecuaciones  Fí=  o,  F8=o  representan  una  congruen- 
cia de  00*  esferas,  tres,  una  serie  de  esferas. 

En  la  geometría  ordinaria,  una  superficie  se  concibe  como  un 
lugar  de  puntos,  en  la  de  Lie,  como  la  totalidad  de  todas  las  esfe- 
ras tangentes  á  una  superficie . 

Nuevos  detalles  pueden  verse  en  las  obras  de  Herr  Klein,  Lectu- 
res  on  Mathematics  y  Hohere  Geometrie^  1. 1,  págs.  208-232  y  en  la 
obra  citada  de  M.  Darboux,  t.  I,  lib.  IV,  cap.  XV. 

287.  Sistemas  de  cíclidas  homofocales.  Para  demostrar 
que  el  sistema  de  cíclidas  homofocales  es  triplemente  ortogonal, 
vamos  á  expresar  que,  dadas  dos  ecuaciones  homogéneas  respecto 
á  las  cinco  cantidades  S,  representari  dos  supei*ficies  ortogonales. 
Empleando  la  notación  ya  empleada  en  la  página  419,  tendremos 

(?,  +)  =  S  g.  ^.  (Sí,  Sy).  (/,  y  =  I,  2,  3,  4,  5) 

Pero  según  las  ecuaciones  (i6j  y  16^)  de  la  pág.  419,  esta  ecua- 
ción puede  escribirse  así, 

(„«-.(.s,^)(.^) 

y  por  ser  nulos  los  dos  primeros  términos  del  segundo  miembro. 
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en  virtud  de  la  ecuación  homogénea  de  las  dos  superficies,  la  rela- 
ción de  ortogonalidad  toma  la  forma  simple 

Kl)'(l) 

Esta  ecuación  se  verificará  para  dos  cíclidas  pertenecientes  al 
sistema  definido  por  la  ecuación 


1     K  —  üi 

Luego:  Dos  cíclidas  homof ocales  se  cortan  según  ángulo  recto^  en 
todos  los  puntos  de  su  intersección. 

Para  demostrar  que  pasan  tres  cíclidas  reales  por  un  punto  cual- 
quiera del  espacio,  supongamos  que  de  las  cinco  esferas  una  p.e.(S5)* 
tenga  un  radio  imaginario  +  k  y¡ —  i.  La  ecuación  del  sistema  será 

X. — a^       X — a^       X — a^       X — a^       X — a^ 

Cuando  X  es  la  incógnita,  da  tres  raíces  reales,  una  entre  a^  y  a^ 
y  las  otras  dos  entre  a^  y  «3,  entre  a^  y  a^.  Las  cíclidas  correspon- 
dientes son  reales. 

Cuando  se  hace  en  la  ecuación  (3),  X  =  a^,  la  superficie  se  redu- 
ce á  una  esfera  doble  ó,  mejor,  á  la  parte  de  esta  esfera,  limitada 
por  la  focal.  Cuando  X  se  aproxima  á  íi,,  por  ejemplo,  la  intersec- 
ción de  la  cíclida  y  de  la  esfera  (S,-)  se  aproxima  á  la  curva  límite 

S,  =  o, 1 1 =  o. 

¿í,  —  a^       a^  —  a^       a^  —  a^  a^^  —  a^ 

Y  lo  mismo  sucede  para  las  otras  focales. 

288.  Nuevo  sistema  de  coordenadas  aplicable  A  las  cícli- 
das.    Las  cinco  cantidades  S,-  definidas  en  la  pág.  457,  que  son  las 
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potencias  de  un  punto  con  relación  á  cinco  esferas  ortogonales, 
pueden  considerarse  como  un  sistema  especial  de  coordenadas, 
que  ya  se  trató  en  las  coordenadas  pentaesféricas. 

El  sistema  de  cíclidas  homofocales  origina  un  sistema  de  coor- 
denadas curvilíneas,  análogo  al  de  las  coordenadas  elípticas  de 
Lame,  Jacobi  y  Liouville. 

Llamando  p,  p„  p,  á  los  parámetros  de  las  tres  cíclidas  homofo- 
cales que  pasan  por  un  punto  del  espacio,  estos  parámetros  son 
raíces  de  la  ecuación 

2  ^ =  0. 

A  —  ai 

Quitemos  denominadores,  y  expresemos  por  M  el  coeficiente 
de  X^,  tendremos 

^^  {Si :  RiY  ^        M(X-p)^K-pO(K-p,) 
X  -  ai  (X  —  ai)  (X  —  ¿ij) (X  —  a^)' 

Haciendo  por  brevedad/  (>)  =  (X  —  ¿x,) (X  —  a^,),  si  des- 
componemos el  segundo  miembro  en  fracciones  racionales,  é  iden- 
tificamos, será 


(l;)"= 


M  (aj  —  p)  {ai  —  Pi)  (ai  —  Pa) 


Sí         ,— 
ó  abreviadamente,  ^^  =  y  M  .  Hi. 

Estas  ecuaciones  dan  las  cantidades  Sí;  y  podremos  obtener 
inmediatamente  Xyj^,  z  en  función  de  p,  Pi,  pj. 

Ya  vimos  que  se  puede  determinar  un  punto,  no  sólo  por  las 
cinco  coordenadas  S,*,  sino  por  sus  relaciones,  y  que  la  fórmula 
5 

V  Xi^  =  o  puede  escribirse  bajo  la  forma 
1 

V  [x-  Xif 

(x  -  xy  +  {y  -y )'  +  (« -  z'f  =  ^-^ — rr  • 

^  Ri  "  Rí 
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Ó  cuando  la  distancia  de  (,r  j  z)  y  {x\y,  z')  es  infinitamente  pe- 
queña, bajo  la  foiTna 


5  /  h  j^.\^ 


Una  de  las  propiedades  más  importantes  del  sistema  de  coor- 
denadas de  que  se  trata,  es  su  independencia  de  una  transforma- 
ción por  radios  vectores  recíprocos. 

De  manera,  que  si  se  le  somete  á  una  inversión  las  cinco  esfe- 
ras (S¿)  se  cambian  en  otras  cinco  nuevas  esferas  (S'í)  y  toda  es- 
fera, punto  ó  plano  (U),  se  cambia  en  una  esfera  (U'),  que  tiene 
respecto  á  las  (S'í)  las  mismas  coordenadas  que  (U)  respecto  á  las 
(S,),  estudiándose  en  este  sistema  de  coordenadas  y  en  la  misma 
ecuación^  al  mismo  tiempo  que  una  figura^  todas  sus  transformadas 
por  radios  vectores  recíprocos. 

Las  nuevas  coordenadas  son  proporcionales  á  las  cantidades 

^  ó  2  di,  si  la  esfera  de  base  S,-  se  cambia  en  un  plano,  y  todo 

punto  quedará  determinado  por  las  cinco  coordenadas  homogéneas 

S- 
Xi  =  A  ™,  ligadas  por  la  ecuación  Swi*  =  o. 
Kt 

289.  Superficie  de  los  centros  de  curvatura.  La  condi- 
ción para  que  una  esfera  Sw,-  Xi  =  o  sea  tangente  á  la  cíclida 

S  — *    -  =  o  es  que  la  ecuación  en  u. 
a  —  ai 

nii' 
V ! =  o, 

I 
ai  —  a 

tenga  una  raíz  doble.  Haciendo  p.  =  i  :  (X  —  a^,  tendremos: 

—  ,-,— +S        *       =0.  (I) 

La  esfera  será  tangente  á  la  cíclida,  cuando  sean  iguales  dos 
raíces,  por  ejemplo,  p^  =  pg  =  «. 
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Dada  una  esfera  (w¿),  la  ecuación  (i)  tendrá,  en  general,  cuatro 
raíces  distintas  p,  p,,  o,,  pg-,  y  se  verificará  la  identidad 

^mj*        ^^    nti^     _M(X  — p)(X— p,) (X  — p,) 

X  —  a  "^  •"  X  —  /»,-  (X  —  a)  <o  (X) 

haciendo  <o  (X)  =  (X  —  a,) (X  —  a¿, 

Y  si  repetimos  el  razonamiento  hecho  en  la  página  484,  obten- 
dremos para  las  coordenadas  de  un  punto  de  la  cícHda,  la  fórmula 


r,=  ]/ÍÍ<* 


—  g)  {ai  —  9)  (aj—pt) 


o,'  {ai) 

Si  en  vez  de  dar  á  u  un  valor  constante  se  le  da  el  valor  P  ó  p^^ 
tres  raíces  de  la  ecuación  (i)  se  hacen  iguales;  la  esfera  y  la  cíclida 
son  osculatrices.  Las  ecuaciones 

M(a.--p)»(a.--p.)«  M(.-p)»(«-p.) 

determinan  todas  las  esferas  osculatrices,  cuando  se  dan  á  p  y  pj 

todos  los  valores  posibles.  Los  centros  de  estas  esferas  describen 

la  evoluta  de  la  cíclida.  {*) 

Completando  algunos  resultados  anteriores,  diremos  que: 
Existe  entre  Icls  potencias^  respecto  á  cinco  esferas  no  ortogonales 

á  una  misma  esfera^  una  relcLción  cuadrática  homogénea^  que  contie^ 

nCy  en  general^  los  rectángulos  de  las  variables. 

La  ecuación  51 -.  =  o  entre  coordenadcts  pentaesféricas  con 

5 
la  identidad  X  a,-  x^  =  o  representa  un  sistema  triple  ortogonal  de 
1 

ciclidas  homo/ocales. 

290.  Aplicación  de  la  teoría  de  los  factores  primarios. 
Es  importante  el  hacer  algunas  indicaciones  acerca  de  la  apli- 
cación de  la  teoría  de  los  factores  primarios  de  Weierstrass  á  la 


(*)    Darboux.  Sur  una  dasse  remarquabU  dé  eourbet,  p.  304. 
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teoría  de  las  cíclidas  homofocales,  expuestas  en  la  obra  citada  de 
Mr.  Bócher. 

Aunque  ya  en  el  tomo  II  (pág.  158)  se  han  hecho  algunas  indi- 
caciones respecto  á  los  factores  primarios,  podemos  ahora  insistir 
nuevamente,  para  dar  á  conocer  algunos  resultados,  debidos  á 
MM.  Picard  y  Borel,  que  se  relacionan  con  el  concepto  de  género 
de  las  funciones. 

Se  Mma.  Junción  entera  á  una  función  analítica,  que  no  admite 
ninguna  singularidad  á  distancia  finita.  Siguiendo  á  M.  Borel  en  sus 
Lefons  sur  les  fonctions  entiéres,  dada  una  función  entera 

F{z)  =  a^-\-a,z  ^-a.z'^^ +  a„,¡^  + ,       (l) 

podemos  proponernos  estudiar  su  modo  de  variar,  cuando  z  se 
mueve  en  su  plano. 

La  primera  proposición  que  se  presenta  es  el  teorema  de  Cauchy: 
F  {z)  no  puede  permanecer  finita^  sin  reducirse  a  una  constante,  ó  más 
generalmente: 

Si  existe  un  número  m  tal,  que  (excepto  en  la  proximidad  de 

jer  =r  o)  el  cociente  — ^  sea  inferior  á  un  número  fijo  M,  se  puede 

afirmar  que  F  (z)  se  reduce  a  un  polinomio  del  grado  m  d  lo  más. 

En  efecto,  dividiendo  los  dos  miembros  de  (i)  por  ár'»  +  ?  +  ^  é 
integrando  á  lo  largo  de  una  circunferencia  C  cuyo  centro  sea  el 
origen,  se  tiene 

F  (z)  dz 

porque  la  integral  de  los  demás  términos  del  segundo  miembro  es 
nula  á  lo  largo  de  un  cortorno  cerrado. 

Ahora  bien,  la  longitud  del  contorno  de  integración  es  2  7rR, 
siendo  R  el  radio  del  círculo  C;  y  puesto  que  el  módulo  de  F  (z)  es 

inferior  á  MR**,  el  módulo  del  primer  miembro  es  menor  que    —  -  y, 

M 
por  consiguiente,  para  cualquier  valor  de  R,  será  |  ¿?«^  ^  |  <  ^   .  Así 

pues,  afn^q  =  o  para  cualquier  valor  positivo  de  q. 


/: 
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Otro  resultado  importante  debido  á  M.   Hadamard   es  el  si- 
guiente: Hagamos 

z  =  r  (eos  o  +  /  sen  6),       a^  =  a^  +  /¡3«, 

F  (^)  =  P  (r,  0)  +  íQ  (r,  6). 

Tendremos,  separando  lo  real  y  lo  imaginarío, 

P  (r,  6)  =  a^  +  (a,  cos.O  _  p^  sen  6)  r  + 

H-  (a„j  eos  wO  —  ,3^  sen  wO)  r"*  + 

y  resultará  2T:a  =  /      P  (r,  0)  JO,  (2) 

r^oim  =  /      P  (r,  ^)  eos  m^  dh,  w  4=  o 

/'271 

Trr"»^^  =  —  I      P  (r,  0)  sen  wO  rfO,  ;«  4=  o 

y  Tzr'^an,  =  P"  P  (r,  ^)  ^-''"Q  //O, 

después  de  observar  que 

Om  +  í?m  =  «w»  eos  wO  —  /  Sen  niO  =  ^-«"•^; 

y,  puesto  que  el  módulo  de  e   «"*0  es  igual  á  la  unidad, 

Ttr^i^^l^l^'^'lPír,  e)|¿e.  (3) 

Las  relaciones  (2)  y  (3)  dan,  por  adición  y  sustracción, 
Trr"»!^^!  +  27:a,^|J'''[|P(r,  0)1  +  P(r,  0)J^0, 

Tir"»  l^^l  -  27ra,  ^j'J'[\?{r,  0)|  -  P  (r,  6)]rfo. 

Consideremos  la  primera  de  estas  dos  desigualdades.  La  canti- 
dad por  integrar  es  nula,  cuando  P  es  negativo,  é  igual  á  2P  cuando 
es  positivo.  Si  pues,  expresamos  por  A  (r)  el  máximo  de  los  valo- 
res positivos  de  P  (r,  ^0>  cuando  r  es  constante  y  6  varía  desde  o 
hasta  27:,  tendremos 

'^^'^  l^ml  +  27:ao  ^  47:A  (r).  (4) 
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Igualmente,  si  expresamos  por  B  (r)  el  máximo  de  los  valores 
positivos  de  —  P  (r,  0),  para  r  constante  y  O  variable,  la  segunda 
de  las  desigualdades  dará 


Tcr»» 


l^ml  —  2:rao-^47cB(r).  (5) 

Observaremos  ahora,  que  el  segundo  miembro  de  (4),  por  ejem- 
plo, solo  depende  de  wqXovqs  positivos  de  la  parte  real  áQ  F  {z). 

Si  pues,  se  supone  que  la  parte  real  de  z  es  siempre  algebrai- 
camente infeiior  á  Mrí,  expresando  r  el  módulo  de  xr,  M  y  ^  núme- 
ros fijos  positivos,  resultará  que  a^^  es  nulo  para  m^q,  es  decir, 
que  F"  {z)  se  reduce  á  un  polinomio.  De  manera  que,  cuando  F  {z) 
no  sea  un  polinomio,  se  podrá  afirmar,  no  solamente  que  su  mó- 
dulo excede  á  todo  número  asignable,  sino  además  que  su  parte 
real  P  (r,  ^)  [y  también  Q  (r,  e)]  toma  valores  ya  positivos,  ya  ne- 
gativos, superiores  en  valor  absoluto  á  cualquier  número  dado  y 
aun  á  Mrí,  cualesquiera  que  sean  los  números  fijos  M  y  ^. 

Para  llegar  á  nuestro  objeto,  recordaremos  con  M.  Borel  el  teo- 
rema de  Weiestrass,  cuya  demostración  expuesta  por  M.  Picard  en 
su  Traite  d'Analy se  (t.  II)  expusimos  en  el  tomo  II  (pág.  242): 

En  la  proximidad  de  un  punto  singular  esencial^  una  función 
uniforme  puede  aproximarse  cuanto  se  quiera  á  cualquier  valor  dado. 

Consideremos,  por  otra  parte,  una  función  entera  F  {¿)  tal,  que 
la  ecuación  F(£r)  =  o  no  tenga  raíces,  y  hagamos  G(5)=  log  Y(z), 

La  función  G  (z)  es  regular  en  cualquier  punto  del  plano,  pues 
F  (z)  no  es  nunca  nula  ni  infinita,  es  por  tanto,  una  función  entera 
que  no  tiene  ceros. 

Consideremos  ahora  una  función  ¥{z)  tal,  que  no  tengan  raíces 
las  ecuaciones  F(ár)  =  o,  F(£r)==  i;  y  designemos  por  íü(z)  la 
función  modular,  es  decir,  la  función  que  expresa  por  medio  del 
módulo,  la  relación  de  los  períodos  de  una  función  elíptica.  Se  sabe 
que  la  función  íü{x)  admite  solamente  los  puntos  singulares  o, 
I,  00,  y  además,  que  el  coeficiente  de  /  en  iiy(x)  es  siempre  del 
mismo  signo,  por  ejemplo,  positivo.  Sea  la  función  w  f F  {z)\  Será 
una  función  regular  en  cualquier  punto  á  distancia  finita,  por  con- 
siguiente una  función  entera,  que  según  se  ha  observado,  deberá 
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reducirse  á  una  constante,  porque  su  parte  imaginaria  es  constan- 
temente positiva.  El  máximo  de  los  valores  negativos  de  — Q(r,  0) 
es  cero,  quedando  demostrado  el  teorema  de  M.  Picard: 
Una  función  entera  ¥  (z)  tal^  qne  las  ecuaciones 

F(z)  =  a,     F(z)  =  b  (a4=b) 

no  tenga  raices^  se  reduce  necesariamente  á  una  constante. 

Observación.  Hemos  visto  que  las  funciones  enteras  son  de  la 
forma  F  (jet)  =  ^^«>,  siendo  G  {z)  una  función  entera  (ó  un  polino- 
mio). Si  G  (£)  no  es  polinomio,  la  parte  real  de  G  (jet)  se  hace  supe- 
rior algebraicamente  á  Mr?,  cualesquiera  que  sean  M  y  ^  (r  es  el 
módulo  de  ¿)\  luego  el  módulo  de  ¥{¿)  se  hace  superior  á  e^^.  La 
función  F  (r)  toma  pues,  valores  mayores  que  en  el  caso  de  ser 
G  (jet)  un  polinomio  de  grado  cualquiera,  pero  determinado. 

La  forma  de  un  polinomio  ^{z)  de  grado  m  es 

P(s)  =  A  {z-^a,){z  -  a,) {?  —  a^\ 

Siendo  los  ceros  de  una  función  entera,  F  («)  en  número  limitado 
dentro  de  un  área  ñnita,  los  podemos  colocar  según  el  orden  de 

magnitud  de  sus  módulos.  Así,  tendremos  a^^  a^,  ,0,1, 

y  haciendo  |  Om  |  =  Tm  ,  será 


^t  <  ^1  <  ^1  < ^Tm^ 

Supongamos  que  la  serie  de  términos  positivos 

í:  +  ^  + +  ^+ <^ 

sea  convergente.  En  este  caso,  el  producto  infinito 

"(^>=(-t)(-t) (-¿) 


es  absolutamente  convergente^  para  todo  valor  de  z,y  uniformemente 
convergente  en  todo  dominio  limitctdo. 

Supongamos  \s\^r.  La  convergencia  absoluta  y  uniforme  de 
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II  (z)  depende  de  la  convergencia  del  producto  infinito 

que  depende  á  su  vez  de  la  convergencia  de  la  serie  (6). 

El  producto  II  {¿)  representa  pues,  una  función  entera,  que  ad- 

mite  los  mismos  ceros  que  F(j8r).  El  cociente  ttVv  es  por  tanto  una 

^  '  U{z)       ^ 

^unción  entera,  porque  éste  no  podrá  admitir  por  puntos  singulares 

á  distancia  finita,  más  que  los  ceros  de  lUz),  el  cual  es  regular  en 

estos  puntos,  y  además  no  podrá  ser  nulo.  Es  pues  una  función 

F(z) 
entera  sin  ceros;  luego  se  tiene  y=)-{  =  e^^'\  siendo  G  'jsr)  una  fun- 

ción  entera.  Luego,  se  tendrá  que  F  (z)  =  ^^í«)  II  {z\  es  decir, 

P(,  =  ....(._±)(._^) (.._£)..... 

y  puesto  que  r„  aumenta  indefinidamente,  podemos  hallar  una  serie 

de  números  enteros  positivos  pj,  Pt, p«, tales  que  sea  con- 

ver  gente,  para  cualquier  valor  de  r,  la  serie  de  términos  positivos 


(ír+(0'+ +(^r+....: 


(7) 


lo  que  se  verifica  siempre,  si  se  toma  Pn  =  «,  pues  el  término  gene- 

ral  de  la  serie  (7)  es  — ;  luego  tiende  hacia  cero  para  n  infinito.  Para 

este  fin,  basta  que  hagamos  p„  =  E  (log  «)  expresando  E  {x)  la 
parte  entera  de  x,  pues 

^log  r  —  log  r^)  log  n  _-  ^log  r  —  log  r„ 


(ir  = 


y  puesto  que  r„  aumenta  indefinidamente  con  «,  los  términos  de  la 
serie  (7)  son,  á  partir  de  cierto  lugar,  inferiores  á  los  de  la  serie 
il«-í  para  cualquier  número  fijo  q.  Luego  la  serie  (7)  es  conver- 
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gente.  Esto  sentado,  llamaremos  factor  primario  de  género  ^  á  la 
expresión 

en  la  que  el  exponente  de  e  se  halla  fonnado  por  los  k  primeros 
términos  del  desarrollo  en  serie  de  log .  Tenemos  además 

log  P*(«)  =  log  (!—«)  +  Y  +  y  + +  y 

Luego:     Pik«  =  ^    "*^-^'     *  +  *"    •"•  =  i  +  p, «        -f 

Kn  sus  I^fons  sur  lesfonctions  entiiresy  M.  Borel  demuestra  la 
convergencia  uniforme  y  absoluta  para  |  £r  |  <;  r,  del  producto 
infinito 

lU.)-Pf,(^)Ph(¿) Pf.(¿) 

en  el  que  ai^a^y ,  ¿i„  son  números  cuyos  módulos  se  expresan 

por  Ti,  r^, . . .,  r«, . . .  para  llegar  al  notable  teorema  de  Weierstrass: 

Dada  una  serie  infinita  cualquiera  de  números  cuyos  módulos 
cfccen  indefinidamente^  es  posible  formar  un  producto  de  factores 
primarios^  de  los  que  cada  uno  se  anula  por  uno  de  estos  números^ 
siendo  dicho  producto  absoluta  y  unijortnemente  convergente  en  todo 
dominio  finito,  por  lo  que  representa  una  función  entera. 

Mr.  Bócher  aplica  la  teoría  de  Weierstrass  al  estudio  de  las 
seríes  de  cíclidas  homofocales. 

Siendo  <1>  =  o  una  cíclida,  X  el  parámetro  de  la  seríe  y  Q  =  o  la 
identidad  subsistente  entre  las  coordenadas  jt,*,  tendremos  una  seríe 
de  cíclidas  Xü  —  4>  =  o,  y  nos  proponemos  transformarla  en  otra 
Xü'  —  4>'  =  o  por  una  sustitución  lineal.  Sean 

6  6  6  6 

11  11 
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y  el  discriminante  de  )ii  —  'l>  la  expresión  |  f^ajh  —  lfjk\'  Expresemos 
además  la  transformada  de  una  cantidad  c  mediante  c;,  y  tendremos 

I  '^cíjk  —  bjk  I  =  ^i  I  '^ajk  —  'bjk  I, 

siendo  r  el  determinante  de  la  transformación. 

Para  establecer  la  dependencia  entre  las  raíces  X»  y  X/,  observa- 
remos que  las  raíces  de  I^^t.. — Bjh  |  =  o  son  iguales  á  las  X,-;  haciendo 

Q'  =  aS  —  Y$,     <1>'  =  pQ  —  5$, 

la  serie  x'Q'  —  *'  =  o  es  idéntica  con  la  serie  XO  —  4>  =  o.  Ten- 
dremos que 

aX'  —  3  -       - 

y  expresando  el  coeficiente  de  O  por  \  será 

*       -(Vi -I 

Así  pues:  La  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  dos  series 
deformas  Xíi  —  *  ^  X'Q'  —  *'  sean  equivalentes,  es  que  las  raices  1/ 
del  discriminante  se  hallen  en  relación  proyectiva  con  las  raices  X/  de 
la  otra  serie. 

Sea  Xj  una  raíz,  cuyo  grado  de  multiplicidad  es  v»  en  el  determi- 
nante de  quinto  orden,  es  decir,  que  se  anula  v»  veces  para  X  =  X¿, 
y  análogamente  v,»  veces  para  el  primer  determinante  menor,  y  así 
sucesivamente,  de  modo  que  se  verifique  la  serie  de  desigualdades 


V»   ^  V^*    ^  Vg*   ^ 


Las  diferencias 

^1*  =  ^^  —  V,»,     ^,»  -=  v/'  —  V,»,     e.}  =  vji  —  Va*; 

son  positivas,  y  tendremos  la  descomposición  en  el  producto 

I  >^^yii.  -  */*  I  =  11  (^  -  \ r  =  II  I  (^  -  ^0*« •  (>^  -  >•)*'• . . . 


(a  —  Vfn  son  los  factores  primarios. 

Un  divisor  primario  es  la  suma  de  los  factores  que  desaparecen 
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cuando  se  pasa  del  determinante  \  \ajk  —  bjk  I  «'  determinante  pri- 
mero menor  ^  y  del  primero  al  segundo,  etc,;  y  puesto  que  la  proyec- 
tividad  de  las  X¿  es  la  condición  necesaria  y  suficiente  para  que  las 
dos  series  de  formas  sean  equivalentes,  se  reduce  ahora  á  la  coin- 
cidencia  de  las  multiplicidades  e«»  de  sus  factor  es  primarios.  En  estas 
consideraciones  funda  Mr.  Bdcher  su  interesante  clasificación  de 
las  cíclidas,  que  puede  estudiarse  en  la  obra  citada. 

291.  Las  geometrías  proyectiva  y  métrica.  Podemos  pro- 
ponernos la  cuestión  de,  si  la  geometría  proyectiva  puede  establecerse, 
de  manera  que  sea  independiente  del  concepto  de  carácter  métfico  de 
la  distancia  y  el  ángulo,  con  sus  teoremas  de  la  geometría  elemmtal 
acerca  de  la  superposicióu  (congruencia),  semejanza,  etc. 

Desde  luego  la  geometría  proyectiva  es  independiente  del  pos- 
tulado de  Euclides,  mientras  que  los  teoremas  de  la  métrica  no 
pueden  prescindir  de  éste  ó  de  otros  axiomas  equivalentes. 

Partiendo  de  la  determinación  de  la  recta  por  dos  puntos  y  del 
plano  por  tres,  la  figura  más  sencilla  de  la  geometría  proyectiva  es 
el  cuadrilátero  completo;  y  es  suficiente  para  nuestro  objeto,  el 
hacer  breves  indicaciones  del  método  de  Staudt,  que  por  construc- 
ciones sucesivas  de  dicho  cuadrilátero,  determina  una  serie  de  pun- 
tos en  una  recta:  el  cuarto  punto  armónico. 

Así,  cada  cuatro  puntos; 

PooPj_PoPi»     P«>P2.^oP2.»      PooP^-a-iP^Pj-a 

%  4  S 

se  hallan  en  relación  armónica.  Por  cada  entero  ¡i  =  2*,  se  obtiene 
el  punto  correspondiente  á  cada  denominador,  al  establecerse  que 

Pflo  P  v^  ^ V— i  Pv  +  i 
fA      I*       P- 

se  hallan  en  relación  armónica: 

I.®  Si  dos  números  a  P  son  iguales,  los  puntos  correspon- 
dientes coinciden. 

2.®  Los  puntos  siguen  en  la  misma  serie  que  sus  números 
correspondientes. 

Cada  número  (racional  ó  irracional)  arbitrario  <j,  que  no  se  ex- 
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presa  por  una  potencia  de  2  en  el  denominador,  se  puede  determi- 
nar cuando  se  puede  obtener,  para  una  potencia  2'^  un  entero  tal, 
que  se  tenga 

Sea    a,  =  p„     ^  =  Po  +  ^>    ^  =  P«  +  7  +  |  +  '  '  • ' 

donde  P,  <  2,    ?t  <  2,     

El  número  <t  se  determina  por  una  serie  convergente 

^"^    2   ^  2*^  2'    •     * 


y  el  tránsito  á  los  números  irracionales  es  sencillo;  pero  no  insisti- 
mos en  este  particular. 

La  construcción  de  puntos,  mediante  el  empleo  del  cuadrilátero 
complejo  conduce  á  Clebsh  al  siguiente  enunciado,  útil  para  la 
consideración  de  los  sistemas  geométricos: 

Existen  dos  números  positivos  m'  y  m"  tales  que  m'  >  m',  de 
modo  que  á  los  números  desde  o  hasta  —  xñ  y  á  los  comprendidos  entre 
—  m'  y  —  00  roí  respondan  en  la  recta  AC,  tespectivamente^  puntos 
á  la  izquierda  de  A  ó  á  la  derecha  de  C,  mientras  que  los  números 
negativos  —  n,  que  satisfacen  á  la  condición  m'-^  n  <  m'  «t?  tienen 
puntos  que  les  correspondan. 

Sin  entrar  en  más  desarrollos,  enunciaremos  el  conocido 

Teorema.  Si  dos  figuras  fundamentales  son  proycctivas^  pode- 
mos  relacionar  arbitrariamente  tres  elementos  de  una  con  tres  ele- 
mentos déla  otra^  de  manei  a  que  á  cada  elemento  de  la  una  corresponda 
un  elemento  de  la  otra, 

292.  La  geometría  analítica.  Bastará  decir  respecto  á  esta 
geometría,  que  su  moderno  desarrollo  estriba  en  el  concepto  de  la 
relación  anarmónica  de  cuatro  puntos.  Se  trata  de  que  sean  equi- 
valentes las  ecuaciones  P3  =  o  y  P4  =  o  con  las 

Pi  +  >^.P«=o,       Pj  +  X,P,=  o. 
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Los  valores  de  ^3  y  x^  están  dados  por 

_  Xy^  +  \  x^  _  x^  +  \x^ 

y  la  relación  anarmónica  de  los  cuatro  puntos  jr,,  ;r,,  x^^  x^ 
se  expresa  por 

1      —    -f  ^    '  ^  ^    —  l-^i>  •*'n  •*'3l  ^\h 

En  esta  relación  se  funda  la  nueva  geometría  analítica  á  la 
que  Chasles  primero  y  después  Ovidio,  Fiedler,  Clebsch  y  Salmón 
han  conseguido  á  darle  su  forma  definitiva  actual,  de  la  que  escri- 
bieron, en  italiano  el  Sr.  Lazzeri  y  en  español  el  Sr.  Vegas,  dos 
tratados,  dispuestos  para  la  enseñanza,  en  su  período  medio. 

293.  Introducción  de  los  conceptos  métricos  en  la  geome- 
tría pROYECTivA.  Cayley  consiguió  reducir  la  geometría  proyec- 
tiva  á  ser  un  caso  particular  de  la  geometría  métríca,  introduciendo 
un  nuevo  concepto  de  la  distancia  y  del  ángulo,  dependientes  de 
la  relación  anarmónica  (véase  t.  III,  Introducción^  p.  XIV). 

Dada  una  figura  en  el  espacio,  tomemos  por  superficie  absoluta 
la  esfera 

;r«+>«  +  á?«  — R*=o. 

Entonces,  la  distancia  de  dos  puntos  (;r,  y^  z)  y  {x\  y\  z)  es- 
tará dada  por  la  fórmula 

, . {xx+yy  +  zz'-R^"^ 

eos      —  ^^  ^^  +  ir«  —  R*)  (;r"  4-y*  +  ^'^  -  R*) 

y  se  tendrá  también,^ 

,  ,       (;r'4-  y«  +  ir*  -  R')  {x''  +  > » . .  :)  -  {xx' + )' 

^®"      ~  ^       (4r«+/  +  £*  — R«)(;r'*+y  —  s'«  —  R«) 

si  el  punto  (x\  y,  e)  está  próximo  al  (;r,  y,  jet),  podremos  escribir 

_  (5*  +y  +  g«  —  R')  [dx"  +  d/  +  d¿^)  —  (xdx  +  ...y 

~  "'"  (^'  +  y  +  ^-  —  R')* 


GEOMETRÍA    CIRCULAR  497 

Cayley  sustituyó  al  círculo  del  infinito  una  cuádrica,  y  consi- 
derando dos  planos  (P),  (P')  y  otros  dos  planos  tangentes  á  ésta, 
trazados  por  la  intersección  de  los  dos  primeros,  definió  el  ángulo 
mediante  la  función  V,  dada  por  la  ecuación,  que  modificada  por 
Klein,  se  reduce  á 

e*i^  =  R,      V  =  -Í7logR, 

en  la  que  R  expresa,  la  relación  anarmónica  de  los  cuatro  planos, 
y  análogamente  respecto  á  la  distancia,  según  se  indicó  en  el  t.  III 
{Introducción,  p.  XII),  puesto  que  en  vez  de  la  relación  Di+  D,=D3 
existente  entre  las  distancias  sucesivas  12  +  235=13  délos  tres 
puntos  I,  2,  3,  para  las  relaciones  anarmónicas 

rige  la  relación  R,  .R,  — R,,  de  manera  que  la  función'  que  se 
busca  para  la  determinación  métrica  debe  ser  tal,  que  se  tenga 

F(R0  +  F(R,)  =  F(R3), 

correspondiente  al  logaritmo. 

294.  Los  SISTEMAS  QEOMÉTgicos.  Consldcrando  la  figura 
fundamental  ó  absoluta  JloLn^Xi^k  =  o  ó  T,„  =  0,  siendo  ^xj/  la 
forma  polar,  podremos  distinguir  tres  casos,  según  que  las  raíces 
de  esta  ecuación  sean  reales  y  distintas,  imaginarias  conjugadas  ó 
reales  é  iguales,  correspondientes  á  las  determinaciones  métricas, 
hiperbólica,  elíptica  y  parabólica,  ó  las  geometrías  fundadas  en  la 
existencia  de  dos  puntos  reales,  ninguno  ó  uno  solo  en  el  infinito, 
en  cada  recta.  Así  pues,  la  geometría  parabólica  (EucUdea)  se  pre- 
senta como  un  caso  límite  de  las  otras  dos,  el  en  que  los  dos  pun- 
tos del  infinito  coinciden,  correspondiente  á  la  validez  del  axioma 
de  la  única  paralela. 

Dos  casos  podemos  considerar,  desde  el  punto  de  vista  de  la 

83 
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posición  que  los  puntos  correspondientes  x  y  x*  tienen  respecto  á 
los  puntos  fundamentales  \  y  W 

a)    _J_l_lí_Íí!_jL         b)        1^      1^    1^'     \^' 

i.°  Cuando  los  puntos  xy  x^^  cuya  distancia  se  trata  de  obte- 
ner, no  se  hallan  separados  por  los  5  y  5  (fig.  tf),  ó  se  hallan  en  el 

interior  de  55'  la  relación  t-^-t-tf^  es  siempre  positiva. 

(x\  ){xX) 

2.°  Cuando  jr  y  y  se  hallan  separados  por  \  y  5',  dicha  rela- 
ción es  negativa  (fig.  ¿).  En  el  primer  caso,  el  logaritmo  de  la  rela- 
ción anarmónica  es  real,  en  el  segundo  imaginario. 

El  Sr.  Klein  aplica  estas  consideraciones  al  mismo  tiempo  que 
á  las  series  de  puntos,  ó  á  los  haces  de  rectas,  para  lo  cual  emplea 
la  palabra  Maassunterschied,  extensiva  al  segmento  y  al  ángulo,  que 
traduciremos  diferencia  de  medida. 

Sin  entrar  en  detalles,  que  pueden  estudiarse  en  su  Nicht-Euki^ 
discke  Geomeirie,  bastará,  para  esta  ligera  reseña,  añadir  que  en  la 
expresión  de  la  diferencia  métrica 


l^(xx')  =  k\og 


2^,r'-|^E*«,r_S^S,v 


la  constante  ¿  es  — ,  en  la  determinación  elíptica,  y  que  la  longitud 

total  de  la  recta  es  finita  é  igual  á  2^;  y  puesto  que  el  período  de 
una  función  infinitiforme  es  2^/71,  la  distancia  de  dos  puntos  de  una 
recta  en  el  caso  elíptico,  es  una  función  finita  con  el  periodo  2k7c. 

En  la  determinación  métrica^  k  es  igual  á  —,y  la  figura  conside- 

2 

rada  como  absoluta  ó  fundamental  de  segundo  grado,  se  reduce  á  los 

rayos  del  haz  que  pasan  por  los  puntos  circulares. 

Pasando  á  la  determinación  métrica  hiperbólica,  veremos  que 

tenemos 

^  =  (^0^5)=^*°     °    ^  =  (^rfT(^  =  °' 
cuando  x'  tiende  hacia  \  ó  cuando  x'  tiende  hacia  W  El  logaritmo 
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de  la  relación  anarmónica  es  -t-  <»  en  el  primer  caso,  —  oo  en  el 
segundo. 

•  La  recta  tiene  dos  puntos  en  el  infinito.  Los  puntos  \y  \'  (figura 
«>  pág.  498)  son  límites  á  que  no  se  puede  llegar  por  el  movi- 
miento de  un  punto,  de  igual  modo  que  sucede  respecto  á  un  liaz 
de  rayos,  que  gira  en  uno  ú  otro  sentido. 

Respecto  á  la  determinación  métrica  parabólica  bastará  decir, 
que,  existiendo  en  la  ecuación  £¿^9  =  o  dos  raíces  iguales,  existirá 
en  la  figura  fundamental  un  elemento  doble;  y  puesto  que  los  puntos 

\  y  I  comciden,  sera  R  =  ,  ,/  ,     '  =  i. 

{xV)  (xl) 

La  diferencia  métrica  (Mcuissunterschied)^  en  la  geometría  para- 
bóHca,  es  la  diferencia  entre  dos  relaciones  anarmónicas^  de  las  que  la 
una  contiene  los  puntos  x,  o,  l,  oo  _y  ¿»  otra  los  puntos  x',  o,  i,  oo  (♦). 

295.  El  movimiento,  los  elementos  invariantes  y  los 
GRUPOS.  En  la  Geometría  elemental,  el  concepto  de  movimiento  es 
fundamental.  Dos  segmentos  son  iguales,  cuando  pueden  superpo- 
nerse por  una  mutación  ó  cambio  de  lugar  en  el  plano,  y  lo  mismo 
diremos  respecto  á  dos  ángulos  iguales. 

Todo  movimiento  produce  una  correspondencia  de  los  puntos 
de  dos  figuras. 

Las  coordenadas  de  los  puntos  de  una  figura  se  consideran  como 
funciones  de  las  coordenadas  de  los  puntos  de  otra  figura.  Y  estas 
funciones  están  relacionadas  con  el  concepto  de  movimiento. 

Ya  hemos  visto  que  se  pueden  referir  los  puntos  x  de  una  recta 
á  los  puntos  ;r  =  o,  ^=i,  ;r  =  oo  y  que  existen  dos  números 
^1  y  \y  que  son  negativos,  cuando  los  puntos  ár  =  o,  .r  =  i  no 
están  separados  por  los  puntos  ;r  ==  oo ,  y  positivos  en  el  caso  con- 
trarío, caracterízados  por  la  propiedad  de  que,  en  el  prímer  caso, 
solo  corresponden  puntos  reales  de  la  recta  á  los  valores  positivos 
y  negativos  de  x  que  no  se  hallen  entre  los  límites  X|  y  X,;  mientras 
que  estos  valores  exceptuados,  deben  corresponder  á  los  puntos  en 
el  infinito  de  la  recta. 


(*)    P.  KlelD,  NicU-EMiditeké  Qtomttrie,  J,  p.  82. 
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Por  un  movimiento  de  la  recta  en  sí,  es  decir,  al  resbalar,  cada 
punto  pasa  á  otro  punto  de  la  misma.  A  cada  valor  real  de  jr,  que 
no  se  halla  entre  >-!  y  ^i,  corresponde  otro  valor  de  x,  que  no  pev 
tenece  á  estos  valores  excepcionales;  pero  un  valor  de  x,  al  que  no 
corresponde  ningún  punto  de  la  recta,  debe  transformarse  en  tal  va- 
lor. De  esto  se  sigue,  que  los  valores  límites  Xj  y  X,  deben  relacio- 
narse entre  sí,  es  decir,  que  /os  puntos  del  infinito  deben  permanecer 
fijos  por  un  resbalamiento  de  la  recta.  Podemos  expresar  la  transfor- 
mación bajo  la  forma  5  =  íp  (;r,  a\  dependiente  de  un  parámetro  a\ 
á  los  valores  ;r  =  X^,  X^,  corresponden  respectivamente  5  =  X^,  X^ 
que,  introduciendo  las  nuevas  variables  3  y  X,  se  pueden  relacionar 
mediante  las  fórmulas 

S  — ^1         - .  _  x—\ 
;  —  X,  X  —  Xj 

De  esta  manera  hemos  llevado  los  dos  puntos  fundamentales 
o  é  00  de  la  recta  á  los  dos  puntos  del  infinito.  Y  dicho  cambio  puede 
expresarse  por  ecuaciones  lineales,  como  una  transformación  de 
coordenadas.  Podemos  ahora  admitir  que  el  movimiento  se  halla 
expresado  por  una  ecuación  de  la  forma 

B  =  X.+(X,X),  (I) 

en  la  que  X  es  la  cantidad  que  expresa  el  parámetro  del  movimien- 
to, de  modo  que  para  X  ==  o,  sea  la  función  ^  igual  á  la  unidad. 
Un  movimiento  no  depende  en  modo  alguno  de  la  elección  de  las 
coordenadas.  Permaneciendo  fijos  los  puntos  o  é  oo,  podemos  efec- 
tuar un  cambio  de  coordenadas  solo  para  el  cambio  del  punto  uni- 
dad, multiplicando  las  variables  X  y  B  por  un  mismo  número  f ;  y 
la  ecuación  (i)  se  transformará  en 

3  =  X.^/(pX,  X).  (2) 

Y  puesto  que  la  ecuación  (2)  no  debe  depender  de  p,  será  \  inde- 
pendiente de  X;  y  podremos  introducir  en  vez  de  •]/  (K)  un  nuevo 
parámetro  pi.  Volviendo  á  las  variables  primitivas,  quedará  repiesen^  . 
tado  un  movimiento  por  la  transformación 
5  — X,    .r  — X, 


X,    ;r  —  X, 


(3) 
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siendo  X,  y  X^  las  coordenadas  de  los  dos  puntos  del  infinito  y  [a  el 
parámetro  que  mide  la  magnitud  del  movimiento. 

Además,  conforme  á  lo  arriba  expuesto,  si  el  punto  5  se  trans- 
forma en  el  punto  ;'  por  un  segundo  movimiento,  y  las  distancias 
X  —  ?,  \  —  ;'  se  miden  respectivamente  por  [x  y  p.',  siendo 

?  Xj  \    —    Xa  ,  \     — -    K.  X  Xj  , 

la  medida  de  la  distancia  x  —  \\ 

Haremos  p.  =  ^,  r  =  log  fx;  y  si  elegimos  otro  número,  en  vez 
de  ^,  r  =  ¿  log  [X,  la  distancia  r  de  dos  puntos  ;r  y  5  se  expresará  por 

y  si  ;•,  /,  p,  p'  expresan  respectivamente  las  distancias  de  ^r  y  ?,  .r  y  •/;, 
de^,  ;,  de^',  yj  resultará  de  (4) 

(a;-XJ(5-X,)' 
con  análogas  fórmulas  para  las  otras  distancias,  y 


X  —  Xy  —  t^       e^  —  \     e^  —  \ 

r                  r       ? 

e^^  —  e   ^T^su 

—  e 

%k  g    2k 

<?*  —  I     ^*  —  I 

e^k  —  e    2k  e^ 

—  e" 

2k   e    8* 

expresión  que  se  reduce  á 

x  —  \    y—y\ 
x  —  y^'y-X 

ir           io' 

sen  — r  sen  —r 

2k              2k 

ir'            ip 
sen  —7-  sen  —r 

2k              2k 

(5) 

donde  /  =  y —  i .  Análogamente  se  puede  razonar  respecto  á  los 
haces  de  rayos.  Sin  entrar  en  esta  particularidad,  bastará  concluir 
que  por  pasar  cada  punto  del  infinito  de  una  recta,  que  se  mueve 
continuamente,  á  otro  punto  del  infinito,  éstos  permanecen  fijos,  y 
con  continuidad,  es  decir,  entre  sus  coordenadas  x,  existe  una  ecua- 
cióny  que  reptesenta  la  curva^  en  el  infinito ^  del  plano. 
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Hemos  visto  que  al  resbalar  la  recta  en  sí,  permanecen  fijos  dos 
puntos  á  los  cuales  no  corresponde  ningún  punto  de  la  recta,  ios 
cuales  son  fijos,  permutándose  mutuamente. 

Ciebsch,  fundándose  en  la  propiedad  de  los  sistemas  cerrados, 
dice:  Cada  curva  integral  de  un  conexo  (1,1)  tiene  la  propiedad  de 
transformarse  en  sí  misma  un  numero  00^  de  veces,  por  sustituciones 
lineales  permutables  y  por  la  sustitución  pY»  ==  x¿).  X;,  cuando  el  conexo 
es  de  la  forma  SUj  X»  log  xí=  o,  (*),  y  llega  á  la  conclusión  de  que: 
La  curva  del  infinito  del  plano  es  de  segundo  grado.  (*♦) 

Sean  las  coordenadas  5  =  jTj  :  jr,,  >j  =  jTj  :  x^,  y 

Qxx  =  StfiJk  XtXi:  =  0  (6) 

la  ecuación  de  la  curva  del  infinito. 

Definida  la  distancia  de  dos  puntos  x,  y,  según  (4)  por  k  log  a, 
expresando  a  la  relación  anarmónica  de  ios  puntos  x,y,  y  las  inter- 
secciones con  (6),  de  la  recta  que  los  une,  tendremos 

De  esto  resulta  la  ecuación  de  un  circulo,  cuyo  radio  es  x  y  el 
entro  y,  bajo  la  forma 

ó  bien  üa»  Qyy  —  í  eos  — .  j  ü*ay  =  O, 

donde  i  =  \  ~  1 .  Además  se  obtiene 


r_  ^       Qgy  ^^^  jr_  _  i/Q^xQyy  -  Q*^. 

2ki  J^Q^Qyy    '  2ki 


.       ds'^  Ü*xdx  — ÜaaÜctedx      ,^^^, 

que  conducen  a    —  =  g^^ .  (♦♦♦) 


(*)     Vorlttunqtn  über  Oeometrie  Ersten  Bd.  p.  995  y  96. 

(*•)  y  (•*•)    Clcbsch,  Vorlesungen  über  Geometrie,  Bd.  II,  p.  470. 
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Análoga  exposición  de  la  geometría  elíptica  puede  veree  en  las 
Lecciones  de  Geometría  de  Clebsch, 

Tan  solo  indicaremos  que  entre  los  movimientos  de  una  recta 
en  sí,  el  elíptico  debe  tratarse  en  correspondencia  con  el  hiperbólico. 

Puesto  que  la  línea  recta  no  puede  extenderse  al  infinito,  y 
vuelve  á  la  posición  primitiva,  por  un  movimiento  en  el  mismo 
sentido,  un  segundo  movimiento  consiste  en  una  repetición  del 
primero.  Un  punto  P  pasa  á  P'  y  P'  á  P.  La  transformación  lineal 
es  la  involución.  Y  puesto  que  no  queda  ñjo  ningún  punto  por  el 
movimiento  de  la  recta,  de  esto  resulta  que:  Cada  recta  se  halla  de- 
finida  por  una  involuciófi  con  elementos  dobles  imaginarios. 

Todo  resbalamiento  de  la  recta  en  si^  es  equivalente  á  una  susti- 
tución lineal,  por  la  que  se  transforma  tn  si  una  involución  con  ele- 
mentos dobles  imaginarios,  en  una  recta. 

Por  cada  movimiento  de  la  recta  en  si  permanecen  fijos  dos  pun- 
tos imaginarios  conjugedlos. 

Sean  \  y  X,  dos  cantidades  imaginarías  conjugadas  y  {x  un  nú- 
mero complejo.  Hagamos 

X.  =  X'  +  a\    X,  =  r  -  iv,    fx  =  hl'  +  ty\ 

obtendremos,  separando  lo  real  y  lo  imaginario  en  la  ecuación  (3) 
de  la  página  5CX) 

[(5  -  X')  {X  -  X')  +  X''*]  (I  -  |x')  -  X-  U  -  X)  i^"  =  o, 

[(5  -  X')  (X  -  xo  +  X'*]  y  ^x'{i-x){i  +  hl')  -  o. 

Estas  ecuaciones  son  compatibles,  cuando  [!.'■  + fjt'*=  i.  Aná- 
logamente á  lo  expuesto  en  la  pág.  501,  tendremos  para  la  distan- 
cia r  de  dos  puntos  x  y  5, 

5  — X'  — iX*     jc  — X'+iV 


r  =  ii  log 


J-X'  +  iX"' AT-X'-iX" 


F,  podremos  aplicar  a  la  geometría  elíptica  todas  la^  conclusio- 
nes obtenidas  en  la  hiperbólica,  cuando  sustituyatnos  dos  puntos  ima- 
ginarios conjugados  a  los  dos  puntos  del  infinito  de  una  recta,  es  de- 
cir^ escribiendo  ik  en  vez  de  k. 
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Tendremos  análogamente  las  fórmulas 


Y  _  ik  log  ^^y  +  l^*^  — ^gj^Qyy 


Q^Ü^-^cos-Jü^^  =  o,    --  = 


ÜxxÜ¿x<íx-0*^áx 


En  conexión  con  lo  expuesto,  se  hallan  las  conclusiones  si- 
guientes, que  pueden  estudiarse  en  la  obra  del  profesor  W.  Killing, 
Die  Nicht'Euklidischen  Raumfonnen: 

Reducir  la  fomta  cuadrática  *(Xo, Xn)  á  una  suma  de 

n  +  I  cuadrados, 

Y  tendremos  en  el  espacio  de  tres  dimensiones,  las  cuatro  es- 
pecies de  superficies  de  segundo  orden: 

Superficie  general  k^x^  -h  a^x^  +  a^x^  -[-  a^x^  =  o, 

»         de  rotación  k^x^'  +  a^x^  +  a^  {x^  -}-  x^)  =;=  o, 

»         esférica  k^x^  +  ¿x,  {x^  -h  x^  +  x^)  =  o, 

»         cilindrica  (^*^o*  +  ^i*)  +  ^  (^j*  +  ^3*)  =  o, 

como  expone  Herr  Killing  al  tratar  del  espacio  Riemanno. 

Únicamente  podremos  añadir  en  este  resumen,  que  el  comple- 
mento de  estos  conceptos  acerca  de  las  especies  de  geometrías  de 
los  espacios  se  halla  en  las  conclusiones  dadas  por  Lie  en  su  Theo- 
rie  der  transformations  Gruppen  (t.  III)  de  que  se  trató  en  la  Intro- 
ducción  del  tercer  tomo  de  esta  obra. 

Por  último,  es  oportuno  el  citar  la  nueva  evolución  señalada 
por  M.  Meray  en  la  exposición  de  su  Geometría  elemental,  cuya 
edición  primera  data  del  año  1874. 

M.  Meray,  separándose  del  dogmatismo  predominante  en  la 
exposición  de  los  Elementos  de  Geometría,  llega  á  una  exposisión 
sistemática,  subordinada  al  hoy  fundamental  concepto  de  grupo,  en 
el  que  se  tiende  á  establecer  grandes  agrupaciones  de  verdades  ó 
de  relaciones  geométricas. 

Parte  del  concepto  de  resbalamiento  de  la  recta  y  del  plano  en 
sí.  Estableciendo  en  un  corto  número  de  proposiciones  los  funda- 
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mentos  de  la  determinación  geométrica;  y  con  auxilio  de  los  con- 
ceptos de  traslación  y  de  rotación,  imprime  desde  su  primera  fase, 
un  nuevo  carácter  á  ios  estudios  geométricos. 

Y  á  pesar  de  que  mis  varios  trabajos,  publicados  desde  1881, 
con  el  título  de  Complemento  de  Geometría  elemental  ó  critica  geo- 
métfica,  al  que  siguieron  la  Geometfia  elemental  y  general  y  los 
Estudios  críticos  de  la  generación  de  los  conceptos  matemáticos^ 
desarrollan  aunque  no  dogmáticamente  ó  bajo  un  plan  de  carácter 
doctrinal  análogos  conceptos,  creo  oportuno  presentar  algunas  de 
las  conclusiones  establecidas  indistintamente  en  cada  una  de  las 
obras  citadas.  El  problema  de  la  sistematización  de  la  Geometría 
elemental  se  reduce:  1  .**  A  establecer  las  equivalencias  de  las  enti- 
dades geométricas.  2.°  A  determinar  las  figuras  adjuntas  ó  virtual- 
mente  contenidas  en  una  figura  dada. 

Este  objeto  queda  esbozado  en  el  Complemento  de  Geometría^ 
estableciéndose  varios  ejemplos  de  sustituciones  y  equivalencias  en 
las  determinaciones  triangular  y  circular ^  así  como  las  transforma- 
ciones ó  cou  espondencias  de  unas  especies  de  relaciones  en  otras. 

Así,  respecto  á  la  línea  recta,  el  axioma,,  dos  puntos  determinan 
una  recta,  es  el  punto  de  partida,  que  conduce  á  multitud  de  propo- 
siciones, que  le  son  equivalentes  ó  que  aparecen  como  sus  trans- 
formadas, como  lo  es  la  proposición:  Por  un  punto  exterior  a  una 
recta  no  se  le  puede  trazar  más  que  una  perpendicular,  pues  el  exis- 
tir dos  perpendiculares  á  una  recta,  equivaldría  á  que  existiesen  dos 
rectas  distintas  entre  dos  puntos. 

El  teorema:  Toda  perpendicular  a  una  recta  lo  es  a  sus  paralelas 
está  incluido  en  el  teorema:  Dos  perpendiculares  a  una  recta  son  pa- 
ralelas,  y  el  teorema:  Los  ángulos  adyacentes,  sumados,  valen  dos 
netos,  está  incluido  en  el  que  determina  la  relación  de  ser  iguales  ó 
suplementarios  los  ángulos  formados  por  una  secante  con  dos  para- 
lelas, según  la  orientación  de  los  mismos  (Geometría  elemental). 

Pero  la  noción  de  traslación  ó  giro  conduce  á  una  sistematiza- 
ción importante. 

Definida  la  recta  como  un  sistema  de  puntos,  insepai  ablemente 
unidos  tales,  que  de  cualquier  manera  que  se  mueva,  teniendo  siem- 
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Figura  116 


PRE  DOS  PUNTOS  FIJOS  Cu  cl  cspacio,  el  sistema  ocupe  el  mismo  lugar 
en  éste,  y  análogamente  el  plano,  respecto  de  tres  puntos,  la  exposi- 
ción se  hace  extremadamente  fácil. 

La  determinación  del  triángulo  se  efectúa  de  una  manera  siste- 
mática, partiendo  de  la  existencia  de  la  bisectriz  AM  del  ángulo 

CAB'  (correspondiente  á  la  única  po- 
sición en  la  que  uno  de  ios  dos  ángu- 
los B'AM  y  CAM  ha  pasado  de  ser 
menor  á  ser  mayor). 

Si  hacemos  girar  el  plano  alrede- 
dor de  AM,  la  superposición  de  AB' 
con  ACy  de  AC  con  AB,  lleva  consigo 
que  z.  C'AB*  =  Z  CAB  (fig.  116);  es 
decir,  que  los  ángulos  opuestos  por  el 
vértice  son  iguales,  etc.  (*) 
Si  ahora  gira  la  recta  AB,  en  el  plano,  hasta  ocupar  la  po- 
sición EE',  de  modo  que  sea  ¿  EAB  =  z  ABL'  (fig.  117),  se 
demuestra,  haciendo  gi- 
rar la  figura  EE'ABLL' 
alrededor  del  punto  me- 
dio O,  que  EE'  no  puede 
encontrar  á  LL',  ó  que 
le  es  paralela;  porque 
dos  rectcts  que  tienen  dos 
puntos  comunes,  coinci- 
den  (siendo  esta  propo-  Figura  117 

sición  el  caso  de  la  an- 
terior en  que  el  punto  A  estuviese  en  la  recta  LL').  (**)  La  propo- 
sición recíproca,  á  saber,  que:  Si  EE  ^  LL'  son  dos  rectas  que  no  se 
encuentran,  6  paralelas,  los  ángulos  EAB  y  ABL'  son  iguales,  se 
admite  como  evidente.  (***) 


(*)    Qéomtíria  gentral  (parte  2.*)  1895  y  GeometHa  elemental,  1882  y  1888. 

(**)  El  caio  en  que  dos  recias  no  tienen  ningún  punto  común  queda  asimilado  al 
en  que  los  tienen  todos 

('**)  Este  es  uno  de  los  modos  de  enunciar  el  postulado  de  Euclides,  ó  una  proposi- 
ción equivalente  ai  mismo  postulado,  que  establece  la  correspondencia  univoca,  nn  ex- 
cepción^ de  cnda  punto  LI/  con  cada  recta  de  A,  correspondiendo  la  paralela  al  punto 
impropio  (PnoonskO  MatbmAtigo,  t.  V,  páff.  80). 
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Si  hacemos  girar  la  recta  AC,  por  ejemplo,  de  manera  que  pase 
por  todos  los  puntos  de  la  recta  LL',  existirá  una  correspondencia 
univoca  entre  cada  recta  de  A  y  cada  punto  de  LL'.  Pero  se  obser- 
va que  los  ángulos  van  decreciendo  de  izquierda  á  derecha,  de 
modo  que,  siendo  ...  Z  EAB  <  Z  EAC<ZEAC,<...<ZEAC«... 
resulta ...  Z  ABL'<  Z  ACL'  <  Z  AC,L'. . .  <  Z  AC„L'. . .,  ten- 
diendo el  último  ángulo  de  la  serie  á  cero,  Y  análogamente 

. . .  Z  E' AB„  >  Z  E'AB  >  Z  E'AC  >  ¿  E'AC, . . .  >  Z  E'AC»  . . . 

ó         ZAB«L>...>zABL>ZAC,L>...ZAC^L, 

tendiendo  el  último  ángulo  de  la  izquierda  á  un  ángulo  llano  ó  á 
dos  rectos.  De  modo  que  la  recta  móvil  tiende  á  confundirse  en  sus 
dos  posiciones  extremas  con  las  semirectas  AE'  y  AE. 

En  virtud  de  la  simetría,  respecto  á  la  perpendicular  AP,  á  cada 
oblicua  situada  á  un  lado,  corresponde  una  oblicua  igual  al  otro 
lado;  y  á  cada  ángulo  otro  igual,  pero  en  distinto  sentido  respecto 
á  la  perpendicular,  es  decir,  simétrico.  De  manera,  que  oblicuas 
iguales  equidistan  de  la  perpendicular^  y  recíprocamente. 

De  esta  correspondencia  entre  la  recta  móvil,  el  ángulo  que 
forma  con  LL'  y  el  punto  en  que  la  corta,  se  deducen  todas  las 
proposiciones  acerca  de  la  igualdad  y  desigualdad  de  tríángulos. 
Así,  supongamos  Z  APC  >  z  ACP.  Se  tendrá 

Z  CAP  >  Z  APC  <  Z  ACP. 

Y  si  desde  P  se  trazan  las  rectas  correspondientes  á  los  puntos 

de  CA,  resultará  que  los  ángulos  en  C,  C*', irán  aumentando 

desde  Z  PCA  hasta  Z  PAC';  y  existirá  un  punto  Q  para  el  cual, 
Z  AQP  =  Z  APQ.  Y,  en  virtud  de  la  relación  unívoca  (á  ambos 
lados  de  la  perpendicular  AP),  por  ser  AQ  =  AP,  resulta  AC>  AP. 

Recíprocamente:  Si  AC  >  AP,  se  hará  AP  ^  AQ,  y  resultará 
que  Z  APC  >  Z  ACP,  de  manera  que:  En  un  triángulo^  á  mayor 
lado  se  opone  mayor  ángulo.  Las  oblicuas  crecen  conforme  se  alejan 
de  la  perpendicular  y  etc.  Y,  basándonos  en  la  correspondencia  uní- 
voca, resultarán  demostrados  los  teoremas  relativos  á  la  determi- 
nación del  triángulo,  etc. 


AB         AP 

AP 

^      AC  ■"  AC  ■ 

AB 

AB  =  iig  AC. 
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Respecto  á  la  semejanza^  simetría  y  relaciones  métricas^  la  ex- 
posición sistemática  aquí  reproducida,  según  se  publicó  en  las 
obras  citadas,  se  reduce  á  observar  que  la  generalización  necesa- 
riamente introducida  por  el  empleo  del  número  como  medida  de 
las  magnitudes  geométricas,  depende  de  la  correspondencia  exis- 
tente entre  los  ángulos  que  las  rectas  AC  y  AC^  forman  con  LL'  y 
la  longitud  de  éstas  (fig.  117).  Á  cada  recta  corresponderá  una  ra- 
zón distinta.  Pero  se  tiene 

AP  AP 

^^  =  AB  ^^'     "^^  "^  AC  ^^' 

AP  AP 

AB^«  =  AC^^ 

AB  _  s>(C) 

AC   ""  cp(B)'      ''"  ~  (p(B) 

siendo  ^  (C)  el  símbolo  de  las  funciones  trigonométricas,  según  se 
expone  en  su  lugar. 

La  relación  que  permite  pasar  de  AB  á  AC  ó  que  transforma 
AB  en  AC,  es 

AC        sen  B       ,         _        sen  B     _ 

-—  =  ^      ó     AC  = ^  AB. 

AB        sen  C  sen  C 

En  el  caso  de  ser  una  de  las  rectas  AB  la  AP,  será 

AC  =  (  I  :  ^^    AP  =  '  AP  =  w  .  AP, 

\      AC  /  sen  C 

indicando  m  el  coeficiente  que  transforma  AP  en  cualquiera  de  las 
rectas  que  consideramos. 

Pero  esta  transformación  se  aplica  ahora  á  la  faja  comprendida 
entre  LL'  y  la  paralela  trazada  á  ésta  por  A  (fig.  118).  La  conside- 
ración de  la  semejanza  permite  una  nueva  generalización. 

Si  se  toman  partes  iguales  á  AB  y  BC,  se  obtienen  puntos  A, , 
A,, ,  C^,  Cj, ,  y  las  rectas  A^C,,  AjC,, ,  A,»C«son  pa- 
ralelas á  la  AC,  pues  en  las  diferentes  fajas  se  obtienen  los  trian- 
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gulos  AA,C\  A,AjC',  ....  iguales  al  ABC,  siendo  A,C',  A^C, 

paralelas  á  AC  y  recíprocamente:  Si  A„Cn  es  paralela  á  AC,  será 

R  A  R  A 

Dr-"  =  s?^  í  P^^s  si  se  tuviese  BA»  =  «  .  BA  y  BC„  =  n* .  BC,  se 

tendría  BA„  =  «  .  BA  y  BC„  ^=^  n  ,  Be,  siendo  ¿r  distinto  de  C  y 

el  Z  ¿:  distinto  del  C;  y  según 

la  proposición  directa,  tomando 

n  segmentos,  á  partir  de  A  y  ¿r, 

se  obtendrían  los  puntos  A»  y 

C„,  sin  ser  A„C„  paralela  á  AC, 

puesto  que  lo  sería  á  la  Ac;  y 

se  tendría  que  Z  C„  =  Z  ^;  y 

por  consiguiente  Z  C«  4=  ^  C, 

contra  lo  "supuesto. 

No  hay  necesidad  de  insis-  Figura  118 

tir  en  este  desarrollo  sistemá- 
tico de  la  geometría  elemental,  fundada  tan  solo  en  la  correspon- 
dencia unívoca  de  dos  elementos  homólogos. 

La  correspondencia  unívoca  entre  la  variación  de  los  lados  y 
ángulos  de  un  tríángulo  conduce  á  las  funciones  llamadas  circula- 
res, á  saber:  seno,  coseno,  tangente  y  cotangente,  partiendo  de 
todos  los  tipos  de  triángulos  rectángulos  que  pueden  reducirse  á 
los  posibles,  en  el  primer  cuadrante  de  la  circunferencia  de  referen- 
cia, obteniéndose  la  ley  de  la  transformación  de  unos  triángulos  en 
otros,  de  modo  que: 

Por  la  alteración  ó  deformacián  de  uno  de  ellos,  pueda  pasarse  a 
todos  los  triángulos  posibles  en  el  plano^  refiriendo  todas  las  lineas 
trigonométricas  a  un  radio  común^  ó  sea  á  la  circunferencia  cuyo 
radio  es  aquél,  según  el  que  están  calculcuUis  las  tablas. 

Este  tránsito  se  efectúa:  i.**  Por  la  formación  de  todos  los  trián- 
gulos homotéticos  á  un  tipo  de  triángulos.  2.**  Por  el  tránsito  de  cada 
tipo  á  todos  los  demás,  al  recorrerse  los  diferentes  puntos  del  cua- 
drante, que  originan  cada  triángulo,  cuyos  lados  son  el  radio,  el  seno 
y  el  coseno  correspondientes.  De  esta  manera  la  Trigonometría  es 
un  capítulo  de  la  Geometria,  y  las  demás  Geometrías,  ya  la  cartesia- 
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na,  ya  la  vectorial  en  sus  diversos  modos,  son  distintos  puntos  de 
vista  de  considerarse  las  ñguras  geométríc€LS. 

Examinada  la  Geometría  desde  el  punto  de  vista  de  la  variación 
continua,  queda  subordinada  á  la  teoría  general  de  los  grupos,  cuyo 
más  amplío  estudio  se  ha  hecho  en  las  obras  de  Lie. 

Citaremos  como  los  más  sencillos  ejemplos,  los  grupos  de:  las 
transiaciones,  las  rotaciones,  las  transformaciones  afines,  los  movi- 
mientos del  espacio*  (Todos  ¡as  movimientos  del  espacio  euclideo 
forman  tm  grupo).  El  estudio  de  los  grupos  se  complica  según  el 
número  de  parámetros  que  se  considera,  y  entra  de  lleno  en  el  estu- 
dio de  las  ecuaciones  diferenciales. 

Sean       4r/ —/<  (jr^ .  . .  jr,),    x%  =Yi[x;  ..  .x^)      (/=!...«) 

mna  transjormaciin  y  su  invetsa;  la  transjormacidn  idéntica  será 

Xi  ^=Xi  (1=1...  n). 

Efectuemos  sufcesivamente  las  transformaciones 

y  obtendremos  la  transformación 

Dada  una  sene  de  transformaciones,  éstas  forman  un  grupo, 
cuando  efectuadas  sucesivamente  dos  cualesquiera  de  ellas^  se  obtiene 
una  de  la  serie  dada.  Un  grupo  finito  continuo  de  transjormaciones 
se  representa  en  general  por  n  ecuaciones, 

^i  =fi  (^1  •  •  •  ^11,  «i . . .  ^)  {i=i....n) 

que  contienen  r  parámetros  arbitrarios. 

La  superior  generalización  á  que  se  ha  llegado  en  la  teoría  de 
los  grupos,  aplicada  á  la  Geometría,  es  la  obtenida  por  Lie,  expuesta 
en  la  Introducción  al  tomo  III,  que  constituye  sus  dos  soluciones  al 
problema  de  Riemann-Helmholtz,  relativo  al  espacio. 

En  particular  la  Geometría  sintetiche  delle  sjere  de  Reye  trata  de 
una  variedad  lineal  de  cuatro  dimensiones. 
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GAPÍTUDO  III 

Superficies  cuyos  radios  de  curvatura  son  funciones 
el  uno  del  otro. 


§  l.°     Superficies  mínimas  ó  elasoides 

296.  Condición  primera.  Sean  una  superfície  ó  parte  de 
superficie  continua  S,  limitada  por  un  contomo,  x^  y,  z  Jas  coorde- 
nadas de  un  punto  de  S,  r,  c\  c  los  cosenos  directores  de  la  normal 
en  este  punto;  y  tomemos  como  coordenadas  curvilíneas  «  y  z;  los 
parámetros  de  las  líneas  de  curvatura  de  la  superficie. 

Si  R  y  R'  son  dos  radios  de  curvatura  en  el  punto  considerado, 
las  fórmulas  de  Olinde  Rodrigues  darán 


--+  R  — =  0,     ^  -hR— =  0, 


Jr      ^Ic  ly      ^^Ic' 

— +  RV  =  ^»     r^-|-RV  =  o,     ^      .   ..  ^ 


—       R'—  —         [ 


(I) 


hc    Zc         3£'    le'         7><f    le"  _        j 

Pero  se  tiene  /  (2) 

"bx  ix       'iy  ^y   i^  ^*  ^*  \ 

3«  iv    *    lu  'bv~^  lu  Iv         '   ,' 

y,  haciendo,  por  brevedad 

/BíV       /íf'V       /3í'\  /3cV      /3í'\*      /ac'V 
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se  tendrá  E*  =  e"  R-,     G-  =  R'^  g", 

y  la  expresión  del  elemento  lineal  de  51  será 

ds"  =  R«  é"  du"  +  R'*  g"  dv"  =  E*  rf«  +  G«  dv^,  (3) 

Consideremos  ahora  la  superficie  S'  infinitamente  próxima  de  S. 
La  normal  de  un  punto  M  de  51  encuentra  á  S'  en  un  punto  M'. 

Sea  X  la  distancia  MM'.  La  superficie  S'  quedará  definida,  si  se 
da  X  en  función  de  «  y  z;;  y  las  coordenadas  X,  Y,  Z  de  un  punto 
de  51'  quedarán  determinadas  por  las  fórmulas 

X  =  ,r  -h  c\     Y  =y  +  c'\     Z  =  z  +  c^l 

que  dan 


¿X  =  (X  —  R)  —  ¿«  +  (X  —  R')  ^  rfí'  +  cdk, 
dY  =  Ck  —  R)^du  +  (X— R)  ^ rfz;  +  ^'A 
dZ={l-R)^dui-  (X— R')  ^rfz;  +  í'rfX. 


(4) 


El  elemento  lineal  de  S'  será 

¿y'*  =  (X  —  R)'  ^  du^  +  (X  —  R)V  rfí''  +  d^''  (S) 

y  el  elemento  superficial 

Comparemos  ahora  una  porción  de  51, limitada  por  el  contomo  C, 
con  el  área  de  una  superficie  infinitamente  próxima  £',  que  pasa 
también  por  C.  Entonces,  X  deberá  ser  una  función  infinitamente 
pequeña,  que  se  anula  en  todos  los  puntos  de  C.  Y  el  área  de  X' 
estará  representada  por  la  integral  doble 
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extendida  á  todos  los  valores  de  uyv,  correspondientes  á  los  pun- 
tos de  2,  situados  en  el  interior  de  C.  Esta  área,  desarrollada  según 
las  potencias  de  la  cantidad  infinitamente  pequeña,  que  entra  como 
factor  en  X,  podrá  escribirse  así 


(8) 


despreciándose  los  términos  de  tercer  orden. 

Si  se  hace  X  =  o,  se  obtiene  el  área  -.  El  incremento  del  área, 
cuando  se  pasa  de  2  á  £',  quedará  determinado  por  la  fórmula 


(9) 


con  el  mismo  grado  de  aproximación  que  anteriormente. 

Así  pues,  para  que  la  superficie  sea  mínima,  es  necesario  que 
la  suma  de  los  radios  de  curvatura  principales  sea  nula  en  cada 
punto;  porque  si  esto  no  se  verifica,  podremos  tomar  para  X  una 
expresión  de  la  forma 


'  =  '«(^  +  ¿^)'p'' 


siendo  ^  una  función  de  «  y  de  v^  que  deberá  anularse  para  todos 
los  puntos  del  contomo  C  y  m  una  constante  infinitamente  peque- 
ña. La  expresión  (8)  tomará  la  forma 

AS  •-  -  I»  //  EGf  (i  +  ¿7)  dudv, 

despreciándose  los  términos  de  orden  w'.  La  integral  no  es  nula, 
porque  todos  sus  elementos  tienen  el  mismo  signo.  Se  puede  pues 

34 
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tomar  m  suficientemente  pequeño  para  que  los  términos  desprecia- 
dos, que  son  del  orden  de  w',  sean  menores  que  el  precedente  y, 
por  tanto,  para  que  cada  elemento  de  AS  tenga  el  mismo  signo  que 
—  m.  Dando  ám  el  signo  positivo,  AS  tendrá  un  valor  negativo. 
Tendremos  pues,  para  AS,  una  superficie  cuya  área  es  menor  que  £. 
Asi  pues,  la  primera  condición  para  que  el  área  de  S  sea  la 
menor  posible,  es  que  la  suma  de  los  radios  de  curvatura  principa- 
les sea  nula  para  cada  punto  de  la  superficie,  ó  lo  que  es  igual, 
que  la  indicatriz  sea  en  todos  los  puntos  una  hipérbola  equilátera; 
pero  esta  condición  no  es  suficiente;  por  que,  si  hacemos  R'= — R 
en  (8),  la  expresión  de  aS  será 

AS=//¿y|^— X^+      ^^,      +      ^^,    ^dudv. 

Los  términos  despreciados  son  de  tercer  orden  con  relación 
á  1;  y  será  necesario  que  la  integral  que  figura  en  el  segundo 
miembro  sea  positiva,  cuando  se  sustituya  en  ella  una  función 
sujeta  á  la  sola  condición  de  anularse  en  todos  los  puntos  del 
contomo  de  2. 

Podemos  pues,  definir  las  superficies  mínimas  por  la  propiedad 
de  ser  la  indicatriz  una  hipérbola  equilátera  ó  de  cortarse  las  líneas 
asintóticas  según  ángulos  rectos;  y  será  ventajoso  enunciar  la 
propiedad  característica  de  las  superficies  mínimas  bajo  la  forma 
siguiente: 

Las  dos  familias  de  lineas  de  longitud  nula  trazadas  en  una  su- 
perjicie  deben  formar  una  red  conjugada.  En  efecto,  la  hipérbola 
equilátera  es  la  sola  cónica  que  admite  por  diámetros  conjugados 
las  dos  rectas  cuyos  coeficientes  angulares  son  +  /,  —  i. 

297.  Modo  de  generación.  Tomemos  como  variables  in- 
dependientes los  parámetros  a  y  ^^  de  los  dos  sistemas  de  líneas  de 
longitud  nula.  Puesto  que  foiman  una  red  conjugada,  las  coorde- 
nadas rectangulares  x^  y^  z  serán  tres  soluciones  particulares  de 
una  ecuación  de  la  forma 

—  A  T Bt7:=»  o. 


dad^  da  -^ 
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Se  tendrá  pues,       — -  —  A  —  —  B  —  =  o, 

A—  —  B^  =  o,     — ^ — A B-;j-  =  o      (i) 


y  además,  por  la  elección  de  a  y  p, 

(^)V(|)'+(|)"=o,  (|)V(|)V(|)'=o.  ., 

Diferenciando  la  primera  de  las  ecuaciones  (2)  con  relación  á  |3, 
la  segunda  con  relación  á  a,  y  sustituyendo  los  valores  de  las  deri- 
vadas segundas  dados  por  las  ecuaciones  (i),  se  tendrá 

("bx  ix   ^^2y  7y      }^z  ^J8r\ 

Y,  puesto  que  no  puede  ser  nulo  el  trinomio,  entre  paréntesis, 
sin  que  el  arco  de  toda  curva  trazada  en  la  superficie  sea  nulo, 
tendremos  A  =  o,  B  =  o.  Las  ecuaciones  (i)  se  reducen  á 

b^x   _  S>  _  ^*^    _ 

^~''»     ^"""^     ^""'''  ^^^ 

cuya  integración  es  inmediata,  y  se  tiene 

^=f^W  +  ?^{h     ^=/*(a)  +  ?2(P),      ^=/3'(«)+?,(P).      (4) 

Y  para  que  las  ecuaciones  (2)  queden  satisfechas,  se  necesita 
que  se  tenga 

/."  («)  4-  /."•  («)  +  /s"  («)  =  o.    <p,"  (P)  +-  <p/*  (P)  -f-  ?a'*  =  O.      (5) 

Las  ecuaciones  (4)  manifiestan  que  las  superficies  mínimas 
pertenecen  á  la  clase  de  las  superficies  que  pueden  engendrarse  de 
dos  maneras  distintas  por  la  traslación  de  una  curva. 

298.  FÓRMULAS  DE  MoNGE.  Podemos,  sin  cambiar  el  siste- 
ma de  coordenadas,  sustituir  «  y  P  por  funciones  cualesquiera  de 
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estas  vaiiables,  es  decir,  hacer 

/.  («)  =  «,      ?.  (P)  =  P. 
De  las  fórmulas  (5)  deduciremos 

y  =/(«)  -I-  ?  (P)  ¡   (6) 

299.    Fórmulas  de  Weibrstrass.    Sea 
la  primera  ecuación  (5)  dará 

Por  consiguiente,  las  relaciones  de  las  tres  derivadas  serán 

I  —  »»       í(i  +  »•)  21»  ' 

siendo  «  función  de  a.  Podremos  representar  á  «,  prescindiendo  del 
caso  en  que  sea  constante,  por 

y  tendremos 


2     ^  '  rfa ' 


Análogamente  se  obtendrá,  haciendo 

y/(P)-«V(P)     „ 
-?.'(P)      " 


(8) 
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y  siguiendo  un  método  análogo  respecto  á  P, 


2 

Las  fórmulas  que  definen  la  superficie  serán 

z  =  fu9(u)du  +  fu^9^  («j)  dui. 

Sustituyendo  S{u)  por  la  derivada  tercera  de  una  función  /  (u) 
de  «  y  ^,  («t)  por  la  derivada  tercera  de  otra  función  /j  (w,),  resul- 
tarán las  fórmulas  de  Weierstrass 

4r  =  i=^/ («)  +  «/ («)-/(«) 

+  '-^A'  («.)  +  «./.'  («.)  -/i  («.). 

r = «/•  («)  _/•  («)  +  uj,'  («.)  -/;  («.). 

En  el  caso  de  ser  u  constante,  se  tendrá 

I  — «'  /(i  +  «*)  2U     ' 

y  si  se  expresa  por  -  Ci'  (a)  el  valor  común  de  estas  relaciones,  se 
tendrá 

X  =  i^  6  (a)  +  i  /  (I  -  «,«)  y,  («,)  du„ 
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j^  =  íi^O(a)-i/(l+V)^t(«.)rf«n 

Las  curvas  «» =  o  serán  rectas  paralelas  que  encuentran  al 
círculo  del  inñnito.  La  superñcie  correspondiente  será  un  cilindro 
imaginario.  (♦) 

De  las  ecuaciones  (9),  resulta  para  los  elementos  fundamentales 
de  primer  orden 

E  =  o,    F  =  í- (I +  ««,)«»(«)?(«,)  =  o.    G  =  o 

y  el  elemento  lineal  de  la  superficie  será 

¿r«  =  (i  +  uu,Y  9{u)9{u^) dudu,.  (11) 

En  virtud  de  las  expresiones  de  a^  ¿,  c  (pág.  244)  y  de  las  fór- 
mulas (9),  obtendremos,  para  los  cosenos  directores  a,  ¿,  c  de  la 
normal  á  la  superñcie  ó  las  coordenadas  de  la  imagen  esférica  de 
la  superficie, 

a=  — ; ,       0=  ; ,       C  =  ; (12) 

I  4-  «»i  I  +  ««,  l  +  MU^  ^      ^ 

y  para  el  elemento  lineal  de  esta  imagen  esférica, 

¿r.»  =da*  +  dó*  -f  de*  =  (tI^.  (13) 

Los  elementos  fundamentales  de  segundo  orden  serán 
D  =  -y(«),     D'  =  o,    D*  =  -^,(«,). 

De  la  condición  (pág.  293)  para  la  existencia  de  las  lineas  asín- 
tóticas,  resulta 

9  (u)  du^  +  9,  («,)  du,^  «=  o 

y  por  ecuación  (5)  de  las  líneas  de  curvatura  (pág.  290), 

9{u)du^-9^{u^)du,^  =  o, 


(*)    Darboui,  Ltqon$  tur  la  tkéorie  gémérale  des  turfaeet,  1. 1,  pág.' 280. 
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y  las  ecuaciones  (6)  y  (7)  de  la  pág.  (291). 

A  =  i-  +  l  =  o.    k ,-  4 


(i+««,)'^(«)S-.  («).) 


300.  Ejemplos:  i.**  Dada  una  curva,  obtener  la  super- 
ficie MÍNIMA  que  pasa  POR  ELLA.  (Lagraiige,  Miscellanea,  Tau- 
rinensia). 

Dejando  indeterminados  los  límites  entre  los  que  se  halla  la 
curva,  podemos  reducir  el  problema  á: 

Hacer  mínima  la  integral    i  \Íl  -\- p^  -\-  q-dxdy. 

Escribamos  z  -f-  ^^^  en  vez  de  z,  para  determinar  una  super- 
ficie muy  próxima  á  la  primera;  p  se  reduce  á 

^  ^     "^   '         ^  ly 


il+p'  +  q^     á    0+/*  +  j«  +  2s(/.^  +  í^) 


+  .. 


T^lz  llz 

P \-  9  — 


ó  fr+p^  +  q^+^-^--^^+ 

y  I  ^-  ^*  -+-  í* 

Hagamos  i  i  +  /*  -f  y*  =  W,  y  deberá  verificarse  que 


^»  ' 


ly  I 


w 

entre  los  límites  para  los  que  ffV^dxdy  es  un  mínimo.  Pero 


520  LIBRO  4.* CAPÍTULO    III 

siempre  entre  los  mismos  límites.  Y  tenemos  la  ecuación 
p_  q_ 

y  puesto  que  djer  es  arbitraría,  excepto  en  los  límites,  deberá  ven* 
ñcarse  que 

Las  superñcies  que  satisfacen  á  esta  ecuación,  resuelven  el 
problema.  Diferenciando  se  obtiene 


^  r  -f-/V  +  ^r—p*r  —  pqs  _  r(i  +  ^)  —  fiq^ 

y  multiplicando  por  W*,  tendremos 

r(l  +  q')  —  2pqs  +  /(l  +/*)  —  o, 

que  corresponde  á  las  superficies  para  las  cuales  la  suma  de  los 
radios  principales  de  curvatura  es  nula  ó  son  iguales  y  de  signo 
contrarío. 

2.^  Dados  dos  círculos  parcélelos  entre  si  (flg.  1 19)  tcUes,  que 
sus  centros  se  hallen  en  una  misma  normal^  hallar  la  superficie  mi- 
nima  que  pcue  por  ellos. 

Desde  luego  la  superflcie  buscada  es  de  revolución.  Por  consi- 
guiente si  trazamos  en  cada  círculo  dos  radios  paralelos  á  los  del 
otro,  y  en  otro  lugar  de  la  superficie  otros  dos  pares  de  radios  que 
formen  ángulos  iguales  respectivamente  á  los  prímeros,  las  dos 
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S2I 


fajas  superficiales  serán  iguales  entre  sí,  pues  de  lo  contrario  no 
sería  la  superficie  mínima.  Podemos  escribir 


hagamos 


/ 


L  y  tendremos  la  ecuación  diferencial 


ix 


o         2L  +  5-j5-  =  o,     2j  +  -j-  =  o. 

Integrando,  tendremos 

2  log  5  -j-  log  L  -(-  const.  =  o 


5*L  =  a, 


=  a. 


5.f^V=a.  +  a'(^V    ó    ^  =  ^=^=; 
^Va;^  ^      \d\)  d\        S\*  —  a* 

é  integrando 

z  =  a  I   ,  =  a  log '—¡ , 

donde  la  constante  arbitraria  es  —  a  log  A,  y  escribiendo  a.e^  en 
vez  de  ¿,  tendremos 


xr  ^  0  log 


5  +  »^^^=^ 


4  +  « 


tf.¿* 


de  la  cual  resulta 


,      a.g''    =5  +  »'5«  — « 


■    ±+«       5  +  ^5^-^^  5*- 5  + a' 

e 

a  \    «-  +  «         -«--ai 
Por  consiguiente       5  =  -  j  ^«       +  ^    *       i » 


5-.y^|iTZ^. 


$22 
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ecuación  de  la  catenaria.  La  superfície  mínima  es  la  superficie  de 
revolución  formada  por  la  catenaria. 

3.®  Consideremos  ahora  las  superficies  en  coordenadas  curvi- 
líneas. Sea  una  superficie  de  revolución  cuyo  eje  es  el  de  las  z,  y 
r  la  distancia  de  un  punto  del  meridiano  al  eje.  La  ecuación  de  la 
superficie  será  z  =/(r). 

Sea  «»  el  ángulo  que  forma  con  el  plano  de  las  xz  d  meridiano 
que  pasa  por  el  punto  dado.  Tendremos 

;r  =  rcosz^,    ^  =  rseni;    y    ¿r*  =  rfr»  (i -[-/'*) +r*<to*.     (i) 

Las  curvas  r  =  const.  son  los  paralelos  y  las  v=*  const.  los 
meridianos.  Si  se  hace 

r  será  la  función  de  n,  y  la  ecuación  (i)  tomará  la  forma 

d¿'  =  dté^^f{u)dP'.  (2) 

4.^  Sea  la  superficie  de  revolución  engendrada  por  la  revolu- 
ción de  una  catenaria  alrededor  de  su  base.  Se  tendrá 


--Á^+''-]- 


y  resultará  sin  dificultad  u  =  V^—  a*.  La  fór- 
mula (2)  dará 

dii  =  rf««  4.  («« 4.  a*)  dv\ 

Figuraiao  ^sta  supcrficie  es  el  aliseide  ó  catenoide.  Como 

la  catenaria  es  la  única  curva  cuyo  radio  de 
curvatura  es  igual  y  de  signo  contrario  á  la  normal,  la  catenoide  es 
la  sola  superficie  de  revolución,  para  la  que  los  radios  de  curvatura 
en  cada  punto  son  iguales  y  de  signo  contrario.  Se  llaman  superfi- 
cies mínimas  á  todas  aquéllas  cuyos  radios  de  curvatura  se  hallan 
en  esta  relación.  La  aliseide  es  por  tanto  la  sola  superficie  mínima 
de  revolución. 

Se  sabe  que  si  se  considera  una  catenaria  cuya  base  es  Ojer  y 
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desde  el  pie  P  de  la  ordenada  del  punto  M  se  baja  una  perpendi- 
cular PQ  á  la  tangente  en  M,  el  arco  de  catenaria,  contado  á  partir 
del  vértice  S,  es  igual  al  segmento  de  recta  MQ.  Por  consiguiente, 
el  punto  Q  describirá  una  de  las  evolventes  de  la  catenaria. 

Puesto  que  PQ  es  constantemente  igual  al  parámetro  a  de 
la  catenaria,  el  lugar  de  punto  Q  será  la  curva  de  las  tangentes 
iguales  ó  tractriz.  Expresando  por  <p  el  ángulo  PMQ,  el  valor 
del  arco  descrito  por  el  punto  Q,  cuando  (p  aumenta  en  d^,  estará 
expresado  por 

d(s  ^  MQrfj.  =  a  cot  :prf^. 

Además,  puesto  que  la  expresión  de  la  perpendicular  bajada 
desde  Q  sobre  Oz  Qsr  =  a  sen  ©,  el  elemento  lineal  de  la  superficie 
engendrada  por  la  revolución  de  la  curva  de  las  tangentes  iguales 
alrededor  de  Oz  estará  dado  por  la  fórmula 

ds^  =  dfs*-\-  r*  dv^  =  a^  (cot*  ^rf^*  +  sen*  ^dv^). 

Hagamos        cot  cprfcp  =  du    lo  que  da    sen  *  =  ^, 

y  tendremos  ds^  =f  a*  (du*  -f  e^^  dz^)^ 

Observemos  que  en  el  triángulo  rectángulo  RPM,  se  tiene 

MQ  .  QR  =  a\ 

Los  centros  de  curvatura  principales  de  la  superficie  son  evi- 
dentemente los  puntos  M  y  R;  luego  los  radios  de  curvatura  princi- 
pales satisfacen  á  la  relación  RR'  =  —  a*.  Pero  esta  propiedad  no 
caracteriza  á  la  superficie. 

301.  Representación  conforme.  Las  fórmulas  (9)  de  la  pá- 
gina 517  dan  la  expresión  siguiente  del  elemento  lineal, 

dlr»  =  (I  4.  uu.y^iu)  9^  (lí,)  dudu,, 

á  la  que  se  puede  añadir  la  que  determina  el  elemento  lineal  de  la 
representación  esférica 

A,dudu. 

ds*=da*  -\-db*-\.  de*  =  -f- 4  . 

^  (I  +  ««1)' 
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Y  la  comparación  de  estas  fórmulas  conduce  al  teorema  de 
Bonnet:  Iji  representación  esférica  de  la  superficie  mínima  realiza 
una  representación  conforme^  un  trazado  geográfico  de  la  superficie 
en  la  esfera. 

Además:  Toda  superficie  distinta  de  la  esfera^  para  la  que  el 
ángulo  de  dos  cwvas  es  igual  al  de  sus  represeniaciodus  esféricas  es 
necesariamente  una  superficie  mínima^  pues  si  consideramos  una 
curva  que  pasa  por  un  punto  M  de  la  superficie  y  la  tangente  MT, 
la  representación  esférica  será  una  curva  que  pasa  por  el  punto  «, 
imagen  del  M,  que  admitirá  una  tangente  perpendicular  á  la  tan- 
gente conjugada  de  MT.  Por  consiguiente,  si  dos  curvas  que  par- 
ten de  M,  admiten  dos  tangentes  MT,  MT',  y  el  ángulo  de  sus  re- 
presentaciones esféricas  en  m  será  igual  al  de  las  tangentes  MU  y 
MU',  conjugadas  de  MT  y  MT'.  La  indicatriz  de  la  superficie  bus- 
cada debe  por  consiguiente  ser  una  curva  tal,  que  el  ángulo  de  dos 
cualesquiera  de  sus  diámetros  sea  igual  al  de  los  diámetros  conju- 
gados, propiedad  que  solo  pertenece  á  la  circunferencia  y  á  la  hipér- 
bola equilátera.  La  superficie  que  se  busca  será  ó  una  esfera  ó  una 
superficie  mínima. 

En  general,  si  existe  en  una  superficie  un  sistema  ortogonal, 
cuya  representación  esférica  es  un  sistema  ortogonal,  que  no  se 
confunde  con  el  formado  por  las  lineas  de  curvatura,  se  llegará  á 
igual  conclusión,  pues  la  hipérbola  equilátera  es  la  única  cónica 
para  la  que  dos  diámetros  rectangulares,  que  no  se  confunden  con 
los  ejes,  pueden  admitir  como  conjugados  dos  diámetros  rectan- 
gulares. 

Supongamos,  según  esto,  que  dado  un  sistema  ortogonal  (S) 
cualquiera,  trazado  en  la  esfera  de  radio  I,  nos  propongamos  obte- 
ner todas  las  superficies  (S)  tales,  que  si  se  efectúa  su  representa- 
ción esférica  en  dicha  esfera,  las  curvas  de  la  superficie  correspon- 
dan á  las  del  sistema  esférico  ortogonal.  El  problema  admitirá  una 
doble  solución,  ó  el  sistema  (S')  está  formado  por  líneas  de  curva- 
tura de  la  superficie,  y  entonces  la  cuestión  se  reduce  á:  obtener  las^ 
superficies^  cuyas  lineas  de  curvatura  admiten  por  imagen  esférica 
las  curvas  de  un  sistema  ortogonal  dado;  ó  bien  el  sistema  (S)  no 
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estará  formado  por  líneas  de  curvatura  y,  en  este  caso,  la  superficie 
será  una  superficie  mínima  cualquiera. 

Minding,  al  estudiar  todas  las  supeificies  cuyos  meridianos  y 
paralelos  forman  un  sistema  ortogonal,  obtuvo  las  superficies  mol- 
duras y  las  superficies  mínimas.  Estos  son  resultados  inmediatos 
de  las  consideraciones  precedentes  y  M.  Darboux  añade  (*)  que  en 
toda  superficie  mínima,  la  red  formada  por  los  paralelos  y  meridia- 
nos será  siempre  isoterma,  porque  corresponde  á  un  sistema  iso- 
termo  de  la  esfera,  pues  empleando  las  fórmulas  (12)  de  la  página 
518,  se  ve  que  los  paralelos  se  hallan  definidos  por  ^  =  const.  ó 

a  u 

uui  -=  const.  y  los  meridianos  por  —  =  const,  o  —  =  const. 

Si  pues  se  hace  u  =  p***^,  n,  =  p^"~ •'***,  la  expresión  del  ele- 
mento lineal  será 

Las  curvas  p  =  const.  son  paralelos  y  las  w  ==  const.  meridia- 
nos, lo  que  muestra  que  las  dos  familias  constituyen  un  sistema 
isotermo. 

En  particular,  si  9{u)  =  Au^y  S^(u^)  =  A^u^^,  el  elemento 
lineal  será 

í¿y«  =  AA,  (I  +  p')  9^  [rfp*  +  ?'d^*]. 

La  superficie  será  aplicable  sobre  otra  de  revolución,  corres- 
pondiéndose respectivamente  en  las  dos  superficies  los  pai*alelos  y 
los  meridianos. 

Haciendo  corresponder  al  punto  («,  «,)  de  la  superficie  el  punto 
de  un  plano,  cuyas  coordenadas  rectangulares  x^ ,  ^j  se  determinan 
por  las  fórmulas 

^1  +  iy,=^jf2WJ¡¿)du,     X,  —  iy,=jf2W^,dUy,       (i) 

el  elemento  lineal  tomará  la  forma 

ds'  =-{!.+  uu,y  ^^{u)^,{u,)  {dx,^  +  dy,^)  =  R  (dx-  +  dy,^) 


(*)    Leqons  sur  la  théorie  general  des  turfaeett  i.  I,  p.  311. 
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siendo  R  el  radio  de  curvatura  principal,  y  el  elemento  de  la  re- 
presentación esférica 

^ü'  =  ¿(rf^i*  +  rfVi');  (I) 

lo  que  conduce  á  la  proposición:  Las  lineas  de  curvatura  que  forman 
en  la  superficie  un  sistema  iseteimo^  admiten  por  representación  esfé- 
rica un  sistema  también  isoterma.  (Darboux,  obra  cit.,  t.  I,  pág.  313). 
Introduciendo  en  las  fórmulas  las  dos  funciones 

a  =  4r, +  />,,     p  =  4r^  — />,,  (3) 

se  tendrá 

«=/(a)  =  A,  »,  =  <p(P)  =  B,  ^(1,)  =  ^,  3r,(i,,)=_l^  (4) 
siendo  A'  y  B'  las  derivadas  de  A  y  B.  Los  elementos  lineales  serán: 

^= — ÍA^B^ — '  ^•  =  1h:abF'  ^ 

resultando  el 

Teorema  de  Bour.  Sise  ha  puesto^  de  una  manera  cualquiera^ 
el  elemento  lineal  de  la  esfera  bajo  la  forma  dSo*  =  X  da  d?,  el  ele- 
mento ds*  =  -  dad§  será  el  de  una  superficie  mínima^  para  la  que 

a  -|-  ttp  a  ~  ^  serdn  los  parámetros  de  Icís  lineas  de  curvatura. 

Introduciendo  en  las  fórmulas  de  Weierstrass  las  notaciones  de 
las  fórmulas  (3)  y  (4),  tendremos  las  fórmulas  dadas  por  Enneper 

En  fín,  para  estudiar  la  superñcie  mínima  de  Enneper,  M.  Dar- 
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boux  considera  la  proposición  siguiente:  Para  obtener  todas  las  su- 
perficies, cuyas  lineas  de  curvatura  son  planas ,  se  construirán  dos  fa- 
milias  diferentes  de  esferas,  cuyos  centros  se  hallan  sujetos  a  describir 
respectivamente  dos  cuivas  de  segundo  grado,  focales  entre  si,  cuyos 
radios  varíen  según  una  ley  cualquiera^  para  cada  una  de  las  dos 
familiar.  El  plano  rcuiical  de  las  dos  esjeras  {S)y  (S),  perteneciente 
a  las  dos  familias  diferentes,  envolverá  á  la  superficie  buscada.  Si 
s$  asocian  á  (S)  y  á  (S)  las  esferas  infinitamente  próximas  (S')  y  (S'), 
el  centro  radical  de  estas  cuatro  esferas  describirá  la  superficie. 
Los  planos  radicales  de  {^)  y  de 
(S*),  di  (^)y  de  (S')  serán  los  pla- 
nos de  las  lineas  de  curvatura  de 
los  dos  sistemas,  según  se  esta- 
blece en  la  pág.  132  (t.  I)  de  la 
obra  citada.  Considera  el  caso  en 
que  en  las  fórmulas  de  Weiers- 
trass  se  sustituyen  ^(tí)  y  ^(ií,) 
por  una  misma  constante,  por 
ejemplo  igual  á  3,  obteniendo 

x  =  R(3u  —  u^), 

y  =  Ri(^u  +  «^),     e=Rsu\ 

Siendo  A  =±  a,  B  =  P,  si  se  hace  u 
parámetros  de  la  curva,  y  se  tendrá 


Figura  121 


I  —  /p,  a  y  p  serán  los 
;r=3a  +  3«P'-«^   JK=3P+3a•?-P^    i?  =  3a«  -  3Íi^ 


Las  ecuaciones  de  los  planos  de  las  líneas  de  curvatura  son 

X  +  «jar —  3a  —  2a'  =  o,    y  —  ?^  —  3P  —  2?^  =  o. 

Las  líneas  de  curvatura  son  unicursales  de  tercer  orden  y  recti- 
ficables, pues  el  elemento  lineal  se  expresa  por 

ds  =  9[i+ a*  +  p*]*  (rfa«  +  rfp*). 
Para  P  =  const.  se  tiene  ds  =  3(1  +**  +  ?*)  ^*i  é  integrando. 
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La  ecuación  del  plano  tangente  en  el  punto  a,  ^  es 
2a;r  — 2P^  +  (a«  +  p*-  i)fr  +  3P*_3at+p*_a*  =  o, 
(4r-4ar+y+(ir-2a«+i)*_  (y^  4?)'-:^*-  (5  +  2P-l)«-o, 
que  es  el  plano  radical  de  las  dos  esferas  de  radio  nulo 

^  +  (jK  -  4Py  +  (*  +  2pt  - 1)* = o, 

cuyos  centros  describen  dos  parábolas  respectivamente  focales  entre 
sí,  concluyendo  M.  Darboux  de  la  proposición  anterior,  la  siguiente, 
que  expresa  la  generación  de  la  superficie  de  Ennepen 

CoHsideremas  en  el  espacio  dos  pat  óbolos  jacales  entre  si.  La  su- 
perficie es  la  envolventi  de  los  planos  iraeados  perpendicularmente 
en  los  puntos  medios  de  las  cnerdas  que  unen  los  puntos  de  una  de 
las  curvas  d  los  puntos  de  la  otra.  Los  planos  nórmeles  d  las  dos 
parábolas^  en  los  extremos  de  una  de  estc^  cuerdas^  son  los  planos 
de  las  lineas  de  curvatura  que  pcísan  por  el  punto  de  contacto  de 
la  superficie  y  del  plano  perpendicular  en  el  medio  de  la  cuerda  (fi- 
gura 121). 

302.  Superficie  adjunta  de  Bonnet.  Este  geómetra,  en  su 
Note  sur  la  thiorie  genérale  des  surfaces^  estudió  la  cuestión  de  las 
superficies  mínimas  que  perpianecen  tales,  después  de  una  defor- 
ción  continua. 

Consideramos  una  superficie  mínima  A,  cuyo  elemento  lineal  es 

rfj«  =  (I  +  uu,y  S{u)  9{v)  dudv.  (i) 

Para  obtener  todas  las  superficies  mínimas  cuyo  elemento  lineal 
es  (i),  consideremos  una  de  éstas  A,  y  sea  A'  una  de  las  superfi- 
cies mínimas  á  que  pertenece  el  mismo  elemento  lineal.  Tendremos 
por  elementos  lineales  de  la  representación  esférica,  respectivamente 

ds^^^  —  kds",        ds'o^  =  J^ds'\ 

Puesto  que  se  tiene  para  puntos  correspondientes,  ds^  i«=  ds'* 
y  k  =  i\  será  rfV  =  ds\\ 
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Es  decir,  que  si  efectuamos  sobre  la  esfera  la  representación  de 
dos  partes  A  y  A'  correspondientes  de  la  superficie,  las  imágenes 
son  iguales  ó  simétricas. 

En  el  primer  caso,  podemos  orientar  A  y  A',  de  modo  que  se 
superpongan  las  imágenes  respectivas.  Así  pues: 

Teorema  I.  Si  dos  superficies  mínimas  son  desarrollables,  la 
una  en  la  otra,  podremos  orientarlas  en  el  espacio^  de  modo  que  las 
superficies  normales  sean  paralelas  en  los  puntos  correspondiefttes. 

En  las  fórmulas  de  Weierstrass,  las  funciones /(«)  y  su  conju- 
gada ':f{v)  en  A,  deben  ser  las  que  engendran  la  superficie  A,  y  el 
elemento  lineal  de  ésta  será 

ds'^  =  (i  -f  uvy  f{u)  ip  («)  dudv\ 

y  puesto  que  ds  =  ds\  resulta 

S{u)S,{v)=f{u)f{v). 

Podemos  establecer,  mediante  la  cantidad  auxiliar  a,  las  relaciones 

f{u)  =  ei^  ^{u\       cp  {v)  =  e-i^  ^,  {x), 

de  manera  que,  por  la  primera,  es  a  función  de  u  sola,  y  por  la  se- 
gunda lo  es  de  v\  es  por  tanto  una  constante  real,  puesto  que  cp  y  / 
son  funciones  conjugadas,  y  por  consiguiente  S  y  ^^\  luego 

Teorema  IL  La  superficie  mínima  más  general  que  puede  redu- 
cirse á  otra  ílada  por  deformación  continua,  se  obtiene  sustituyendo, 
respectivamente  ^(u)  y  ^^  (u)  por  e**  ^(u)  y  por  e"**  ^,  (v)  en  las  for- 
múleos de  Weierstrass f  siendo  ol  una  constante  real. 

Si  a  varía  de  una  manera  continua,  se  obtendrán  pues,  oo^  su- 
perficies mínimas  por  medio  de  una  dada. 

Las  superficies  elicoidales  para  las  que  ^  («)  =  A  ií~*,  son 
superficies  mínimas  asociadas. 

Las  superficies  que  corresponden  áa  =  oya  =  —  se  llaman 

supei*ficies  adjuntas,  como  son,  por  ejemplo,  la  catenoide  y  las  su- 
perficies elicoidales. 

Sean  x,  y,  z  las  coordenadas  de  un  punto  de  la  superficie  A,  ;ra, 
Ja,  ^flt  las  del  punto  correspondiente  de  la  superficie  asociada  á  la  A. 

35 


530  LIBRO   4.® CAPÍTULO   III 

Tendremos,  para  el  ángulo  O  de  los  dos  elementos  lineales  ds  y 
dsoL ,  la  expresión 

dxdXfi  +  dydj^oL  +  dsdZa        e^  +  e"*^ 

eos  O  = -—; = =  eos  ou 

dsdSfi  2 

Así  pues;  La  constante  a  lepresenta  el  ángulo  comprendido  entre 
dos  elementos  lineales  conespondientes  de  \  y  W  En  el  caso  de  dos 
superficies^  adjunten  los  elementos  lineales  son  ortogoneUes. 

En  resumen:  Si  consideramos  las  superflcies  mínimas,  definidas 
por  las  fórmulas  de  Monge 

;r  =  A(/)4- A.(T),     -^  =  fi  (/)  +  B.  (t),    5  =  C(/)  +  C.(t)     (i) 

en  las  que  A,  B,  C,  A|,  Bi,  C|  satisfacen  á  las  relaciones 

rfA»  +  rfB*  +  rfC*  =  o,    rfA.»  +  rfBj»  +  rfCj»  =  o, 

el  elemento  lineal  será 

rf^  =  2  (rfArfAj  +  rfBrfB,  +  rfCrfCO; 

y  todas  las  superficies  definidas  por  las  fórmulas 

:r  =  ^í^A(/)  +  ^-'*A,(T),  ,  =  e^B{t)+ e'^B,{i),  5  =  ...,  (2) 

en  las  que  a  es  una  constante,  son  aplicables  entre  sí,  definiendo 
una  familia  de  superficies  asociadas. 

Para  a=o  se  tiene  la  superficie  definida  por  (i),  para  a»:^,  la 

simétrica;  para  ql=  -,  la  superficie  adjunta  (3) 
2 

;ro=/[A(/)-A,(r)l,  n^i[m-M^)l  í»o=/[C(/)-C,(t)1. 

Para  cualquier  sistema  de  valores  que  se  emplee  en  la  determi- 
nación de  x,y^  k,  ^o»^oi  '01  las  coordenadas  X,  Y,  Z  de  un  punto 
cualquiera  de  la  superficie  asociada,  correspondiente  á  cualquier 
valor  de  o,  se  expresan  de  la  manera  siguiente: 

X=;rcosa+4r^sena,  Yssj'cosa+j'oSena,  Zs=xreosa-f-jBresena. 

Expresando  que  el  elemento  lineal  de  dicha  superficie, 

rfX»-|-rfY»  +  rfZ* 
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es  independiente  de  a,  se  obtienen  las  relaciones 

dx'  +  dy'  +  ds'  =  dx,^  +  dy,^  +  ds,\    j 

>  (4) 

dxdx^  +  dydy^  +  d^ds^  =  o.  ) 

Por  tanto,  no  solamente  una  superficie  mínima  y  su  adjunta 
son  aplicables  mutuamente,  sino  que  sus  planos  tangentes  en  los 
puntos  correspondientes  son  paralelos,  y  las  tangentes  á  dos  curvas 
correspondientes  son  perpendiculares. 

También  puede  establecerse  que: 

Si  dos  superficies  son  aplicables  entre  si^  de  manera  que  los  ele- 
mentos  correspondientes  fot  men  entre  si  un  ángulo  constante ,  son  nece^ 
sai  lamente  dos  superficies  mínimas  asociadas^  y  los  planos  tangentes 
son  paralelos  en  los  puntos  correspondientes. 

Si  dos  superficies  son  aplicables  entre  si^  con  ortogonalidad  de  los 
elementos  correspondientes^  no  pueden  ser  más  que  superficies  cuijun- 
tas  entie  siy  lo  que  puede  verse  en  la  obra  citada  de  M.  Darboux, 
tomo  I,  lib.  III,  cap.  V. 

Ejemplo,    en  el  caso  de  ser 

las  fórmulas  de  la  familia  de  las  superficies  asociadas  son 

Z  =  —  —  log  « —  log  «j  +  C, 

siendo  C  una  constante  cualquiera. 

Hagamos  ií,  =  ^- 1*  -  *^,     «  =  ^  1*  +  »^,         y  obtendremos 

X  =  -  /"  ^  eos  (v  +  a)  -| —  ^  eos  (v  —  a). 
Y  =  -  ^~  ^sen  (v-f  «)  H —  ^  sen  (v  —  a),      Z  =  (i.  eos  +  v  sen  a. 
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303.  Método  de  Schwarz.  Las  fórmulas  (4)  de  la  pág.  531 
sirvieron  á  Schwarz  para  obtener  la  superficie  adjunta  por  medio 
de  un  método  sencillo  y  elegante.  Sean  X,  Y,  Z  los  cosenos  direc- 
tores de  la  normal 

expresando  :r,  y^  xr,  jTq,  J'o»  ^o  '^  coordenadas  de  los  puntos  corres- 
pondientes de  la  superficie  mínima  dada  y  de  la  superficie  adjunta. 
Se  tendrá 

Xdx  +  Xdy  +  T^dz  =  o,     Xdx^  +  Ydy^  +  Zdz^  =  o.      (6) 

Con  la  última  de  estas  ecuaciones  y  la  segunda  de  las  (4)  se 
determinarán  las  relaciones  de  dx^^  dy^^  dz^,  lo  que  dará 

dxp ^ dzp 

Zdy  —  Ydz~  Xdz  —  Zdx  ~  Ydx^Xdy' 

La  suma  de  los  cuadrados  de  los  numeradores  es  igual  á  la 
suma  de  los  cuadrados  de  los.  denominadores,  en  virtud  de  las  fór- 
mulas (3)  y  (5).  El  valor  común  de  estas  relaciones  es  por  tanto 
igual  á  ±  I.  Pero  si  se  sustituye  en  uno  cualquiera  de  ellos  X,  Y,  Z, 

dx, ,  dxo^ por  sus  valores  deducidos  de  las  fórmulas  de 

Weierstrass  (9),  de  la  pág.  517,  las  de  la  superficie  adjunta  y  las  (4), 
se  obtendrá  —  i  por  valor  de  las  tres  relaciones.  Se  tiene  pues, 

dxo  =  Ydz  —  Zdy,     dyo  =  Zdx^Xdz,     dz^=Xdy~Ydx,    (7) 

y  ^01  y^y  ^0  quedarán  determinadas  por  la  integración  de  estas  tres 
diferenciales  con  dos  variables  independientes,  que  pueden  formar- 
se, cuando  se  conoce  la  ecuación  de  la  superficie. 

Con  este  precedente,  puede  exponerse  el  método  de  Schvvarz, 
que  se  funda  en  las  dos  proposiciones: 

Una  superficie  mínima  queda  completamente  determinada^  cuando 
se  dan  una  curva  analítica,  trazada  en  dicha  superficie  y  la  curva 
con  espondiente^  trazada  en  la  superficie  adjunta. 

Si  se  conoce  una  curva  L  en  una  superficie  mínima  y  los  planos 
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tangmtcs  en  cada  punto  de  esta  curva,  la  curva  correspondiente  de  la 
superñcie  adjunta  puede  obtenerse  por  simples  cuadraturas. 

En  efecto,  si  x,  y,  z  son  las  coordenadas  de  un  punto  de  una 
superficie  mínima  y  X,  Y,  Z  los  cosenos  directores  de  la  normal 
en  el  mismo,  las  coordenadas  x^,  j/^,  z^^  del  punto  correspondiente 
de  la  superficie  adjunta  estarán  determinadas  por  las  fórmulas 

dx^  =  \dz  —  Zdy,     dy^=Zdx  —  Xdz,     dz^=Xdy—\dx,    (i) 

en  las  que  los  segundos  miembros  son  diferenciales  exactas;  y  en 
virtud  de  las  expresiones  (i)  y  (3)  de  la  pág.  530,  se  tendrá 

x  —  ix^  =  x  +  if{Zdy  —  Ydz)  =  2K{t),    \ 
y  —  iy,  =  y  +  i¡{Xdz  —  Zdx)  =  2^{tl  (2) 

z  —  iz^  =  z+  i¡  (Y¿r  —  Xdy)  =  2C  (/),    ) 
y  también 

X  +  ix^=^X'-  i¡  i^dy  —  \dz)  =  2A1  (t),  etc.  (3) 

Sea  L  el  contomo  dado.  Cuando  se  mueve  un  punto  en  éste, 
X,  y,  z,  X,  Y,  Z  se  reducen  á  funciones  de  cierta  variable  X,  y  las 
fórmulas  precedentes,  en  las  que  las  integrales  de  diferenciales 
totales  se  sustituyen  por  integrales  de  una  sola  diferencial  ¿X,  darán 
las  funciones  de  una  sola  variable.  A,  B,  C,  A^,  B„  C,,  expresadas 
por  medio  de  X.  Sean  a  (>.),  IB  (X),  e  (X),  61,  (X),  »^  (X),  S,  (X)  las  ex- 
presiones  obtenidas. 

Si  el  contorno  L  es  real,  y  si  los  valores  de  x,  y,  z,  X,  Y,  Z  se 
dan  por  relaciones  numéricas  ó  leyes  físicas,  que  no  permiten  deter- 
minar estas  variables  por  valores  imaginarios  de  X,  las  funciones 
d,  oB,  (5,  dj,  a^,  (5,  serán  conocidas  de  un  modo  incompleto;  y  las 
fórmulas  relativas  á  la  superficie 

y  =  a  (X)  +  a^  (X),  /  =  a  (X)  +  ^^  (X),  z'  =  e  (x)  +  e,  (x)  (4) 

permitirán  determinar  tan  solo  puntos  que  corresponden  á  valores 
reales  de  X  y  X,.  Pero  si  el  contorno  (L)  es  una  curva  analítica,  real 
ó  imaginaria,  y  si  las  funciones  X,  Y,  Z  que  deben  satisfacer  á  las 
ecuaciones 

X«  +  Y«  +  Z*  =  I,     Xdx  +  Ydy  +  Zdz=o,  (5) 
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son  también  funciones  analíticas  de  X,  es  decir,  si  x^y^  á?,  X,  Y,  Z 
tienen  una  significación  determinada,  lo  mismo  para  los  valores 
imaginarios  que  para  los  reales  de  X,  lo  mismo  sucederá  para  las  fun- 
ciones £1, . . .  que  deberán  considerarse  como  completamente  cono- 
cidas, y  determinarán  completamente  las  dos  curvas  mínimas,  cuya 
traslación  engendra  la  superficie.  Sustituyendo  estas  funciones  por 
sus  valores  en  las  fórmulas  precedentes,  se  tendrá  para  las  coorde- 
nadas x\  y  jer'  de  un  punto  cualquiera  de  las  superficies, 

y  análogamente  para  y  y  fr',  expresando  x^^  y^y  0,  los  valores  de 
X,  y,  z  para  X  =  Xi  y  jt,,  y^y  ¿r,  los  valores  de  las  mismas  variables 
para  X  =  X,.  Se  podrá  dar  á  X^  y  X2  valores  imaginarios  cualesquiera, 
de  modo  que  los  puntos-  obtenidos  dependerán  de  cuatro  paráme- 
tros reales,  como  debía  ser. 

Si  el  contomo  (L)  es  real,  y  se  expresa  por  X^  el  valor  de  X  co- 
rrespondiente á  un  punto  real  determinado  del  contomo,  se  podrá 
hacer 

aw  =  f +  7J^(Z4»'-Y^).»(ji)  =  ^+....C(x) (7) 

y  la  parte  real  de  la  superficie  quedará  definida  por 

;r'=a(2a)  =  a[;r  +  ír(Zd^  — Yár)]         ) 

•^''  (8) 

y  =  a  (2»)  =3  a  [^  -f  /  /    (Xrf*— Zrf:r)]  etc.  ] 

debiéndose  dar  á  X  un  valor  imaginario  cualquiera. 

Por  consiguiente,  la  superficie  definida  por  las  ecuaciones  (6) 
y  (8)  es  la  única  que  puede  satisfacer  á  todas  las  condiciones  im- 
puestas; y  solo  falta  probar  que  las  satisface.  Pero,  según  la  defini- 
ción, las  funciones  S  (X), . . .  61,  (X), . . .  satisfacen  á  las  ecuaciones 

rf£l«  +  ¿»«  +  rfe«  =  o ,    Xrfd  +  Y¿»  +  ZJ«  =  o, 
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luego:  i.°  La  superficie  obtepida  es  una  superficie  mínima.  2.°  Pasa 
por  el  contorno  (L)  y  admite,  en  cada  punto,  el  plano  tangente 
dado.  Lo  que  resuelve  el  problema  propuesto. 

304.     Aplicación.     Obtener  las  superficies  mínimas  que  contie- 
nen una  recta  real  dada  y  admiten^  en  los  diferentes  puntos  de  esta 
recta^  planos  tangentes  dados. 
Las  fórmulas  (6)  se  reducen  á 


;r'=-/     Ydz  —  -       \dz. 


satisfaciendo  X,  Y  á  la  relación  X*  +  Y*  =  i: 

Se  ve  que,  si  se  cambia  z^  en  z^^  z  no  cambia,  x\  y  Cambian  de 
signo,  sin  cambiar  de  valor;  luego 

Toda  recta  real^  trazada  en  una  superficie  mínima^  es  necesaria- 
mente un  eje  de  simetría  de  esta  superficie. 

ObservcLción,  M.  Darboux  demuestra  el  teorema  de  Catalán: 
La  única  superficie  mínima  real  reglada  es  el  tomillo  de  filete  cua- 
drado^ fundándose  en  esta  simetría,  pues  si  (rf,)  y  (rf,)  son  dos  po- 
siciones de  la  recta,  la  recta  ¿3,  simétrica  de  (//,)  con  relación  á 
(rfj),  pertenecerá  también  á  la  misma.  Tomando  la  simétrica  de  (rf,) 
con  relación  á  (rfg),  y  repitiendo  indefinidamente  esta  operación,  se 
obtendrá  una  serie  indefinida  de  rectas,  situadas  en  la  superfi- 
cie, etc.  Llegaremos  así  á  obtener  un  número  ilimitado  de  rectas 
equidistantes  de  la  superficie  mínima.  Si  las  rectas  (rf,)  y  {d^  se 
aproximan  á  la  superficie,  las  rectas  comunes  al  helicoide  y  á  la 
superficie  se  aproximarán  indefinidamente.  La  superficie  coincidirá 
con  la  posición  límite  del  helicoide. 


§  2.°     Caso  en  que  la  relación  es  general 

305.     Definiciones.     Hemos  visto  que  en  todo  punto  M  de 
una  superficie  S  existen  dos  puntos  especiales  M,  y  M,  que  son 
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los  centros  principales  de  curvatura  de  Jas  dos  secciones  normales 
principales  que  pasan  por  S.  Cuando  el  punto  M  se  mueve  en  la  su- 
perficie S,  los  centros  de  curvatura  M,  y  Mg  describen  una  super- 
ficie, que  se  llama  evoluta  de  la  superficie  S,  mientras  que  ésta  se 
\\amei\Q.  evolvente.  hsLevoXxxtdi  se  compone  de  dos  hojas  S,  y  S,, 
descritas  respectivamente  por  los  centros  Mi  y  Mt  de  curvatura 
principales. 

Las  superficies,  cuyos  radios  de  curvatura  r,  y  r,  se  hallan  liga- 
dos entre  sí  por  una  relación  ^(r,,  r,)=o  se  llaman  superficies  W. 

306.  Teorema  de  Weingarten.  (Primera  parte).  Cada  hoja 
de  la  evoluta  de  una  supefficie^  cuyos  radios  de  curvatura  principa- 
les r,  >  r,  se  hallan  ligados  entre  sí  por  una  relación  (p  (Ti,  r,)  =  o, 
es  aplicable  sobre  una  superficie  de  revolución. 

En  efegto,  en  la  primera  hoja  Sj  de  la  evoluta  de  S  las  líneas 
r,  =  const.  son  geodésicamente  paralelas  entre  sí,  y  su  curvatura 
geodésica  es 


Prt        r,  —  r. 
Si  suponemos  ahora  ligados  r^  y  r,  entre  sí  por  una  relación, 

será  —  constante  á  lo  largo  de  las  líneas  r^  =  const  y  por  tanto, 

Pri 

la  S^  será  aplicable  sobre  una  superficie  de  revolución. 
Analíticamente  veremos  que 

ds,^  =  rf^^i  +  E  (i  —  ^)  du\ 

.  "°4''^(-^)] 

Si  calculamos = = =-^  , 

obtendremos 


[^(-í)] 


íloglíEC- ^,1        .,^^g.^.-^^^ 


iTx  Bt;       ^   '      Ti  —  r. 
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y  en  virtucl  de  la  primera  fórmula  de  la  pág.  296,  tendremos 

?  log  I'  É  r,  ^r^ , 

Sz/        ~  r^  (r,  —  rj)  "¿z^ ' 

luego  


^r,  r,  —  r, 

é  integrando, 

fórmula  que  demuestra  el  teorema.  Además  vemos  que: 

La  forma  de  la  superficie  de  revolución  sobre  la  que  es  aplicable 
S,  depende  tan  solo  de  la  naturaleza  de  la  1  elación  ^  (r^,  r,)  que  liga 
a  los  radios  de  curvatura  de  la  evolvefite. 

La  segunda  hoja  S,  será  aplicable  sobre  una  superficie  de  revo- 
lución, cuyo  elemento  lineal  estará  expresado  por 

ds^^  =  rfr,*  +  e  J''^'^'  dv^. 

En  general,  las  dos  hojas  S,  y  S,  de  la  evoluta  no  son  aplicables 
la  una  á  la  otra;  pero  esto  sucederá  en  casos  particulares,  por  ejem- 
plo, cuando  ^  (r^,  n)  =  o  es  simétrica  respecto  á  los  radios  r^  y  r,. 

307.  Sistema  de  00^  rectas.  Para  demostrar  la  segunda 
parte  del  teorema  de  Weingarten,  es  necesario  recordar  algunas 
nociones  acerca  de  las  congruencias  de  rectas,  es  decir,  de  los  sis- 
temas de  rectas  distribuidas  en  el  espacio  de  modo  que  por  cada 
punto  de  éste  pase  una  sola  recta  (ó  un  número  finito)  del  sistema. 

Si  cortamos  el  sistema  por  una  superficie  arbitraria  S,  conside- 
raremos como  punto  de  partida  de  cada  recta  (rayo)  del  sistema,  al 
punto  (ó  uno  de  los  puntos)  en  el  que  corta  á  S.  Supondremos  un 
sistema  de  coordenadas  curvilíneas  en  la  superficie  S,  y  represen- 
taremos por  X,  y,  z  las  coordenadas  cartesianas,  ortogonales  de  un 
punto  («,  z^)  de  S  y  por  X^,  Y^,  Z^  los  cosenos  directores  del  rayo  del 
sistema  en  el  punto  («,  v).  Así  ;r,  j/,  2:,  X^  Y^,  Z^  serán  funciones  de 
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uy  v^  que  supondremos  finitas  y  continuas,  juntamente  con  sus 
derivadas  parciales;  y  si  expresamos  con  /  la  longitud  del  rayo, 
desde  el  punto  inicial  {x,  y  y  ¿)  hasta  un  punto  arbitrario  (S,  t),  K), 
tendremos 

5  =  ;r  +  /X.,     >,=^f/Y,,    Í  =  ir+/Z,.  (i) 

Vamos  á  obtener  la  condición  para  que  el  sistema  de  los  oo< 
rayos,  definidos  por  estas  fórmulas,  sea  el  de  las  normales  á  una 
superficie  S.  Si  existe  dicha  superficie,  todo  rayo  del  sistema  la 
encontrará  normalmente  en  un  punto,  donde  la  longitud  /  será  una 
función  determinada  deuy  v.  Para  determinar  esta  superficie,  hay 
que  suponer  para  /  en  las  (i),  una  función  de  m  y  de  t^  tal,  que  los 
cosenos  directores  de  aquélla  sean  X|,  Y^,  Zj. 

Hecha  en  (i)  esta  sustitución,  si  se  dan  á  u  y  v  incrementos 
infinitamente  pequeños  arbitrarios  du  y  dv,  los  incrementos  corres- 
pondientes dly  dy¡y  d^  de  $,  r^,  ^  deberán  satisfacer  á  la  condición 

X,¿5  +  YrfTi  +  ZrfC  =  o. 
Pero  se  tiene 

''^  =  lí  "^  "^"¡^  ''''  +  ^''^^  '^'  ^**' 
^'^^^^  +  ^dv  +  tdY,  +  Y,dt, 

¿C=  -^  rf«  +  -^  rfí'  +  tdZ,  +  Z|*, 

Supongamos       U  —  EX»  ^ ,     V  =  £X,  -^  . 

La  condición  buscada  será 

dt=  —  {Vdu  +  Vdv).  (2) 

Para  que  exista  la  superficie  S,  es  necesario  y  suficiente  que 
\Jdu  +  Vdv  sea  una  diferencial  exacta,  ó  que  sea 

^v  ~  ^u  ^^^ 
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Supuesta  satisfecha  esta  condición,  la  (2)  integrada,  dará 

/  =  C  —  /  (Vdu  +  Vdv).  (4) 

Y  sustituyendo  este  valor  de  /  en  (i),  tendremos  un  sistema  00* 
de  superficies  (paralelas)  normales  al  sistema  dado  de  rayos. 

308.  Teorema  de  Beltrami.  Si  un  sistema  00*  de  rectas',  que 
parten  de  los  puntos  de  una  superficie  S,  admite  una  serie  de  superfi- 
cies ortogonales^  imaginando  cada  recta  terminada  en  una  de  la^ 
superficies  L  ortogonales,  en  toda  deformación,  por  flexión  de  la  su- 
perficie S,  que  lleva  consigo  las  rectas  unidas  invariablemente  a  la 
superficie,  el  lugar  de  los  mismos  extremos  no  dejará  de  ser  una  su- 
perficie ortogonal  al  sistema  de  rectas. 

En  efecto,  la  condición  (3)  puede  escribirse  bajo  otra  forma,  in- 
troduciendo los  coeficientes  E,  F,  G,  del  elemento  lineal  de  S  y  los 
cosenos  de  los  ángulos  a,  P  que  forma  el  rayo  del  sistema,  que 
parte  del  punto  (u,  v)  de  S,  con  las  direcciones  positivas  de  las 
líneas  v  =  const.  u  =  const,  respectivamente.  Se  tiene,  pues 

eos  a  =  IX.    -==  -T-   =  -rrr  ,        COS  p  =   ¿Xt   -p=  -—   =-  -r=r 


y  la  (3)  puede  escribirse  así: 


^ (Ve  cosa)  _  ^(fGcos^) 


(5) 


Supongamos  satisfecha  esta  condición,  é  imaginemos  que  se 
deforma  la  superficie  S  por  flexión,  transportando  consigo  al  siste- 
ma de  rectas,  de  modo  que  los  ángulos  a,  p  no  varíen,  esto  es,  de 
modo  que  cada  recta  se  halle  ligada  invariablemente  al  plano  tan- 
gente de  la  S  en  el  punto  de  partida.  Puesto  que  no  varían  E,  F,  G 
durante  la  deformación,  la  (5)  quedará  satisfecha  siempre,  esto  es, 
después  de  la  deformación,  el  sistema  00*  de  rectas  será  siempre  el 
sistema  de  las  normales  á  una  serie  de  superficies  paralelas.  La 
longitud  /  dada  por  la  (4) 

/  =  G  —  /  {fÉ  eos  adu  +  fG  cosfidv), 
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relativa  á  una  superficie  determinada  de  la  serie  ortogonal,  perma- 
nece también  sin  variar  por  la  deformación,  y  el  teorema  queda  de- 
mostrado. 

309.  Teorema.  La  condición  necesaria  y  suficiente  para  que 
un  sistema  oo«  de  rectas^  tangentes  á  una  superficie  S,  sea  el  sistema 
de  las  normales  de  una  superficie  2¿,  es  que  las  lineas  enviultcLs  en  S 
por  estas  rectas^  constituyan  un  sistema  00*  de  líneas  geode'sicas^  pues 
al  suponer  que  las  rectas  del  sistema  sean  tangentes  á  la  superficie 
S,  existe  en  S  un  sistema  00  ■  de  líneas,  cuyas  tangentes  forman  el 
sistema  oo*  de  rayos  considerados.  Tomando  estas  líneas  por  lí- 
neas coordenadas  z;  y  las  trayectorias  ortogonales  por  líneas  «, 
tendremos  eos  a  =  i,  eos  ¡3  =  o,  y  por  consiguiente  la  (5)  se  re- 
ducirá á  — ^  =  o,  es  decir,  que  las  líneas  v  =  const.  son  geo- 
désicas. 

En  este  caso,  la  superficie  S  es  una  de  las  hojas  de  la  evoluta 
de  1,  y  la  longitud  /  será  uno  de  los  radios  de  curvatura  de  la  evol- 
vente £.  Si  se  toma  por  parámetro  u  el  arco  de  las  geodésicas, 
contado  á  partir  de  una  trayectoria  ortogonal  fija,  se  tendrá  E  ==  i, 
y  por  consiguiente  /  =  C  —  u. 

Podremos  pues,  considerar  engendrada  lasuperficie  evolvente 
2,  tendiendo  un  hilo  que  termine  en  una  de  las  trayectorias  orto- 
gonales. Desarrollando  en  cada  geodésica  el  hilo,  su  extremidad 
describirá  la  curva  evolvente,  y  el  lugar  de  todas  estas  curvas  será 
la  superficie  evolvente  E. 

La  segunda  hoja  de  la  evoluta  de  S,  según  el  Sr.  Bianchi,  se 
llama  la  superficie  complementaria  de  S,  respecto  al  sistema  de  las 
geodésicas.  Podm  pues,  definirse  como  el  lugar  de  los  centros  de 
curvatura  geodésica  de  las  trayectorias  ortogonales  de  las  geodé- 
sicas trazadas  en  S. 

310.  Teorema  recíproco  de  Weingarten.  Si  excluimos  las 
superficies  regladas  aplicedles  sobre  la  catcftoide^  cualquiera  otra  su- 
perficie aplicable  sobre  una  superficie  de  revolución^  puede  conside- 
rarse como  una  hoja  de  la  evoluta  de  una  superficie^  cuyos  radios  de 
curvatura  principales  son  funciones  el  uno  del  otro. 
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Supongamos  que  la  superficie  S  sea  aplicable  sobre  una  super- 
ficie de  revolución,  y  consideremos  el  sistema  oo*  de  líneas  geodési- 
cas, deformadas  de  los  meridianos.  Excluyendo  por  ahora  el  caso 
de  que  estas  geodésicas  sean  líneas  rectas,  sus  tangentes  constitu- 
yen un  sistema  oo*  de  rayos,  que  admitirá  una  serie  de  superficies 
(paralelas)  ortogonales.  Fijemos  una  de  ellas  S,  y  demostremos 
que  sus  radios  de  curvatura  principales  r^,r^se  hallan  ligados  en- 
tre sí  por  una  relación  depediente  tan  solo  de  la  forma  de  la  super- 
ficie de  revolución,  sobre  la  que  es  aplicable  S. 

La  superficie  S  es  una  de  las  hojas  de  la  evoluta  de  S,  que  su- 
pondremos la  relativa  al  radio  rj.  Entonces  r,  es  igual  al  arco  de  las 
geodésicas  deformadas  de  los  meridianos,  á  contar  de  una  trayec- 
toria ortogonal  fija.  Por  otra  parte,  r,  —  r,  es  igual  al  radio  de  cur- 
vatura geodésica  de  estas  trayectorias  ortogonales  (deformadas  de 
los  paralelos);  luego  ri  —  r,  es  una  función  de  r,,  dependiente  tan 
solo  de  la  forma  de  la  superficie  de  revolución  sobre  la  que  es 
aplicable  S. 

Las  superficies  regladas  (lugares  de  rectas),  aplicables  sobre  las 
superficies  de  revolución,  se  presentan  como  caso  de  excepción, 
puesto  que  las  generatrices  se  distienden  sobre  los  meridianos, 
ofreciendo  un  ejemplo  de  superficies  de  está  especie  el  helicoide 
reglado  de  área  mínima,  aplicable  sobre  la  catenoide.  Esta  es  la 
única  excepción,  como  es  fácil  demostrar,  según  se  puede  ver  en 
las  obras  citadas  de  los  Sres.  Darboux  y  Bianchi. 

311.  Evoluta  media.  Si  tomamos  el  punto  medio  M^  del  seg- 
mento Mi  M«,  ya  considerado  (pág.  326),  y  se  traza  por  Mq  un  plano 
paralelo  al  plano  tangente  en  M  á  la  evolvente  S,  tendremos  el 
plano  medio;  y  la  superficie  il  envolvente  de  los  planos  medios,  se 
llama  evo/uta  media,  según  Ribacour,  á  quien  se  debe  el  estudio  de 
la  misma. 

Las  coordenadas  del  punto  Mo  son 

^V+^v  ^i  +  ^w  ^i  +  ^v 

x,=x j—^^  y^=y — Y~  '  ^""^^ — ~  ' 

y  expresando  por  «o  la  distancia  (algebraica)  del  plano  medio  al 
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origen,  se  tiene 

°  2 

Pero  la  suma  HXx  representa  la  distancia  del  origen  al  plano 
tangente  de  la  evolvente  S,  que  se  expresa  por  la  letra,  W  y  resulta 

fórmula  que  resuelve  el  problema:  Dada  la  evolvente  hallar  la  evo- 
lula  medía  y  el  inverso:  Dada  una  superficie  il,  hallar  la.  superficie 
S  de  la  que  il  es  la  evoluta  media^  según  puede  verse  en  la  obra 
citada  del  Sr.  Bianchi  (pág.  230). 

312.     Los  TEOREMAS  DE  Weingarten.     Sea  el  elemento  lineal 

/¿Ir*  =  A»  rf«*  +  C«  ¿z/«,  (i) 

y  supongamos  además  que  los  ejes  de  las  ;r  é  j'  del  triedro  T  coin- 
cidan con  las  tangentes  á  las  líneas  coordenadas,  y  que/  =  ^  =  o. 
Las  fórmulas  fundamentales  (A*)  de  la  pág.  377  se  reducen  á 

I   íA  I    ^^  I   ^C  _         I   2>/i 

Pero  si  R  y  R'  expresan  los  radios  de  curvatura  principales  co- 
rrespondientes á  los  arcos  Adu  y  Cdv^  se  tiene 

R=-f      R.=  £.  (3, 

Mediante  estas  relaciones  las  fórmulas  (2)  se  reducen  á 


2>R        i  iq  íR,  i   Ip,      , 

_  =  -:^(R'_R),     ^  =  _      Jí:1(R'_R), 

^         q  ^v^  ^       ^u  Pi  lu  ^ 

I  (  l    ^\  I  (l  2>/,\    ^      ^ 


(4) 


RADIOS    DE    CURVATURA    DEPENDIENTES  543 

Y  puesto  que  el  elemento  lineal,  en  la  representación  esférica, 
adquiere  la  forma 

rfrj«  =  /  rfií*  +  /,«  dv",  (5) 

el  sistema  (4)  contiene  todas  las  relaciones  existentes  entre  esta 
representación  esférica  y  los  radios  de  curvatura. 

Supongamos  que  sea  R'  una  función  de  R.  De  las  dos  primeras 
ecuaciones  (4)  resulta 


(  dR  _  c  dw 

R-^ñ  R'^R 


(6) 


expresando  U  una  función  de  w  y  V  una  función  de  v.  Pero  si  con- 
sideramos la  fórmula  (5)  que  define  la  representación  esférica,  se 
ve  que,  eligiendo  convenientemente  los  parámetros  de  las  líneas  de 
curvatura,  se  podrá  sustituir  la  unidad  á  U  y  V;  y  tendremos 


r  dR  f  dR' 

Ir'^R         ^  R*-R 


(7) 


Por  sencillez  en  las  aplicaciones,  podremos  hacer  desaparecer 
las  cuadraturas,  escribiendo 

R  =  ^(¿),     R'  =  ^{k)-bf\k),  (8) 

por  medio  de  la  variable  auxiliar  k.  Y  tendremos 

Las  fórmulas  (3)  darán  los  valores  de  A  y  C, 

A ^.     C= ^^ .  (10) 

Cuando  se  da  a  priori  la  relación  entre  R  y  R',  las  variables  k 
y  ?  (k)  se  determinan  por  las  fórmulas 


r  dR 


k^eJ         ,     ^(*)  =  R.  (II) 

Para  verificar  la  última  de  las  relaciones  (4),  sustituiremos  los 
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valores  áQ  q  y  p^  en  ella,  y  tendremos  la  ecuación  de  derivadas 
parciales, 

cuya  integración  dará  á  conocer  k  en  función  de  k  y  de  v.  Pero 
como  esta  ecuación  expresa  que  el  elemento  lineal  u  se  halla  defi- 
nido por  la  fórmula  (5),  es  decir,  por 

d.*=^du^J^^,dv^  (13) 

podemos  enunciar  el 

Teorema  de  Weingarten.  La  obtención  de  las  superficies  para 
las  que  los  radios  de  curvatura  principales  son  funciones,  el  uno  del 
otro,  ó  sea  las  superficies  W,  se  reduce  a  la  de  los  sistemas  esféricos 
ortogonales,  para  los  que  el  elemento  lineal  toma  la  forma 

da*  =  -1  du«  +  ^^r:  dv« 
k*  '    <p  (k) 

ó  lo  que  es  igual,  di'  =  adu*  +  ^  (a)  dv*. 

Recíprocamente.  Siempre  que  el  elemento  lineal  de  la  esfera  se 
reduce  a  la  forma  (13),  ^(k)  quedará  determinada,  prescindiendo  de 
una  constante,  y  por  consiguiente  las  fórmulas  (8)  (10)  darán  á  cono- 
cer una  familia  de  superficies  paralelas,  cuya  representación  esférica 
se  hallará  definida  por  la  fórmula  (13),  las  cuales  serán  todas  super- 
fieles  W. 

Si  el  sistema  ortogonal  es  completamente  conocido,  es  decir,  si 
se  dan  las  expresiqnes  de  los  cosenos  directores  c,  c\  c"  de  la  nor- 
mal á  la  superficie,  en  función  de  «  y  z;,  las  fórmulas  de  O.  Rodri- 
gues, dan  las  coordenadas  del  punto  correspondiente  de  la  superfi- 
cie, mediante  las  cuadraturas 

A^c  le      \  íl     le  .  V      \ 

du  +  R'-—dv\. 


-m 
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Pero  si  tan  solo  se  conocen  las  expresiones  de  p^  y  y,  la  deter- 
minación exigirá  la  integración  de  una  ecuación  de  Riccati. 

Si  se  trata  de  obtener  la  superficie  de  los  centros  de  curvatura 
de  las  superficies  W,  ó  evoluta,  observaremos  que: 

Para  la  primera  hoja  de  la  evoluta,  que  contiene  los  centros  de 
curvatura  de  las  curvas  cuyo  parámetro  es  z\  siendo  x^ ,  y^y  z^  las 
coordenadas  del  centro  de  curvatura,  tenemos 

expresando  x,  y,  z  las  coordenadas  del  pie  de  la  normal  y  r,  c\  c" 
los  cosenos  directores. 
•  En  virtud  de  las  fórmulas  de  O.  Rodrigues,  se  tiene 

S.r  "he  \v  ^c 

lu  cu  ov  cv 

y  análogamente  para  j,  z.  Tendremos  pues, 

rf.r,  =  (R  —  R')  Y'dv  +  cdR,    dy,  =  (R  —  R')  ^  rfz;  +  ¿r'rfR, 

le" 
dz,  =  (R  —  R')  —  dv  +  c\ñi. 

Los  elementos  lineales  para  cada  una  de  las  hojas  serán 
ds,^  =  /,*  (R  —  R')*  dv'  +  dR\     ds^^  =  y*  (R  _  R')'  du^  H-  rfR'«. 
Si  sustituímos  por  p^ ,  q,  R,  R'  sus  valores,  será 
ds,^  =  k'dv''  +  ?'*  (k)  dk\     ds,^  =  -/*  {k)  du^  +  I^  ?"*  (k)  dk\ 

Luego:  Si  se  consideran  todas  las  superficies  W,  que  correspon- 
den  d  una  misma  relación  cfitre  los  radios  de  cuivatura,  la  primera 
y  la  segunda  hoja  de  todas  esta^  superficies  son  aplicables  á  las  su- 
perficies de  revolución^  cuyos  elementos  lineales  dependen  únicamente 
de  la  relación  entre  los  radios  de  curvatura,  y  por  consiguiente,  per- 
manecen  los  mismos  para  todas  estas  superficies. 

Aplicación,  i.*  Sea  el  elemento  lineal  de  la  esfera  correspon- 
diente á  las  superficies  isotermas 

86 
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Tendremos     >v^  =  -;-  =    ,^     - ,     de  donde     íp'  {k)  =  k. 
Prescindiendo  de  una  constante,  cuya  introducción  daría  lugar 
á  superficies  paralelas,  se  podrá  hacer  5^=    -  ;  y  entonces  será 

k  I  k  k'  i  k 

2'    ^~  V     '   ~~  2'        ~^2*    ^^~  k'  2 

La  relación  R  -f-  R'  =  o  entre  los  radios  de  curvatura  carac- 
teriza las  superficies  mínimas. 
Observación,     Si  tenemos 

du^  +  dv^  4-  2  eos  co  dii'dV 

ds^  = :; , 

sen-  O) 

«'  4-  v'  u'  —  z'' 

y  hacemos  u  = ,       v  = , 

22 

du^'       ,       dv^ 
se  tendrá  ds^  = \- id) 

o    <»>        '  -    W  ' 

sen*  —        eos'  - 
2  2 

y  recíprocamente,  pues  A//  =  Az»'  =:  i,  luego:  Si  se  sabe  determi- 
nar la^  ¡ímas  geodésicas  de  una  superficie^  se  sabrá  también  reducir 
su  elemento  lineal  á  iota  de  las  fórmulas  precedeíites. 

Podemos  demostrar  el  recíproco  del  teorema  último,  conside- 
rando la  superficie  Si  referida  á  una  familia  de  geodésicas  y  á  sus 
trayectorias  ortogonales.  Su  elemento  lineal  es 

ds,^  =  du^-\-Odv'.  (i) 

Sea  el  triedro  T,  formado  por  la  normal  y  las  tangentes  á  las 
curvas  coordenadas.  Las  tangentes  á  las  geodésicas  v  =  const.  son 
normales  k  una  familia  de  superficies  (232),  y  podemos  determinar 
una  cualquiera  de  estas  superficies  paralelas  á  las  que  son  norma- 
les dichas  rectas,  pues,  en  cada  punto,  la  tangente  á  la  geodésica  es 
el  eje  de  las  x  del  triedro  T.  Un  punto,  de  este  eje,  á  la  distancia  X 
del  vértice,  se  halla  definido  por  las  fórmulas 

,r.,  =  X,  -f-  ai,    }\,  ==jy,  +  a\    jet,,  =  Zx  -^  a'K  (2) 


\ 
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Diferenciando,  por  ejemplo  la  primera,  y  sustituyendo  rf,r,  y  da 
por  sus  valores,  resulta 

(ix  r=  adii  +  ffCdVy 

<)C 
da  =  d{fdu  -f.  r,  dv)  —  c(gdu  +  ^,  dv)  =6  —  de  —  c(e¡du  -\-qidv), 

y  obtendremos 

dx,  =  ad  (u  +  l)  +  b(^C  +  \^^dv-  c\  {qdu  +  q,  dv\      (3) 

y  análogas  fórmulas  para  dy^  y  dzo. 

Para  que  la  superficie  descrita  por  el  punto  (.rü,^^,  £r„)  sea  nor- 
mal al  eje  de  las  x,  bastará  que  sea  nulo  el  coeficiente  de  c  en  la 
ecuación  anterior,  es  decir,  a  +  í^  =  const. 

Limitándonos  á  una  de  las  superficies  normales,  tendremos 
X  =  —  «,  y  sustituyendo  en  (2),  será 

X  =  .r,  —  auy    J'  =  7,  —  au,     2  =  z^  —  <»*w, 

ecuaciones  que  definen  una  superficie  il  normal  á  todas  las  tan- 
gentes de  las  geodésicas. 

Por  otra  parte,  si  se  quiere  que  la  superficie  descrita  por  el 
punto  (-rü,j/o)  «ii)  sea  tangente  á  las  mismas  rectas,  y  que  cons- 
tituya, por  consiguiente,  con  (S,)  la  segunda  hoja  (S2)  de  la 

evoluta  (S),   es  necesario   tomar  X  =  —  C  .  -  ,  valor  que  anula 

al  coeficiente  b  de  (3).  Las  coordenadas  ,r.j,  y*,  z^  del  punto  de  S, 
serán  pues, 

.r,  =  .r-«(c:^).    ^,  =^  -  «' (c  : '^), 
..=  .-.-(0:-). 
obteniéndose  para  los  dos  radios  de  curvatura  de  ii 
R  =  «,       R'  =  K  —  C  :  —  , 
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En  el  caso  de  ser  C  una  función  de  la  variable  «,  lo  que  carac- 
teriza á  las  superficies  de  revolución,  R  y  R'  dependerán,  de  la  única 
variable  u  y  además,  la  i*elación  que  liga  á  estas  funciones  será  la 
misma  para  cualquier  superficie  S,;  luego 

Si  una  superficie  S  es  aplicable  á  una  superficie  de  revolución^ 
las  tangentes  á  aquellas  geodésicas  á  las  que  corresponden  los  meti- 
dianos  de  la  superficie  de  revolución^  son  normales  a  una  familia  de 
superficies  paralelas  W.  Iai  relación  entre  los  dos  radios  de  curva^ 
tura  principales  de  cada  superficie  W  permanece  la  misma^  cuando 
se  deforma  Si  de  todas  las  maneras  posibles. 

Además  si  se  sustituye  X  en  (3)  por  el  valor  que  corresponde  á 
la  superficie  S2,  se  obtiene 

/  C     \  ^C 

dx,  =  ad  ^«  _^^^J  "^  ^'-^  (^^«  +  í*^^)^' 

con  análogas  fórmulas  para  dy^  y  dz^. 
VA  elemento  lineal  de  la  hoja  Sj  será 

f,qdu -{- q^dvf. 

]  I         í^") 
lu  i 

En  este  caso  C  depende  solamente  de  «,  y  la  expresión 

C  {qdu  +  q\dv) 

es  una  diferencial  exacta,  reduciéndose  el  elemento  lineal  á 

'".•=[cS:(Í)'J-+-:(0- 

313.  Aplicación  A  las  superficies  pskudoesfisricas.  To- 
mando el  radio  igual  á  i,  tendremos 

^iTo  =  —  I,       r^dr^  =  —  rsrfr,, 
^E=    ;  .'''-..    ,       |Ü  =  --./:    ., 


r 
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(r,  positivo  r,  negativo);  y  expresando  por  w  un  ángulo  real  com- 
prendido  entre  o  y  — ,  podemos  hacer 

)/  É  =  eos  (ü,    ]'  G  =  sen  w,     r^  =  cot  w,    rj  =  —  tg  oj; 

(O  es  el  ángulo  que  las  asintóticas  de  un  sistema  forman  con  las  lí- 
neas de  curvatura  v  =  const.  La  condición  ¿  =  —  i  se  traduce 
para  o),  en  la  ecuación 

luego:  ^/  elemento  lineal  de  toda  superficie  pseudoesfcrica  de  radio  i, 
referido  a  las  lineas  de  curvatura^  puede  escribirse  bajo  la  forma 

ds^  =  eos*  (O  rf«'  -f.  sen*  w  rfz;*,  (2) 

siendo  w  una  función  de  «  y  z;  que  satisface  á  la  ecuación  (i).  Los 
radios  de  curvatura  se  dan  por 

r^  =  —  tg  (O,       r,  =  cot  (O. 

314.  Aplicaciones  A  las  superficies  de  curvatura  constan- 
te POSITIVA.     Suponiendo  ri  r,  =  +  i,  será 

Podemos  hacer  r,  =  tg  //w,  y  será 

)/  E  =  sen  //w,     V  G  =  eos  //w,     r,  =  tg  //<•),     ri  =  cot  // w. 

La  condición  ¿  =  +  i  da,  para  w,  la  ecuación  de  derivadas 
parciales 

;-í  +  r-r:  =  —  sen  //w  eos  Ao.  (i) 

iS"/  elemento  lineal  de  toda  superficie  de  curvatura  constante 
k  =  +  I,  referido  á  las  lineas  de  curvatura^  puede  reducirse  á  la 
forma 

ds^  =  sen  k'M  du*  +  eos  //*to  rfz;*, 
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satisfaciendo  tú  («,  v)  á  la  condición  (i),  y  siendo 
r,  =  cot  //o»,  ra  =  tg  Afi. 

315.  Aplicaciones  Á  LAS  superficies  de  Weingarten.  Com- 
parando las  expresiones  (i)  de  la  pág.  546  y  (13)  de  la  544,  resulta 

^  =  $en  -  ,     ij.  (k)  =  eos  - 

-    ,      ,        I  (1)  ,         o>  +  sen  O) 

y  c.  (Áí)  dk  =  -  eos*     rfo),    s-  m  = . 

j  '      '  2  2  '  ^  ^  4 

Tendremos,  para  las  dos  hojas  de  la  evoluta, 
ds,*  =  ¿í  dv^  H-  ( I  —  é*)  di*,  ds./  =  ( I  —  /&*)  rf«*  +  ^ j¡ . 

Estas  dos  expresiones  se  reducen  la  una  á  la  otra,  cambiando 
>fc  en  f  1  —  A*.  Las  ¿ios  Aojas  de  ia  evoluta  son  pues  aplicables,  la  una 
á  la  otra, 

§  3.°     Superficies  de  curvatura  constante 

316.  Resultados  del  Sr.  Bi anchi.  (*)  Son  de  gran  impor- 
tancia las  investigaciones  del  Sr.  Bianchi  como  aplicación  de  los 
teoremas  del  Sr.  Weingarten  á  la  teoría  de  la  pseudoesfera  (*),  de 
que  trata  M.  Darboux,  en  su  obra  citada  varias  veces,  y  el  Dr.  G. 

Bolke  en  su  Inaugural- Disertation,  DieConiplemen^ 
^  tdrfláchai  dcr  PseudospJurischen  rotations  Fldcheti, 

Consideremos  la  pseudoesfera  engendrada  por 
la  rex'olución  de  la  tractriz,  cuyas  tangentes  son 
\         3      iguales  á  a.  Vs\  elemento  lineal  tiene  la  forma 

Filiara  122  ^  -  .  . 

ds-  =  a*{dii'  ^(^""dv-).  (I) 

Enseguida  deberemos  considerar  la  superficie  cuyos  meridianos 

(•)  Jiicherche  suHt  tuptrficie  a  currntura  conslanff  e  sulie  elicoidi (Annali delln  R  Scuola 
nórmale  tuperiore  di  Pisa,  t.  II,  pág.  28.>.)  Utbtrdie  FldchtnmH  cutistanter  ntqatirtr  Krum- 
mung  (Malk.  Annaleé,  1.  XVI) 


\ 
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cortan  al  eje  de  revolución  en  un  punto,  siendo 

ds^  =  a^  Uu^  +  ('"~/   '')  dv^  1;  (2) 

y  por  último  aquélla  en  que  los  meridianos  no  cortan  al  eje, 

ds"  =  a^    du^  ^-  (^  \^    ")  dv'-  y  (3) 

Puesto  que  estas  diferentes  formas  son  aplicables  entre  sí,  de 
ínñnidad  de  maneras,  diremos  que:  E¿  elemento  li- 
neal de  toda  superficie,  cuya  curvatura  total  —    ^ 

puede  reducirse,  de  infinidad  de  maneras,  á  cada 
unade  las  jornias  ( i ),  (2), (31;  y  estas  Jormas  son  las 
úniccís  pata  las  que  las  geodésicas,  cuyo  parámetro 
es  \, puedan  reducirse,  después  de  una  deformación, 
dios  meridianos  de  una  supetñcie  de  revolución.  Figura  123 

En  el  caso  de  la  fórmula  (i),  las  trayectorias 
ortogonales  de  las  geodésicas  tienen  un  radio  constante,  igual  a  a.  La 
propiedad  característica  puede  enunciarse  como  sigue: 

Si  existe  en  una  superficie  una  familia  de  curvas  paralelas, 
formada  por  circuios  geodésicos,  cuyo  ladio  de  curvatura  geodé^ 
sica  tiene  el  mismo  valor  a,  la  curvatura  total  de  aquélla  es  cons- 
tante é  igual  a ¿ . 

a* 

En  efecto,  siendo      ds^  =  du-  +  C-rfz;* 

la  expresión  del  elemento  lineal,  referido  á  curvas  paralelas  y  á  las 
geodésicas  ortogonales,  la  propiedad  enunciada  se  expresa  por 

I    j^C  I  + " 

77  -r-  =  ±  -       que  da       C  =  V^"  ", 
C   3«  a 

siendo  V  función  de  v,  y  deduciéndose  de  esto  que 

I    2i-C  _         I 
"C  1^  "^  ~"  a'  ' 
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Para  la  fórmula  (2):  Los  radios  de  los  circuios  geodésicos  son 
mcíioics  qiu  a,  decreciendo  hasta  cero,  de  manera  que  las  geodésicets 
pasan  por  un  punto  fijo  (u  =  o). 

Para  la  fórmula  (3):  I^s  radios  de  dichos  circuios  son  todos  su^ 
periores  d  a.y  aumentan  indefinidamente,  de  manera  que  uno  de  ellos 
(u  =  o)  se  convierte  cíi  una  geodésica  d  la  que  son  normales  todos 
los  demás. 

Escribamos  una  de  las  tres  expresiones  del  elemento  lineal,  así: 

ds^  =  ¿x«  (rf«*  +  C'dv\ 

y  supongamos  que  se  trazan  las  tangentes  á  las  geodésicas,  cuyo 
parámetro  es  v.  Serán  normales  á  una  superficie  W,  cuyos  radios 
de  curvatura  principales  se  determinan  por  las  ecuaciones 

K:a  =  u,       R'  :a  =  u  —  C:C\ 

y  serán  tangentes  á  una  segunda  supeiiicie  1'  que  formará  con  la 
primera  ií,  la  evoluta  completa  de  la  superficie  W,  por  lo  que  el 
Sr.  Bianchi  la  denominó  superficie  complemefitaria  de  £,  siendo 
el  elemento  lineal  de  -' 

ds'  =  a«  I  (  c^)  rf«*  I-  ^  duA  . 

Si  se  hace  C  =  e^,  tendremos 

R  =  au,     R'  =au  —  a,     C  =  C  =  C. 

La  relación  entre  los  radios  de  curvatura  de  la  superficie  co- 
rrespondiente es  R  —  R'  =  tíf,  y  el  elemento  lineal  de  la  superficie 
complementaria  il'  se  reduce  á 

ds'^  =  aHdu^'  +  i-^"dzv'). 

ÍAi  curvatuf'a  de  esta  segunda  hoja,  —    ^^  es  por  consiguiente 

a 

constante, 

Y  análogamente  obtiene 

z=  a  (eos  ^  +  log  tg  ;  ) ,     r  =       ^-^-  sen  *, 
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siendo  r  la  distancia  al  eje  de  revolución;  m  es  una  constante  y  * 
tomará  uno  de  los  valores  o,  i,  — i,  según  que  se  trate  de  la  fór- 
mula (i),  (2)  ó  (3)  págs.  550  y  551,  para  s  =  o  se  tiene  la  tractriz. 
En  los  otros  dos  casos  las  tractrius  alargadas  ó  acortadas^  según 
la  denominación  del  Sr.  Bianchi. 

317.     Superficie  pseudoesférica.    Puesto  que  todas  las  super- 
ficies de  curvatura  constante -,  como  se  ha  visto,  son  aplicables 

a 

las  unas  á  las  otras,  consideremos  aquéllas  cuyo  elemento  lineal  es 

engendrada  por  la  revolución  de  la  tractriz  (pág.  550) 
r  =  ¿X  sen  5,      s  =  a  (log  tg  ^  +  eos  cp), 

alrededor  de  su  base.  Si  hacemos  v  =  x,  e^^  =^,  el  elemento  li- 
neal se  reducirá  á 

ds-  =  a-        y         -  (I) 

Transformemos,  empleando  las  coordenadas  simétricas, 

a  =  .r  +  />,         ^  =  X  —  iy. 
El  elemento  lineal  adquirirá  la  forma 

Las  transformaciones  de  *  y  p,  que  conservan  el  elemento  lineal, 
se  obtendrán  resolviendo  la  ecuación 

(«-pr        (a.-p.)''  ^"^ 

que  admite  dos  especies  de  soluciones 

>«a.  +  «         „  _  »^?.  +  "  .  ,,. 
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siendo  w,  «,  /,  q  constantes  cualesquiera. 

Las  primeras,  aplicadas  al  plano,  constituyen  lo  que  llama 
M.  Darboux  una  transformación  circular.  Si  7nq  —  «/>  o,  la  trans- 
formación hace  corresponder  á  cada  punto  de  la  parte  superior  del 
plano,  un  punto  comprendido  en  la  misma  región. 

Las  (5),  que  se  reducen  á  las  primeras  por  el  cambio  de  a,  y  p, , 
conservando  el  elemento  lineal  (2),  no  hacen  corresponder  la  parte 
superior  del  plano  á  la  parte  superior  más  que  cuando  inq — np<^o. 

Observación.  Si  se  considera  a  y  ^  como  coordenadas  simétricas 
en  la  fórmula  (5),  tenemos  una  transformación  en  la  que  se  conser- 
van los  ángulos.  Pero  si  se  consideran  a  y  ¡3  como  coordenadas  si- 
métricas de  un  punto  de  la  pseudocsfcra,  la  transformación  conserva 
los  ángulos  y  las  áreas.  La  transformación  efectúa  una  aplicación 
de  la  superficie  sobre  sí  misma. 

Y  en  efecto,  para  resolver  la  ecuación 

observaremos  que,  solo  puede  admitir  soluciones  para  las  que  a,  y  ?| 
dependan  solamente  de  una  de  las  variables  a  ó  [1  Sea  a,  =/(a), 

p,  =:j^  (¡i).  Demos  á  ,3  un  valor  particular  b\  p^  y  -^  tomarán  va- 
lores  ¿p  ¿,  ,  y  se  tendrá 

I     ■      *.'      . 

e  mtegrando  ,-  = +  c\ 

a  —  o        ai  —  ^,    ' 

a  es  pues  una  función  lineal  de  ai  y  fi  de  ¡¿i. 

La  sustitución  de  estas  dos  funciones  lineales  en  la  ecuación 
por  resolver,  muestra  que  deben  ser  idénticas. 

Según  la  forma  del  elemento  line¿il  n),  en  el  plano,  las  parale- 
las al  eje  de  las  j/  representan  geodésicas  de  la  superficie:  Las  difc- 
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rentes  geodésicas  de  la  suptificie  tienen  por  imágenes^  circunjerencias 
cuyos  centros  se  hallan  en  el  eje  de  las  x. 

En  efecto,  si  hacemos  una  inversión,  tomando  por  polo  uno  de 
los  puntos  en  que  una  de  las  circunferencias  BMM,  C  corta  al  eje 
de  las  X,  ésta  se  transfoi*mará  en  una  recta  bmm^ ,  paralela  al  eje  de 
las^.  Y  como  esta  recta  es  la  imagen  de  una  geodésica,  y  la  inver- 
sión no  ha  cambiado  el  elemento  lineal, 
la  semicircunferencia  BMM,  C  representa 
una  geodésica.  Además,  se  puede  cons- 
truir siempre  dicha  circunferencia,  defi- 
niéndola por  la  condición  de  pasar  por  un 
punto  y  ser  tangente  á  una  recta  dada. 
Por  consiguiente,  representa  la  geodésica 
más  general,  trazada  en  la  superficie.  La  ecuación  de  esta  geodé- 
sica será  pues 

,r«  H-y  4-  2bx+  c=o, 

expresando  b  y  c  constantes  arbitrarias. 

El  Sr.  Bianchi  llega  á  la  expresión  de  la  distancia  geodésica,  en 
conformidad  con  la  definición  de  distancia  de  dos  puntos  dada  por 
el  Sr.  Klein,  fundándose  en  la  expresión  del  arco 

s=\      ''"^"       =Rlogh^^^+r>=«— >6"* 


Flifura  124 


=  Rlogj?  + 


v/r 


pues  si  M,  y  M^  son  los  dos  puntos  imágenes  en  el  círculo 


{x  —  b)*+f. 


R* 


^  y\^  Vi  S'-is  ordenadas,  su  distancia  geodésica  f>  será 

R 
S  =  R  log  -''' 

y* 
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Si  A  y  B  son  sus  intersecciones  con  el  eje  de  las  x^  a  la  tan- 
gente en  A,  ¿,  w, ,  ;«,  las  rectas  AB,  AM,,  AMg,  se  tendrá 

R  R       t/R*       '  ,       ,  sen  /  aw, 


^1  =  -r  sen  (2  /  ¿w,),    —  -f  1/  -—  —  ¿«  =  ¿ 

k  y^        \  y,^  sen  Z  *»«i 


-^i        r  >'*  sen  /_  bm^ 


y  í  =  R  log  \abm,m^  =  R  log f  ABM,M J. 

Por  consiguiente:  La  distancia  geodésica  de  los  dos  puntos  ob- 
jetivos ¿fe  M,  ^  Mi  es  proporcional  al  logaritmo  de  la  relación  anar- 
mónica  que  los  puntos  M,  y  M2  forman  efi  el  círculo  imaginario  con 
los  dos  puntos  A  y  B  en  que  la  circunferencia  cofta  al  eje  de  las  yi. 

En  el  caso  de  reducirse  el  círculo  á  una  recta  paralela  al  eje  de 
las  y,  se  obtiene 

5  =  R  log  "'  . 

y^ 

De  estas  representaciones  resulta  que:  Por  dos  puntos  reales  M 
ylA^  de  una  superficie,  solo  puede  pasar  una  geodésica. 
Vemos  (fig.  124)  que 

^      bm^  tgM^CB 

arc.;/.«.  =  alog— =alog-^g-j^j^g, 

que  expresa  la  distancia  geodésica  de  los  puntos  M  y  M,.  Esta 
distancia  se  hace  intinita,  cuando  uno  de  los  puntos  se  aproxima  al 
eje  de  las  x.  Así:  Los  puntos  de  este  eje  representan  los  puntos  del 
infinito  de  la  superficie, 

318.  Representación  de  Beltrami.  Este  matemático  dio  una 
interpretación  de  la  geometría  no  euclídea  en  la  pseudoesfera  (*). 

La  fórmula 

,^  {a-  —  í'*)  du*  +  2HVdndv  +  ia^  —  »*)  dv* 

ds^  =  R  -^ T~ , i-— —  -        (I) 

{a-  —  u*  —  V*)*  ^  * 


(*)    Sagyio  di  interpretannne  ddla  Gemneiria  non-KucUdta.  Qlornale  di  Matemalicbc, 
V.  VI.,  18Ü8. 
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representa  el  cuadrado  del  elemento  lineal  de  una  superficie  de  cur- 
vatura constante  —  ^¿.  Los  dos  sistemas  coordenados  u  =  const., 

V  =  const.  están  formados  por  geodésicas.  Llamando  O  al  ángulo 
que  forman  en  el  punto  («,  v),  se  tiene 

,  uv  ,  a) a*  —  «*  —  v^        ,  . 

eos  6=  ■  .-=    —..  .  -.— _    r_   : ,     sen  6  =    -    -=_  —  -^  ^-  _-,  (2) 

i  {a*  —  u')  (fl*  —  v^)  i  {a*  —  «*)  ia^  —  v') 

siendo  para  u  =  o  ó  v  =  o,  0  =  90°.  Luego  las  geodésicas 
u  =  const.,  son  ortogonales  á  las  í^  =  o  del  otro  sistema,  y  las 
v  =  const.  á  las  «  =  o  del  otro  sistema.  Las  fórmulas  (2)  condu- 
cen á  la  relación,  entre  u  y  v 

Entre  estos  límites  E,  F,  G  son  reales,  monódromas,  finitas  y 
continuas,  las  E,  G,  EG  —  F'*,  positivas  y  diferentes  de  cero.  La 
porción  de  superficie  terminada  en  el  contorno  de  la  ecuación 

«'4-z;«=a«  (3) 

es  simplemente  conexa.  Dos  geodésicas  del  mismo  sistema  no  tie- 
nen ningún  punto  común,  y  dos  geodésicas  de  sistemas  distintos 
no  pueden  ser  tangentes. 

Si  expresamos  por  ;ir  é  ^^  las  coordenadas  rectangulares  de  un 
plano  auxiliar,  las  ecuaciones  ,r  =  «,  y  =  v  establecen  una  re- 
presentación de  la  región  considerada.  A  cada  punto  de  ésta  co- 
rresponde un  solo  punto  del  plano,  y  recíprocamente.  Toda  la  re- 
gión se  halla  comprendida  en  un  círculo  cuyo  radio  es  a  y  cuyo 
centro  es  el  origen  de  las  coordenadas. 

Una  geodésica  que  parte  del  punto  (u  =  0,  v=  o)  puede  re- 
presentarse por  las  ecuaciones 

H  -.=  r  eos  JA,       V  =  r  sen  «.,  (4) 

siendo  r  y  ja  las  coordenadas  polares  del  punto  correspondiente  al 
punto  («,  v)  en  la  recta  que  se  representa,  en  el  plano  auxiliar,  á  la 
geodésica  considerada.  Suponiendo  a  constante,  la  ecuación  (i) 
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da,  para  dichos  valores, 

adr  R         a  -\-  r 

dz  =  R  — T ,     s  =  -  loK ; 

a^  —  r-'     •         2     ^  a  —  r 

p  es  el  arco  de  la  geodésica,  contado  desde  el  punto  («  ==  z»  =  o); 
y  puede  escribirse  también 

?  =  -  log  -         .  (5) 

2  a  —  ]  7Í*  -f-  V'* 

Este  valor,  nulo  para  r  =  o,  crece  indefinidamente  cuando 
crece  r  ó  V/7*  +  v*  desde  o  hasta  a,  y  se  hace  infinito  para  r  =  a, 
ó  para  todos  los  valores  de  u  y  v  que  satisfacen  á  la  ecuación  (3), 
é  imaginario  para  r^a.  El  contorno  expresado  por  la  ecuación  (3) 
del  círculo  límite,  en  el  plano  auxiliar,  es  el  lugar  de  los  puntos  del 
infinito  en  la  superficie,  lugar  que  puede  considerarse  como  un 
círculo  geodésico,  descrito  desde  el  punto  (ii  =  v  =  o)  con  un  radio 
infinitamente  grande.  De  manera  que  el  círculo  límite  representa 
toda  la  región  real  de  la  superficie.  Si  en  las  ecuaciones  (4)  se  con- 
sidera á  r  como  constante  y  á  k-  como  varia"ble,  la  fórmula  (1)  da 

Rru. 

(5) 


I  a*  —  r' 


donde  T  es  el  arco  de  círculo  geodésico,  representado  en  el  plano 
auxiliar  por  un  arco  de  círculo  de  radio  r  y  ángulo  en  el  centro  ul. 
Las  geodésicas  forman  entre  sí,  en  su  origen  común,  ángulos  igua- 
les á  los  radios  que  les  corresponden  en  el  plano  auxiliar.  De  T¿l-'-„^ 
ecuación  (5),  resulta 

r  =  I  «^  +  V''  =  atgh^,     eos  A  ^  =  ~  ,  (6) 

donde  zc  indica  el  radical  \f(r  —  /i-  —  t?*,  y  en  virtud  del  valor  de  r, 
puede  escribirse  i  =  y-R  sen  //  '  .  Así,  el  semiperímetro  de  la  cir- 
cunferencia  geodésica,  cuyo  radio  es  p,  estará  expresado  por 

I        /?         -?.\ 

7:Rsen//r7       ó       --Rlé-K— f    ^1. 
R  2        ^  ^ 


r 
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Resulta  pues,  que  las  geodésicas  se  hallan  representadas  en  su 
total  desarrollo,  por  cuerdas  del  círculo  límite,  no  teniendo  repre- 
sentación real  sus  prolongaciones.  Además,  dos  puntos  reales  de  la 
superficie  están  representados  por  dos  puntos,  también  reales,  en 
el  interior  del  círculo  límite,  los  cuales  determinan  una  sola  cuerda 
del  mismo  círculo.  Así  pues,  dos  puntos  reales  de  la  superficie,  ele^ 
gidos  arbitrariamente^  determinan  una  sola  geodésica^  representada 
en  el  plano  auxiliar  por  la  cuerda  que  pasa  por  los  puntos  corres- 
pondientes. 

Sea  («,  V)  un  punto  de  la  superficie,  (U,  V)  un  punto  cualquiera 
de  una  de  las  geodésicas  que  pasan  por  él.  Las  ecuaciones  de  dos 
de  estas  geodésicas  son 

V  —  z;  =  w  (U  —  //),       V  —  z'  =  n  (U  —  «). 

Expresando  por  a  el  ángulo  de  las  geodésicas  en  el  punto  («,  t')i 
se  tendrá 

^  *  ~  E  +  («  4  ni)  V  -I-  ;w/G  * 
ó  para  los  valores  actuales  de  E,  Y,  G 

a{n  —  ni)  W 


tga  = 


{ I    -f-  míi)  a^  '—(v   —  nm)  (v  —  nu) 


Expresando  a'  el  ángulo  de  las  dos  cuerdas  y  ja,  v  los  ángulos 
que  estas  forman  con  el  eje  de  las  .r,  tendremos  w  =  tg  «a,  «==tg  v, 
a'  =  V  —  jjl;  por  consiguiente 

a7V  sen  a' 

tg  a  == , : r- :  . 

a^  eos  OL  —  [v  eos  UL  —  H  sen  a)  (v  eos  v  —  u  sen  v) 

Consecuencias,  i."*  A  dos  cuerdas  que  se  cortan  en  el  inte- 
rior del  círculo  límite  corresponden  dos  geodésicas  que  se  cortan 
en  un'punto  á  distancia  finita  según  un  ángulo  comprendido  entre 
o**  y  i8o^ 

2.*  A  dos  cuerdas  distintas  que  se  cortan  en  la  circunferencia 
del  círculo  límite  corresponden  dos  geodésicas  que  concurren  ha- 
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cía  un  mismo  punto  á  distancia  inñnita,  que  forman  en  éste  un 
éngulo  nulo. 

3.*  A  dos  cuerdas  que  se  cortan  en  un  punto  exterior  al 
círculo  límite  ó  que  son  paralelas,  corresponden  dos  geodésicas 
que  no  tienen  ningún  punto  real  común  en  toda  la  superficie. 

319.  Geodésicas  paralelas.  Ángulo  de  paralelismo.  Aten- 
diendo á  la  representación  hecha  por  Beltrami  de  la  superficie  en 
el  plano,  tenemos  que  la  geodésica  g  se  halla  representada  por  una 
circunferencia  G  (figs.  125  y  126)  ortogonal  á  la  F,  -y  el  haz  de 
geodésicas  que  parten  de  o  por  el  haz  de  rectas  que  parten  de  O. 
Sean  A  y  B  los  puntos  en  que  G  encuentra  á  T.  Las 
rectas  que  se  hallan  en  el  interior  del  ángulo  AOB 
encuentran  á  G  en  puntos  reales.  En  la  superficie 
geodésica  objetiva  de  OA  y  OB  se  hallan  las  dos 
geodésicas  oa  y  ob  que  se  llaman  paralelas  á  la  ^ 
(fig.  126),  hallándose  sus  puntos  de  intersección 
con  g  en  el  infinito. 
Si  trazamos  por  o  la  geodésica  op  normal  á  gy  tendrá  por  ima- 
gen la  distancia  mínima  OP  de  O  á  la  circunferencia  G.  Puesto  que 
los  ángulos  AOP  y  BOP  son  iguales,  será  también  Z  aop  =  Z.  bop. 
El  ángulo  a  =  aop  se  llama  án- 
gulo de  paralelismo  del  punto  o 
respecto  á  la  geodésica  g,  que 
depende  tan  solo  de  la  distancia 
geodésica  I  =  op  del  punto  o  á 
la  geodésica  g.  Para  obtener  la 
relación  entre  a  y  o,  observaremos  que,  expresando  con  C  el  centro 
de  (j,  en  el  triángulo  rectángulo  CAO  se  tiene 

CA^  +  OA^  =  (CP  -f-  OP)*  =  (C A  +  OP)* 


Figura  125 


de  donde 


CA  = 


OA'^  —  OP* 
2.OP    '• 


Si  OA  =  I,  CA  =  tg  a.  Además,  por  las  fórmulas  s  =  tg  A  ^, 
de  la  representación  que  consideramos,  sustituyendo  en  la  prece- 
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dente,  resulta  cot  a  ==  sen  //  -,  ( i) 

K 

1 
que  puede  escribirse  también  asi:      cot  -  a  =  c^^.  (2) 

2 

Luego:  Por  todo  punto  o  de  una  superficie  pseudoesfcrlca  pasan 
dos  geodésicas  paralelas  á  una  geodésica  g.  El  ángulo  a  de  paralelismo 
y  la  distancia  geodésica  o  del  punto  o  d  la  g  se  /tallan  ligados  por 
las  dos  fSnnulas  obtenidas  í'i)  y  12). 

Observación.     De  las  varias  aplicaciones  expuestas  en  la  obra 
de  M.  Darboux,  citaremos  únicamente  la  que  sigue:  Empleando  la 
transformación  arriba  expuesta,  se  puede  admitir  que  ^se  halle  re- 
presentada por  el  eje  de  las  y  (fig.  127). 
Pintonees  habrá  dos  geodésicas  que  pasan 
por  M  y  encuentran  á  g  en  el  infinito.  La 
una  estará  representada  por  la  paralela  MP 
al  eje  de  las^;  la  otra  por  la  circimferencia 
OMK  tangente  en  el  origen  á dicho  eje.  Así: 


Una  geodésica  real  puede  considerarse  con  Figura  127 

o,  I  í?  2  puntos  reales  en  el  infinito^  según 

que  pertenezca  a  las  superficies  de  curvatura  positiva,  nula  ó  negativa, 
320.  Aplicaciones  dkl  teorema  de  Weinoarten.  Para 
terminar  esta  exposición,  resumiremos  las  investigaciones  debidas 
al  Sr.  Bianchi,  respecto  á  las  superficies  complementarias  de  las 
pseudoesf ericas.  Consideremos  una  superficie  pseudoesférica  de  ra- 
dio R.  Cualquier  sistema  de  geodésicas  que  parten  de  un  punto  de 
la  supei-ficie,  sea  este  punto  real  en  el  infmito,  real  á  distancia  ti- 
nita  ó  ideal,  puede  considerarse  como  el  sistema  de  las  deformadas 
de  los  meridianos  de  una  superficie  pseudoesférica  de  revolución. 
Al  elemento  lineal,  referido  á  estas  geodésicas  y  á  sus  trayectorias 
ortogonales,  se  podrá  dar,  según  los  casos,  la  forma 

(1)  ds''  =  du'  -I   r«  dzr,     íH .  ds"-  =  du-^   I-  K  sen  //^  '-  dv\ 

K 

(111;  ds'  =  dn-  -I    >'  eos  //-  ^  d%^, 

K 

a? 
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Y  tendremos,  en  correspondencia,  tres  clases  de  superficies 
evolventes  X,  para  las  cuales  debemos  obtener  las  relaciones  corres- 
pondientes entre  r,  y  r,.  Con  este  objeto,  considerando  la  S  como 
la  evoluta  de  il,  respecto  al  radio  r,,  bastará  comparar  las  (I),  (II) 
y  (III)  con  la  fórmula 

dada  por  el  teorema  de  Wcingarten  ipág.  }^6),  Haciendo  pues, 
u  =  r,  -I-  C  (C  const.  arbitr.*),  tendremos 

/  dr  r,-|-(: 

(Ij    (i.^'-caso)  t^i*''"''*=  t'  "   ;     luego  (I')  r^—r^=^  R. 

(U)  2."caso)  /^— ^^  =logsen  A-^-j^,  iH')  r,    -  r,  =  Rtg//  -^-^ 

(111  j  {,3,*"^  caso)  / =  log  cot  // 


(III')  /-,  —  ro  =  Rcot// 


R 

r,  +  C 
R     • 


Kl  valor  de  C  depende  de  la  superficie  ^  de  la  serie  paralela 

que  se  considera,  pero  en  el  caso  íl)  la  relación  (T)  es  independiente. 

Observación,     Para  las  evolventes  de  las  superficies  de  cuiva- 

lura  constante  positiva  k  =  -|-      ,  se  obtendrá  la  única  relación 

''i — '•i=tg — ^ — . 

321.       Siri'ERKlCIK.S    COMPI.KMKNTARIAS    KK    I. AS    1'SKU1H)IÍSKÉRICAS. 

I  lalleniüs  ahoia  sobre  qué  superficies  de  revolución  son  aplicables 
las  superficies  complementarias  de  la  pseudoesférica  S,  en  los  casos 
rh,  (Ihy  (Iin. 

ICI  elemento  lineal  í/jt'  de  la  segunda  hoja  de  la  evoluta  es 

-  ir-.- 
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y  tendremos  en  el  caso  (1)  ds.r  ^=dr^-  +  c    (k*^,  y  haciendo  r^  =—H, 


in 


ds^^  =  du-  +  e    dv\ 

que  es  el  elemento  lineal  de  la  pseudoesfera.  Podemos  pues  enun- 
ciar el 

Teorema.  Si  en  una  superficie  pseudoesferica  de  radio  R  se 
traza  un  sistema  de  geodésicas  paralelas^  y  en  cada  una  de  las  tan- 
gcíites  a  estas  geodésicas  se  toma,  á  partir  de/  punto  de  contacto  y  en 
el  sentido  según  el  que  las  tangentes  concurren  en  el  punto  comiin  del 
infinito,  un  segmento  =  R,  la  superficie  S\  lugar  de  los  extremos 
será  tina  nueva  superficie  pseudoesferica  de  radio  R. 

En  el  segundo  caso,  se  obtiene  para  el  elemento  lineal  de  la  se- 
gunda hoja, 

ds^  ^  i^h'''.l±^  drrv  ''^'' 


R  '  ,.r,-\-Z' 

eos  h'  — - — 
K 

que  pertenece  á  la  superficie  de  revolución,  engendrada  por  la  curva 

R  I 

r  =  sen  v,     ;-  ==  R  I  log  tg      o  -h  eos  ^  1. 

Ksta  curva  es  la  proyección  de  la  tractriz  ordinaria  sobre  el 
plano  que  pasa  por  la  asíntota,  que  es  una  tractriz  acortada. 
En  el  tercer  caso  tendremos  para  la  curva  meridiana 

R  I 

r  —  sen  v,     ::  =  R  I  log  tg  -  o  +  eos  y  I, 

I  I  —  Wk"'  2 

que  es  la  tractriz  alargada, 

322.  Transformaculv  complementaria.  K!  teorema  último 
puede  enunciarse  del  modo  siguiente:  líl  lugar  de  los  centros  de 
cufvatura  de  nu  sistema  de  oriciclos  i  *)  paralelos  dt  una  superficie 


(*)  SíoikIo  L  uiiu  linca  de  ciirvnliira  constuntc  on  una  siiperlicie  psriidofsforicu,  po- 
ilcnios  consiilorarla  conuí  un  ciioulo  geoilósico.  (listinf^uirndoso  Iros  especios  «le  círcu- 
los, ron  centro  rcnl  á  distnni'in  finita,  cnn  centro  rn  o\  infinito  y  con  centro  ideal,  (.os 
segundos  se  llaman  oridcto*  en  la  geometría  de  Ix>bntsche>v.sky. 
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psendocsfcrica  es  una  superficie  pseiidoesfcrica  del  mismo  radioy  lo 
que  da  el  iiiodo  de  construir  una  nueva  superficie  pseudoesférica 
S',  cuando  se  conoce  una  sola  S,  y  en  ésta  una  serie  de  ori- 
ciclos  paralelos. 

Pero  en  este  caso,  las  geodésicas  ortogonales  se  determinan 
por  cuadraturas,  puesto  que,  según  las  fómiulas  del  núm.  317,  se 
conocen  los  oc*  sistemas  de  oriciclos  paralelos  y  de  las  geodésicas 
ortogonales,  y  pueden  construirse  las  00 '  superíicies  complementa- 
rias pscudoesféricas  de  S.  En  cada  sistema  de  éstas,  por  ejemplo 
S',  conocemos  un  sistema  de  oriciclos  paralelos,  es  decir,  las  lineas 
que  corresponden  á  estos  oriciclos  paralelos  de  S  de  que  hemos 
partido,  y  después  de  efectuar  una  cuadr¿itura,  nos  hallaremos  en 
S',  según  las  mismas  condiciones,  que  respecto  á  S.  Y  podemos  re- 
petir sobre  S'  las  mismas  construcciones,  y  así  sucesivamente. 

La  construcción  efectuada,  para  transformar  la  supeiiicie  S  en 
la  S',  se  llama  transformación  complancntaria. 

Consideremos  en  S  un  sistema  de  geodésicas  paralelas,  y  sea 
•f  ( //,  v\  el  ángulo  que  forma  la  geodésica  que  parte  del  punto  («,  v) 
de  la  superticie  con  la  línea  v  =  const.  En  virtud  de  la  ecuación 
(2)  de  la  pág.  549,  la  ecuación  diferencial  de  estas  geodésicas  es 

tg  v  •-=  tg  O  -— ,  o  sea 
djí 

son  v  eos  O  dn  —  eos  ^  sen  O  ¿/ti  =  0.  (i) 

Poro  debe  verificarse  á  lo  largo  de  cada  una,  la  ecuación  de  las 
geodésicas   pág.  301,  núm.  191  •,  que  se  reduce  á 

dj=       (^    dv    I    —dn)  o  (^'     I    —¡du  -f-í---  4    -)dv=:o 

la  cual,  comparada  con  la  1 1  •  demuestra  que  la  función  2»  («,  v)  debe 
satisfacer  á  la  ecuación 

I  7^    I-  ^    I  son  O  eos  -w  +  I  -^  -1-  -     I  eos  o  sen  ^  =  o.     (2) 

Además,  puesto  que  las  trayectorias  ortogon¿iles  de  estas  geo- 
désicas deben  ser,  por  h¡pt'>tesis,  oriciclos,  su  curvatura  geodésicíN^ 
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deberá  ser  igual  á  la  unidad  en  valor  absoluto;  pero,  en  virtud  de  í  i ) 
la  ecuación  de  estos  oriciclos  es 

eos  O  eos  3,  du  +  sen  O  sen  o  dv  =  o, 

y,  por  consiguiente, 

7  !  —  isen  O  eos  -,  i  -t (eos  O  sen  3.)  ;  =  ^-  i , 

sen  O  eos  ^i  hn^  '         ^r  ^  "  )      - - 

/^?    ,    a6\  /^-    ,     í>^^\ 

I  _L  _i         I  sen  O  sen  c,  —  I ;-  H I  eos  z,  eos  O  =  +  sen  O  eos  O, 

que  combinada  con  la  (2\  da 

5:5  ?0         __  2>z,  aO 

1-  —  =  -f.  eos  o  sen  =»,     - '   -|-  ~-  =  -f  sen  O  eos  'j, 

debiéndose  fijar  la  dirección  poí^itiva  de  las  geodésicas,  para  tomar 
el  signo  conveniente. 

Consideremos  un  caso  particular,  por  ejemplo,  el  de  la  pseudo- 
esfera,  en  la  que  se  puede  hacer 

eos  O  tg  //«,       sen  O  = 


eos  //« ' 


mientras  que  la  ecuación  ^  .—  o  define  los  meridianos  en  su  direc- 
ción positiva,  y  concluiremos  que: 

Si  ^  (u,  v)  vs  el  ángulo  que  forman  las  geodésicas  de  un  sistctna 
paralelo,  según  su  dirección  positiva,  con  la  dirección  positiva  de  las 
lineas  v  r=  const.,  quedarán  satisfechas  las  ecuaciones 

^-^       yj  ^i.       yj 

■-  ^-  ^     eos  o  sen  w,       '    -i    --== — sen  O  eos '^,  (31 

-bu      iv  '     az-       cVí  *  ^^ 

y  recíprocamente:  7 oda  función  ^  úi,  v)  que  satisface  á  estas  ecua- 
ciones de  derivadas  parciales,  dtjinc,  en  la  superficie  pseudoesfcrica  S, 
tifi  sistetna  de  geodésicas  paralelan  (determinables  por  cuairatutas), 
323.  Propiedad  dk  i.a  transformach^n.  Hagamos  la  cons- 
trucción indicada  en  la  transformación  complementaria,  íi  saber: 
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Tracemos  por  cada  punto  Pi^(.tr,  j,  s)  de  la  superficie,  y  en  el  pla- 
no tangente  en  P  el  segmento  PP,  ==  i,  inclinado  respecto  ¿i  la  lí- 
nea de  curvatura  v  =  const.  en  el  ángulo  o.  El  lugar  de  los  puntos 
Pi  será  la  superficie  complementaria  S,. 

Expresemos  por.r,,^, ,  j,  las  coordenadas  de  P,;  por  la  cons- 
trucción, tendremos: 

1         \V  1         2iX 

.r,  =  .r  +  eos  V  r  —  +  sen  3.  —    ,  -—  (i) 

'  eos  O   ^u  '   sen  O  }>v 

y  análogamente  para^', ,  jc,.  Derivando  esta  ecuación  respecto  á  u 
y  V,  y  teniendo  en  cuenta  las  fórmulas  (ñ  de  la  pág.  331,  y  las  (3) 
de  la  pág.  565  que  se  hallan  satisfechas  por  ^,  será:  (2) 

Ix.  ^r  I  í^x 

— '  =  eos*  í»  eos  o  -  -I-  eos  3*  sen  =.  eos  O :- eos  ^  sen  OX, 

^n  '  ^u  '  sen  O  í)r 

^r  1       ?.r     •  }ix 

—-  =  sen  z.  eos  ^  sen  O      — -  ■       -i-  sen*  í,  sen  O  --"   I- sen  í,cos6X. 

CZ*  '  •  eos  o     ^«  •  di' 

Expresando  por  rf^,  el  elemento  lineal  de  la  superficie  S, ,  ten- 
dremos: 

íis^'  =-  eos-  v  d/í'  4-  sen-  5  rfí^*;  (3) 

y  para  la  curvatura  /•,  de  S,  de  la  (3),  i'y  =  —  i,  lo  que  prueba 
que  la  S,  es  una  superficie  pseudoesférica  de  radio  =  i.  Además, 
si  expresamos  por  X,,  Y,,  Z,  los  cosenos  directores  de  la  normal 
á  S,,  tendremos  por  las  f  2 1 

1      ^>x  I     2iX 

\  =  sen  z,    -  -    -  —  eos  z, - , 

'  eos  o  ;^//  '  sen  O  ^í» 

y  análogamente  paní  las  Y,,  Z,.  Derivando,  y  teniendo  presentes 
las  tVirmulas  anteriores,  obtendremos 

.>//   ~  •"  '•    .V,.  ^      ^u  ~  ^  "^  ^it  '      ?//  ~"  ^"  '   ?// ' 
X\,  \r,      íY,  .>r,       .V.,  íiíT, 

^^  Cot '-f*  -    -  ,  =:    -    col  :^  ,  =     -COt'f-r— , 
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lo  que  demuestra  que  también  en  S,  las  líneas  «  =  const.,  z'=  const. 
son  las  líneas  de  curvatura  y,  por  tanto,  las  lineas 

u  —  r  -=  2a  =  const.     «  -|-  z^  =  2?  =  const. 

las  asintóticas  y  e/a,  d^  sus  arcos;  luego:  Im>  transfonnarión  com- 
plementaria  consetva  las  líneas  dt  curvatura^  las  asintóticas  y  los 
arcos  asintóticos. 

Podemos  ver  ahora  si  las  funciones  de  O  y  s»,  que  se  hallan  en 
las  ecuaciones  (3)  de  üarboux  son  las  más  generales  que  satisfa- 
cen á  la  vez  á  la  ecuación  de  derivadas  parciales 

"  --    =  sen  <l»  eos  <I». 

Para  generalizar  estas  consideraciones,  supongamos  que  se  tenga 

-I'   +  ^  =  F  (O,  »),      —  +  —  =  F,(0,  -,).  (4) 

^u         ^zf  •         ^v         cu 

y  vamos  á  obtener  F  y  V^,  de  manera  que  resulte 

--  —     -  =  P  (O,  -i),     -'--—;-=  sen  o  eos  'i. 
Para  ello  deduciremos  de  las  (4), 

^^       ?*o  _  ?F,  í)0       ^f,  ?>?       2>F  y^       ^F  iz, 

y  sustituyendo  los  valores  de  -*  ^  ,    —  de  las  (41,  tendremos: 
Ji^O  _  í;0  _  /^       íF\  ^  __  /^F^       ^F\  __  p  ^1 

^  __  ^  ^  /c^F^       ÍF\  cV^    _  / 'íF^           \  _  p 

^//*       c>z'«       \  DO  "^  í?  /  >/i       w?  / 


SF. 


Bastará  pues,  que  se  tenga  (^'  y  (6') 

^..+^  =  0.   '?'-  +  ^^o.  F'^^'   -  F/i'  =  senOcos'.  etc. 

Las  dos  primeras  expresan  que  K    |-  F,  debe  sir  una  función 
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de  O    -  ^  y  P",  —  K  una  función  de  O  +  s.  Sea 

F  +  F,  =  U  (O  -  -/),       F,  -  F  =  V  (o  +  t), 

y  tendremos        F,  ==  -    (U  +  V),     F  =  -  (U  —  V). 
2  2 

Las  (6)  quedarán  satisfechas,  y  las  {6')  se  reducirán  á 

UV  -I-  \'IT'  =  sen  20,     --  U\"  -}-  VU'  =  sen  2, 

U V'  =  sen  (O  —  í,)  eos  (O  -f-  -j),    U'V  =  sen  (O  +  -i)  eos  (O  —  3.)    (7) 

de  las  que  se  deduce 

U  =  i  sen  (6  --   :>),    V  =  -  eos  O  -4-  '¿),    U  =  ¿  sen  (O  —  í.),    etc. 

siendo  k  arbitraria.  Hagamos 

y-^  =  sen  rj,     —  — — ^  =  eos  1,         (o  <  ^  <  2::) 

I  —  sen  TI  I  -i-  sen  c 

y  sera  ^  =  — 


F  = 
F.  = 


eos  1      *     ¿  eos  G 

sen     eos  O  +  sen  -j  eos  3»  sen  O 
eos  -7 

eos  z,  sen  O  +  sen  -j  sen  :;»  eos  O 


eos  ^7 
V  las  fórmulas  de  J^ilcklund  serán 


y^  ,    ^0  sen  i  eos  O  -4-  sen  1  eos  -:.  sen  O  ) 

:^//  '     ?7'                                         eos  T  f 

^j         ciO             eos  'f  sen  O  -[-  sen  t  sen  3»  eos  O  i 

^í'        í//                                   eos  -j  .' 


(8) 


Intírprdación  geométrica,  A  la  solución  inicial  O  de  la  ecuación 
lAi  corresponde  una  superíicie  pscudoesférica  S  de  radio  ==l  y 
análogamente,  á  cada  nue\'a  solución  í.  deducida,  integrando  las  (8), 
una  nueva  superíicie  pscudoesférica  S,.  Y  llegaremos  al  resultado 
siguiente:  Por  cada  punto  V  dcSv,  cu  el  plano  tangente  en  P,  trácese 
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una  recta  inclinada  respecto  á  la  linea  de  curz'atura  v  =  const.  el 
ángulo  cp,  y  tómese  eti  ella,  d  partir  de  P,  un  segmento  constante 
PPj  ==  eos  <r;  el  lugar  de  los  extretnos  P,  será  la  superficie  S,. 

324.  Transformación  de  Backlund.  Cuando  i  =  o,  se  ob- 
tiene la  transformación  complementaria.  Para  establecer  dicho  resul- 
tado, observaremos  que,  conservando  las  notaciones  empleadas, 
tendremos: 

/  I      i\r  I     ^x\ 

Xi^=  X  +  eos  T  I  eos  V +  sen  ;^ —  I.         (9) 

\        '  eos  O  2iu  '  sen  O  ^r/   .        ^"'^ 

De  las  (8)  y  (9)  deduciremos: 

^.r,  I     ^x 

--—  (eos*  z,  eos  o  —  sen  1  sen  z,  eos  z»  sen  6) --  ,     . 

^u  '  '         '  sen  O  ^M         (lo) 

I  }^x 

-4-  (sen  -j  eos-  z,  sen  O  +  sen  z,  eos  'j  eos  0) --  —  cos^rcos^psen  OX 

sen  O  Tiu 

—  =  (sen  T  sen*  9  eos  ^í  +  sen  c&  eos  r»  sen  '') ■  —      .  ,     . 

ir  .         T  /  ^Qg  ^  ^^^  j  jj^ 

I     J);r 

4-  (sen'í'SenO  —  sen t  sene;)  eos?  eos  6) 1-  cos<j  sení^cosOX 

sen  ^7iu 

ds^*  =  eos*  5  rf«*  +  sen*  5  rfz;* ;  (12) 

así  pues,  la  superficie,  lugar  de  los  puntos  P,  es  ciertamente  la  su- 
perficie buscada  S,. 

La  construcción  anterior,  que  transforma  la  superficie  pseudoes- 
f¿*rica  S  en  la  S,,  es  la  transformación  de  Backlund. 

P^xpresándola  con  el  símbolo  B^,  para  poner  en  evidencia  la 
constante  arbitraria  contenida  en  la  misma,  tendremos  que  la  B^y 
coincidirá  con  la  transformación  complementaria.  Con  la  transfor- 
mación Bj  se  obtienen  00*  nuevas  superficies  pseudoesféricas,  de  S. 
Pero  basta  conocer  una  sola  de  éstas,  S,,  para  poder  obtener  las 
demás  por  cuadraturas.  La  aplicación  sucesiva  de  la  misma  trans- 
formación B^  á  las  superficies  sucesivas,  se  hará  con  simples  cua- 
draturas, pudiéndose  decir  que  también: 

La  transformación  general  de  Backlund  B^  conserva  las  líneas 
di  ciin'atn/a,  las  as in fóticas  y  los  arcos  de  las  asintót.'ca^. 
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En  efecto,  los  cosenos  directores  X,,  Y,,  Z,  de  la  normal  en  P, 
á  S,  se  expresan  por  las  fórmulas  ( lo)  y  (i  i),  y  de  éstas  resulta 

I      T^x  I      Mr 

X,  =  eos  <r  sen  5  — rr  --     -  eos  1  eos  9 sen  ít.X, 

•  eos  O   ^n  •  sen  6  ^v 

de  la  que  se  obtiene 

5X,  }^x^       íY,  <>,        íZ,  ^£r, 

i>X|  ?4r,        ?Y,  íy,         Í^Z,  ?ij, 

-— -  =  —  cot  5  -—  ,     --—  ==  —  cot  w  -—  ,      -—  =  — .  cot  3.  — -i , 

lo  que  demuestra,  en  virtud  de  la  (3)  de  la  pág.  568,  el  teorema.  Ade- 
más, el  ángulo  ü  comprendido  entre  las  nomiales  en  P  y  P,,en  virtud 

de  —  ÜXX,  =  sen  <r,  está  dado  por  la  fórmula  ü  =  -  —  t. 

325.  Transformación  de  Lie.  P3sta  transformación  cambia 
también  una  superficie  pseudoesférica  en  otra  pseudoesférica;  y 
se  halla  fundada  en  que,  si  ü  («,  P)  es  la  integral  de  la  ecuación 

— _  ==  sen  ü,  también  la  función  íi  (¿a,  ,  j  es  una  nueva  integral, 

que  contiene  la  constante  arbitraria  i.  Observaremos  que  si  » («,  v) 
es  una  integral  de 

-T-^  —   ^  a  =  sen  >>  eos  »,  (a) 

es  también  una  integral  con  la  constante  arbitraria  <j,  la  función 


¡  u  +  V  sen  fs     ti  sen  r¡    {-  v\ 
\       eos  T  eos  r¡       / 


(^) 


A  la  primera  función  í^  («,  v)  corresponderá  una  superficie  ini- 
cial pseudoesférica  de  radio  ==  i,  y  á  la  función  \b)  una  nueva  su- 
períicie  pseudoesférica  S,  completamente  determinada,  de  foima. 
Para  obtener  las  coordenadas  de  un  punto  móvil  en  S,  reducire- 
mos ante  todo  el  elemento  lineal  esférico 

ds^  .-=  sen*  H  dií*^   \   eos-  H  dv-     i\     ds-    -t  dm^   \   eos*  o,  d\^. 
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lo  que  exige  la  integración  de  una  ecuación  de  Riccati,  después  de 
lo  que  se  obtienen  las  coordenadas  de  los  puntos  de  S,  con  cua- 
draturas. 

Indicando  con  L^  la  transformación  de  Lie,  cuya  constante  es  t, 

j    ,  ,  ,  ,     u-i-vseu's    //seni-f-z' 

que  nace  pasar  de  los  argumentos  ;/,  z'  a  los  ,  , 

C0S<7  cos^ 

la  inversa,  que  hace  pasar  de  («,  z')  á 

(u  —  V  sen  'j    —  u  sen  a  -i-  x»  \ 
I  gg  indicará  con  L^ 
eos  T                 eos  *s         /  ^ 


—  1 


La  transformación  de  Bucklund  B^  se  puede  obtener,  como  ob- 
servó Lie,  combinando  la  transformación  complementaria  con  la 
de  Lie,  de  modo  que  B^  =  L^  B^  \.~ \  F^s  decir,  que  si  se  aplica  á 
una  superficie  pseudoesférica  la  transformación  de  Lie  L^,  á  la  su- 
perficie S,  obtenida,  la  complementaria,  que  la  cambia  en  Sj  y  á  esta 
la  inversa  ].~  ^  de  L^,  se  llega  á  S',  deducida  de  S  por  la  transforma- 
ción de  Bílcklund  B^. 

Por  la  repetición  de  los  métodos  de  transformaciones  de  las 
superficies  pseudoesféricas,  resulta  el  teorema  de  pennutabilidad: 

Si  Sj  >  S¿  S091  dos  superficies  pseudoesféricas  ligadas  á  la  misma 
superficie  pseudoesférica  S  por  dos  transformaciones  de  Bdcklund 
B^  ,  B^  con  constantes  distintas  '^i  >"Jo,  existe  una  cuarta  superficie 
pseudoesférica  S.,,  ligada  respectivamente  á  las  S^yS^  por  las  trans- 
fonnaciones  de  Bdcklund  B'^  ,  B'^  con  las  constantes  inveitidas 
i^,  -5,.  En  símbolos:  B'^^  B^   =  B'^   B'^  . 

326.       SlSTKMAS     TRIPLKMKNTE    OR'nXitíNALES     PK    W^EINC;ARTEN. 

Se  llaman  sistemas  de  Weingarten  los  sistemas  triples  de  superficies 
ortogonales  que  contienen  una  serie  de  superficies  de  igual  curvatu- 
ra positiva  ó  negativa.  Nos  limitaremos  á  enunciar  la  propiedad: 

En  una  superficie  de  curvatura  constante  de  un  sistema  dado  de 
Weingarten,  las  geodésicas  se  ditermman  con  cuadraturas. 

Respecto  á  la  transformación  complementaria  de  los  sistimas  de 
Weingarten,  diremos  que  se  halla  caracterizada  por  obtener,  me- 
diante la  transformación  complementaria  y  la  de  Bilcklund  de  un 
sistema  Jo  Wciniíartcn,  una  infinidad  de  los  mismos. 
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327.     Aplicaciones.     De  las  fórmulas  obtenidas  en  la  pági- 

dv 
na  295  resulta  inmediatamente  que  siendo    v  =  ±  ii  la  ecuación 

diferencial  de  las  asintóticas  y  u  -\'V  =  const.,  u  —  v^=  const.  la 
ecuación  de  éstas,  refiriendo  la  superficie  á  las  mismas,  con  lo  que 
bastará  hacer  w  -j-  z»  =  2a,  «  —  v  ^=  2¡i,  la  expresión  del  elemento 
lineal  será 

ds^  =  rfa«  —  2  eos  »  rfa  dp  +  dp, 
y  la  ecuación  (i)  de  la  pág.  549,  se  reducirá  á 

— -  =  sen  2  >f,  u\ 

siendo  2i>  el  ángulo  de  las  asintóticas  entre  a  =  const.  y  P  =  const. 
Esto  sentado,  si  partimos  de  la  solución  )^  =  o  evidente  de  la 
ecuación  (a),  y  aplicamos  la  transformación  general  de  Backlund  B^ 
para  pasar  á  una  nueva  solución  ;&,  ésta  quedará  definida  por  las 
ecuaciones  simultáneas 

j  5        I  -f  sen  fs  ^  3»        I  =  sen  t 

— í-  s= sen  5,     - "  = sen  3», 

^u  cosí  •      Iv  eos  -y 

u-\-v-\-  sen  j  («  —  V) 

que  integradas  dan      tg  '  =  C¿:  cosd 

cuya  constante  puede  hacerse  -^  i. 

Introduciendo  los  parámetros  //  -f-  z»  ==  U,  u  —v  =  V,  el  profe- 
sor Bianchi  llega  á  las  expresiones 

sen  V'  eos  V  U  +  V  sen  1 

.r,  =  —  eos  -J  — -— ,    j',  =  eos  a — ,    a  = , 

eos //a  cosAa  eos  5 

5,  =  U  —  eos  1  tg  //a  =  eos  '^  (a   -  tg  //a)  —  sen  iV, 

por  las  que  las  superficies  de  que  se  trata  son  helicoidales,  cuyo 
períll  meiidiano  V  =  o,  definido  por 

eos  7 

■^'' "-^  eos//.'  ^.  =  <=««'^='  -ts//«;, 

es  una  tractriz  que  lienc  el  eje  por  asíntota,  eos  i  por  longitud  cons  • 
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tante  de  la  tangente  y  sen  5  por  parámetro  del  movimiento  helicoidal. 
Para  el  elicoide  de  Dini,  correspondiente  á 

»i         .,      ^        «  +  z^  +  sen  rr,  {u  -  V) 
tg  —  =  ^*«,      a,  = 

^2  C0S<I, 

tendremos  la  transformada  de  BHckIund  con  la  constante  -j, 


eos 


\       2       )      í?*' 


sen 


i"^)"-' 


«iH-a 


siendo 


u  -f  •  V  +  sen  (j  («  —  v) 


cuando  1  =  'J, , 


tí 

tg-  = 


eos  <r 

«  —  V  -\-  sen  (Xi  («  -f-  v)  -(-  C' 
eos  -J,  eos  Aa^ 

Para  la  superficie  complementaria  de  la  pseudoesfera  que  co- 
rresponde á  hacer  1,  =  o  en  la  última  fórmula,  el  valor  de  C  no 
influye  en  la  forma  de  la  superficie,  y  podremos  hacer  C'  =  o;  luego 

Q  11  —V  V 


eos  //  (u  -(-  '^)        eos  AU 

_     2V  eos  AU  eos  A*U  —  V« 

^""^  ¿¿s  A^U  +  V^ »     eos  U  =  —^^^^  ^-^,, . 

Y  geométricamente,  se  verá  que  el  sistema  de  geodé- 
sicas de  la  pseudoesfera,  respecto  á  las  que  se  halla 
constituida  la  superficie  complementaria,  es  el  de  las 
geodésicas  paralelas  á  un  meridiano  en  el  sentido  en  que    Figura  12» 
se  aleja  de  la  asíntota. 

328.  Superficies  complementarias  de  la  pseudoesfera. 
Teorema.  Im>  aplicación  del  proceso  ilimitado  de  las  transforma- 
ciones de  Bdcklund  d  los  elicoides  pseudoesfericos  de  Dini,  en  particu' 
lar  y  á  la  pseudoesfera  (i  =  o)  requiere  tan  solamente  cálculos  alge- 
braicos y  derivaciones. 
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